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OBSZARY STATECZNOŚCI
RÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO I TRZECIEGO

Streszczenie. W pracy omawiano zagadnienie obszar 
rów stateczności równania stopnia drugiego i trze
ciego. Nawiązuje ona do poprzednich prac autora,do 
tyczących równania stopnia ozwartegc i piątego.Dla 
równania stopnia trzeolego otrzymano inną drogą wy 
niki analogiczne do wyników Wiszaiegradzkiego, Roz 
patrzono również na wykresie krzywe pierwiastków 
wspólnych funkcji i jej drugiej pochodnej oraz 
pierwszej i drugiej pochodnej. Przedyskutowano rów 
nież wartośol pierwiastków podwójnyoh równania.

1. Wstęp
W poprzednich praoaoh [6, 7, 8] omawiano zagadnienia obszarów 
stateczności równania stopnia ozwartego i piątego. Aby mieć po 
równanie, jak bardzo komplikuje się zagadnienie przez podwyż
szenie stopnia równania o jeden, rozwiązano zagadnienie tą sa
mą metodą dla równania stopnia drugiego i trseoiego. Badanie 
równania stopnia drugiego jest sprawą stosunkowo prostą. Dla 
równania trzeoiego stopnia posiadamy znane z monografii pośwlę 
oonyoh algebrze i automatyce [1, 2, 3, A, 5] rozwiązanie [9]. 
Autor dochodzi inną metodą do analogioznyoh wyników.

2. Równanie oharakterystyozne stopnia drugiego
W najogólniejszej postaoi równanie stopnia drugiego może być 
napisane w postaoi następująoej:

(1)
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gdzie:
•i, i - 0, 1, 2 stałe rzeozywlste dodatnie. 
Jak wiadomo przy podanyoh założeniach o 

rozwiązania równania są stateezne.
Stosując dwa przekształcenia

współozynnikaoh

a^ &2 * ^i* ^ (2)

oraz

8 - 1  Y ^ o *  b 1  Y * o  *  0 1 (3)

sprowadzamy zagadnienie do dyskusji równania o jednym parame
trze o.'1

z + o1 z + 1 = 0 (4)

Vidaó łatwo, że równanie posiada pierwiastek podwójny z ■ - 1
dla o1 *

- 2

2.1. Rozpatrywanie geometryozne
Przyjmując dwa równania, powstałe z równania (4)

p
f(z) b z + o 1 z + 1 = 0  

f * (z) = 2 z + o1 » 0
(5)
(6 )

otrzymujemy warunek na istnienie pierwiastka podwójnego metodą 
Eulera-Sylwestra w postaci wyznacznika:

1

0
1 » o1 ,
2 t °2 »

2 '1

0., (7)

który sprowadza się do równania 0  ̂ > - 2
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Dyskusja obszarów stateoznośoi równania (4) sprowadza sią 
do rozpatrywania położenia punktów na prostej o^. Na niej wy
różnione są dwa punkty:
punkt o1 ■ 0 i » 2. Obszarowi niestateczności odpowiada u 
jemna oząśó prostej 0^• Punktowi 0  ̂ = 0 odpowiadają, jako 
granioy obszaru stateoznośoi pierwiastki urojone równania (4). 
Między punktami o^ « 0 i * 2 pierwiastki są zespolone 
sprzężone. Punktowi o1 - 2 odpowiada znikanie urojonej skła
dowej rozwiązali i przez pierwiastek podwójny przeohodzą one 
w dwa pierwiastki rzeozywiste (rys.i).

Eys.1. Obszary stateczności równania stopnia drugiego
Punktowi o. ■ 0 odpowiada granioa obszaru stateoznośol (dwa 
pierwiastki urojone sprzężone), punktowi o. = 2 odpowiada 
pierwiastek rzeozywlsty podwójny (granioa między pierwiastkami 
rzeozywistymi i zespolonymi sprzężonymi).Kreskowaniem poohylo- 
nym w lewo oznaozono zakres, w którym występują pierwiastki zespolone sprzężone, kreskowaniem poohylonym w prawo oznaozono 
zakres w którym występują dwa różne rzeozywiste pierwiastki

3. Równanie oharakterystyozne stopnia trzeoiego
Równanie stopnia trzeciego może byó napisane w postaoi następu 
jąoej:

przy ozym aif 1 = 0 ,  1, 2, 3 rzeozywiste dodatnie współ-
ozynnikl stałe.
W oelu zmniejszenia liozby parametrów od któryoh będą zależa
ły własnośoi równania, stosujemy dwa przekształcenia:

obszar stateczności

(8)

(9)
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Wtedy równanie (8) przybiera następującą postać

( 11)

3.1. gyznaozenle obszaru atateoznośol
Stosując kryterium Hurwitza Routha [2-5] otrzymujemy jako wa
runki konieozne i dostateczne na to, by rozwiązania rćwnania 
(11) były stateczne, w postael następujących nierównośois

Jeko granicą obszaru stateoznośol otrzymujemy stąd (w granicz
nym przypadku, gdy wyznaoznik zeruje sią) równanie

Sen sam warunek otrzymuje sią z postulatu, by pierwiastki rów
nania (li) były urojone.

Równanie (13) przedstawia w płaszozyznie (o.,, o2) hiperbolą 
równoboczną.

3.2. Badanie pierwiastków równania (11)
Badanie przeprowadzamy rozpatrując nastąpująoe równania

3.2.1. Warunek na istnienie pierwiastka potrójnego
Pierwiastek potrójny równania (11) równy z ■ -1 otrzymuje
my dla

0^ Og « 1 (13)

a)
b) 
o)

f(z) a Z^ + 0g Z2 + O,, Z + 1 m O 
of*(z) a 3 z + 20g Z + Ô  * O 

f"(z) a 3 z + Og » O
(14)
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Jest to punkt w płaszczyźnie (e^f cg)t leżący w obszarze sta 
teoznoćoi*

Przy dalssyeh rozwaźaniaoh zastąpimy współczynniki Cj przez

(16)®i * 3 i 1.2

przy ozyn dolna wartośój jaką może przybierać dodatni współ** 
ozynnik k^ jest równa 1•

3.2.2. Eoznatrywanie geometryczne
Punkt określony równaniami (15) otrzymajeny rozpatrując prze
cięcie sią w płaszczyźnie (o1, Cg) trzeoh krzywyoh, otrzyma
nych przez postulowanie o równaniach (14), by równania (at b), 
(a* o)» (b,o) miały wspólne pierwiastki

1 t °2 *°1 . 1

1 ,o2 »®-l » 1
3 t 2o2 ,o1 -  0 (17)

3 ,2o2 * ° 1

3 .  20g , “i

1 > °2 *°i ,1
3 * °2 > 0 (18)

3 ,o2

3 ,02

3 * 2c2,o1

3 »

CM
Ocv M 0 (19)

3 ,2o2
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Przy pomooy relaoji (16) doprowadzamy je do postaoi

4 - 6 ^  k2 - 3 )Ą k| + 4 kif + 1 « 0 (20)
2 -  3 k1 k2 + 1 -  0 (21)

kf - k., - 0 (22)

Łatwo sprawdzić, że punkt potrójny k^ « 1, i ■ 1,2 spełnia 
wszystkie równania. W oeln wyznaozenia położenia pierwiastków 
podwójnyoh należy rozpatrzeć równanie (20).

•

3.2.3. TransformaoJa równań (20) - (22) do układu wsnółrzed- 
nyoh przeohodząoego przez punkt k4 « 1 ,  i ■ 1,2

Przy pomooy przekształoenia

kt - li + 1, i - 1,8 (23)

doprowadzamy równania (20) - (22) do postaoi następująoej:

4 l\ + 9 l\ - 18 11 12 - 3 1® l| + 9 lf - 6 lj 12
r

- 6 1 ^ 1  + 4 1? - 0 (24)

2 l\ + 6 l| - 3 1, 12 + 3 12 - 3 - 0 (25)

l\ + 2 12 - 11 = 0 (26)

3.2.4. Dyskusja krzywyoh (24) - (26)
Prosto przeprowadza się dyskusję krzywej (25) i (26), mająoyoh 
mniejsze znaozenie dla badania obszarów stateoznośol. Jak poka
zano na rysunku 3, krzywa (26) jest parabolą drugiego stopnia,
krzywa (25) posiada przebieg bardziej złożony,mianowioie skła
da się z dwu gałęzi z miejsoem nieoiągłoćoi w punkcie 12 » - 1.
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Jest "co skrajna wartość w kierunku ujemnym dopuszczalna dla 
współczynników Wynika stąd, że dla rozpatrywać w obsza
rze stateczności posiada znaczenie jedynie gałąź krzywej o 
kształcie zbliżonym do paraboli.

Równanie (24), przedstawiające warunek, na to by pierwiast 
ki równania (11) były podwójne, ożyli warunek dająoy przej- 
śoie od pierwiastków zespolonych do rzeozywistyoh, można
przedstawić w postaoi parametrycznej, rozpatrując przecięcia 
krzywej z prostą

12 - l.,A (27)

przy ozym A oznaoza parametr. Otrzymujemy wtedy równanie 

-3 A 2 1^ -> 11 ( 4 A -  2)(A- 2)( A + 1) + 9 ( a - 1)2 - 0 (28)

oraz 11 m 0
Rozwiązując równanie (28) ze wzglądu na 1^ otrzymujemy

1 ^  (1/3 A 2) [(4A- 2) ( A -  2)(A+ 1) i f U A -  2)2.

.( A -  2)2( A +  1)2 + 12A2. 9(A— 1)2 ]- (29)

Ponieważ wyróżnik jest różny od zera, otrzymujemy dwie różne 
wartośol na 1.,, leżąoe symetrycznie wzglądem wartośoi okreźlo 
nyoh równaniem:

1., = (1/3 A 2) (4A- 2)(A+ 1) (30)

Oozywiśeie ze wzglądu na założenie o wapółozynnikaoh kA, 
najmniejsze wartości przybierane przez 1^ mogą byó równe -1.
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Orientaoyjny przebieg funkoji (29) daje rysunek 2, skąd otrzy
mujemy wykres obszarów stateoznośoi (rys. 3), na którym za
znaczono krzywe (13), (24), (25), (26).

Rys.2. Krzywa (29) pomoonioza, służąca do wyznaozania krzywej
pierwiastków podwójnyoh
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Rys. 3, Wykres obszaru stateczności r-ównania trzeciego stopnia
Krzywa (13) oznacza granicę obszaru stateczności (na niej rów
nanie posiada dwa pierwiastki urojone sprzężone1», krzywa (24) 
miejsce geometryczne pierwiastków podwójnych (przejście od 
pierwiastków zespolonych sprzężonych (obszar nie kreskowany) 
do trzech pierwiastków rzeczywistych (obszar kreskowany skoś
nie w prawo), krzywa (25) miejsce geometryczne pierwiastków 
równań (14) (a), (c), krzywa (26) miejsce geometryczne pier
wiastków równań (14) (b), (c). Obszar poziomo kreskowany odpo

wiada pierwiastkom (przynajmniej jednemu) nie statecznym.
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4* Dyskusja wartości pierwiastka podwójnego

4.1. Obliczenie wartości pierwiastka podwójnego
Równanie na wyznaczenie pierwiastka podwójnego nożna napisać 
w następująoej postaci;

Cg , c1 * + 11 »
3 , 2Cl

3 , 2Cg s + C1
'2  > C1 Z (31)

Wykorzystująo relaoje (16) otrzynujeny

z . (1 - k1 kg)/(2 k| - 2 ^ ) (32)

Wyrażenie staje się nieoznaczone dla k^f kg— -1 .Wprowadzająo 
relaoje (23) oraz (27) otrzymujemy;

-  (1 + X + /  (hh + 2 A 2 11-  2) (33)

Łatwo sprawdzióf że dla h — *-1, 1^— 0 wyrażenie (33) dar
ży do wartości pierwiastka potrójnego z ■ -1.

4.2. Dyskusja równania (32)
Równanie (32) można przepisać w następującej postaci

^  - (2 k| z - l)/(2 z - k2) - -2 k2 z - 4 +

+ (1 - 8 z3) / (kg - 2 z) (34)

W przestrzeni trójwymiarowej (k^, kg, z) jest to równanie 
pewnej powierzchni. Przebieg jej można przedyskutować, wyzna
czając kształt poziomic, odpowiadających różnym wartośoiom z 
płaszczyźnie (k^, kg).Z równanie (34) Jest widoozne, że w 
przedstawieniu grafioznym zależnośoi k,, od kg dla różnych 
wartośoi parametru z, wartości k, otrzymujemy przez dodanie
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rządnych prostej i hiperboli. Dyskutująo wiąo sposób w Jaki 
zmieniają swe położenie i kształt te krzywe otrzymujemy zmiany 
Jakioh doznają krzywe przedstawiająoe poziomice szukanej po- 
wierzchni. Zmienność położenia prostej daje rysunek 4, zmien
ność hiperboli rysunek 5. Strzałką oznaczono kierunek, w któ
rym zmienia-sią wielkość, charakteryzująoa kształt odnośnej 
krzywej lub jej położenie. V dyskusji powlerzohnl (34) należy 
wyróżnić 3 obszary: (0 e  ! 1/2), (1/2 ^  Z ̂  oo ), (0 3= Z3*—co).

Rys. 4. Dyskusja położenia prostej z równania (34)
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Rys.5. Dyskusja położenia hiperboli z równania 04)
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Rys. 6. Przebieg pozlomio powierzohni dwu równyoh pierwiastków 
(przypadek pierwszy 0 z ^  1/2)

Wartośoi z ■ 0 odpowiada hiperbola równoboozna I, wartości z * 
■1 / 2  prosta II, krzywe pośrednie są typu krzywej dla z* 1/4 . 
Krzywe poaoonioze do tej ostatniej oznaozono liniami przery

wanymi

Ha rysunku 6 przedstawiono przebieg pozlomio odpowiadają 
eyoh skrajnym wartośoiom parametru z pierwszego przedziału.Je 
śeli krzywe te oznaozymy kolejno I i Iły z rysunku jest widooz 
ne, jakiej zmianie ulegają poziomice. Krzywe te posiadają 
punkt nieoiągłośoi oraz asymptoty, które poozątkowo pokrywają 
sią z osiami współrzędnyoh, następnie jedna z nich przesuwa 
się równolegle do osi k1 w kierunku rosnąoyoh wartośoi kg, 
(w skrajnym położeniu o 1), druga ulega skręoeniu o kąt ujemny 
który w skrajnym położeniu wynosi -45°.
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Rys, 7. Przebieg poziomic powierzchni dwu równych pierwiastków
(przypadek drugi 1/2 «£ z=s °°)

Dla z * i/2 otrzymujemy prostą I. Jak wyglądają dalsze krzywe 
wynika z przebiegu krzywej dla z * 3/4. Ha rysunku ze wzglądu 
la brak miejsoa oznaczono tylko gałąź dodatnią krzywej. Krzywe 

pomocnicze oznaczono linią przerywaną

W drugim zakresie(rys. 7)lieznik wyrażenia przedstawiające
go hiperbolą posiada znak ujemny, równocześnie asymptota pio
nowa przesuwa sią w kierunku kg rosnących, punkt obrotu dru
giej asymptoty przesuwa sią w kierunku ujemnych k^ i równo
cześnie nastąpuje obrót, przy czym kąt dąży do wartości -90°. 
Powoduje to, źe gałaź krzywej leżąca poprzednio w pierwszej 
ćwiartce prostokątnego układu (k,, kg) przesuwa sią do ćwiart
ki ozwartej, przy ozym oddala sią równocześnie w kierunku ujem 
aych k1 i dodatnioh kg. Druga gałąź krzywej przesuwa sią w 
kierunku również ujemnych k̂  i dodatnioh kg.
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Rys. 8. Przebieg poziomio powierzchni dwu równych pierwiastków (przypadek trzeoi 0 ẑs=-oo)
Linią I oznaczono krzywą dla z * 0. Dla zaznaozenia charakte
ru krzywyoh tego obszaru podano krzywą dla z = - 1. Krzywe po 

moonicze oznaczono linią przerywaną

Wreszcie w trzecim zakresie (rys. 8) licznik wyrażenia
•

przedstawiająoego hiperbolą Jest dodatni, asymptota równoległa 
do osi k1 przesuwa sią w kierunku ujemnych k2, równocześnie 
drugą asymptota obraca sią dokoła punktu przesuwającego sią 
w kierunku ujemnych wartości k^ w kierunku dodatnim. Powodu
je to przesuwanie sią gałązi rozpatrywanej w pierwszym zakre
sie Jako pierwsza ku ujemnym k^ i ujemnym kg. Druga gałąź
przesuwa sią w kierunku ujemnych k^ i dodatnich kg. Dla dysku
sji obszarów stateczności ważna Jest oczywiście oząśó krzy
wej, leżąca w pierwszej ćwiartce układu (k1, kg), ponieważ tyl 
ko takie krzywe mogą przecinać sią z waloem przedstawionym rów 
naniem (24). Jak z czysto Jakośoiowego rozpatrywania wynika,
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jest to możliwe w zakresie pierwszym i trzeoim. Krzywe, będąoe 
przecięciem powierzchni (34) i (24) wyznaozają miejsce geome
tryczne pierwiastków podwójnych oraz pozwalają wyznaczyć w ja
kich warunkaah takie pierwiastki podwójne mogą wystąpić.

4.3. Pierwiastki wspólne równaniom 14 a. o 1 14 b. o
Miejsce geometryozne pierwiastków wspólnyoh równaniom 14 a, o 
i 14 b, o znajdujemy jako przeoięoie plaszozyzny

z * - k2 (35)

z waloem przedstawionym w układzie współrzędnyoh (k^, k2, z) 
równaniem (25) lub (26).

4.4. Obllozenie przybliżone pierwiastków podwójnych równania
Wartości przybliżone pierwiastków podwójnyoh równania (11) o- 
trzymaó możemy z wzoru (32), przyjmująo wartośoi ^  i kg z 
krzywej (24).

Praoa wpłynęła do Redakcji 19.09.1964 r.
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JHArPAM łH yCrrOMHKBOCTH yPABHEHM BTOPOH H TP ST LEii CTEnEHH 

v  e 3 s) m e

B p aÓ o T e paccM EtTpHBaBTch saarpaM M H  ycTOHHHaocTH ypaBHeHHH B T o p o ź  h  T p e T te ź  

CTeneHHo HMeeTCH CBH3B s t o »  paóoT H  c  npeaimyiUKMH p aóo iaM H  a B T o p a ,  b  k o to p h x  

pem aeTCH B on pocH  ypaBHeHHH a e rB e p T o A  h  m raoit cT eneH H . JUih ypaBHeHHH T peTi>e0 

cTeneHH  noJiyneHH p eay JH /raT H , noaodH H e nonyaeHHHM b  [ 1 ]  .  P accM aT pH B au T ca T o n e  

Ha a e p T e x e  KpHBue KopHeH oCSmux $yHKUHił h  e e  BTopoM npoHSBOflHofi h  n e p s o ź  h b t o  

p o ź  n p o H 3 B 0 flH o i. P accm T pH B au T C H  T o x e  3HaaeHHH h b o źh h x  KopH efl ypaBHeHHH.

STABILITY DIAGRAMS OP THE SECOND AND THIRD GRADE EQUATIONS 

S u m m a r y

In the paper the problem of stability diagrams of the seoond and 
third grade equation has been discussed. It refers to the for
mer papers of the author, dealing with the fourth and fifth 
grade equations. For the third grade equation the results re
ceived in another way are analogous to those of [1] . In the dra 
wing the ourves of common roots of the function and its seoond 
derivative as well as of the first and seoond derivative have 
been given. The disoussion of the values of double roots of the 
equation was also given here.


