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Streszczenie. W pracy podano dowód twierdzenia o 
diagonalizacji macierzowego równania Meissnera,bę- 
dąoego uogólnieniem skalarnego równania dla jedne
go stopnia swobody i omawianego w pracy [1] . Ze 
względu na złożoność obliczeń zastosowano rachunek 
macierzowy.

»

1. Wstęp
W praoy [1] podano wynik diagonalizaoji macierzowego równania 
Meissnera, będącego uogólnieniem skalarnego równania, odnoszą
cego się do jednego stopnia swobody, bez dowodu. Celem obeonej 
praoy jest uzasadnienie powyższego wyniku.

Wektorowe równanie Meissnera można napisać w następująoej 
postaoi:

[d2/ dt2 ł (a i 2 ?)] y » 0 (i)

gdzie a, q aaoierze kwadratowe n rzędu o elementaoh sta-
łyoh rzeozywistyoh, maoierz a - 2 q jest symetryozna i po
siada pojedynoze elementarne dzielniki, 
y wektor - kolumna niewiadomych funkcji.

Równanie (1) może być napisane w postaoi następującyoh dwu 
równań wektorowych:

[*2 / dt2 + (a + 2 q)j y * 0 dla 0 =s t <  k 3T /co (2)

[d2/ dt2 + (a - 2 q)] y • 0 dla k 3T /co t 2 f /co
0 <  k <  2 (3)
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2. Rozwiązanie równań (2). (3)
/

Rozwiązanie równań (2) albo (3) można napisać w następującej 
postaol:

y - 01fg sin b,f2 t + D1f2 cos b ^  t (4)

gdzie Indeks 1 odnosi slą do równania (2), Indeks 2 do równa
nia (3). Maoierze C1j2 “ (Cm,n,1,2^» D1,2 * D̂m,n,1,2^ są kwa~ 
dratowe n rzędu o elementach stałych, m, n » 1 ... n. Wielko
ści sin b., 2 t, oos b1 2 t są to wektory - kolumny zbudowane 
z elementów sin ba 1 2 t, oos t>m 1 2 m » 1 , . . . n ,  gdzie

* n są pierwiastkami dodatnimi równania charakterystycznego

det (a i 2 q - b ^ 2 E) ■ 0 (5)

gdzie E macierz Jednostkowa n rzędu.

3. Związki między elementami napierzy
Jak nożna się łatwo przekonać spełnione są następująoe relaoje

[- *0,1 ,2 E + (a ± 2 q)j CBł1>2 - 0 m-1 ... n (6)

[- ^m, 1,2 E + (a ± 2 q)] Da>1f2 - 0 » 1  ... n (7)

gdzie wektory-kolunny Ca  ̂ 2, Dm,1,2 P^ y “®1®4* do pierwiast- 
ka bffi 1 2 równania charakterystycznego.

4. Dyskusja równania (6)

4.1. Rozwiązanie równania (6)
Ze wzglądu na podobną budowę równań (6} i (7) wystarozy rozpa
trzeć tylko równanie (6). Przedstawia ono układ równań 'linio
wych Jednorodnyoh na wyznaozenie elementów wektora-kolumny 
Ca 1 2* Ze względu na założenie o pierwiastkach równania cha
rakterystycznego przynajmniej Jeden z minorów n - 1 rzędu wy-
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znacznika (5) jest różny od zera. Nieoh (co nie ogranioza ogól
nośoi rozważania) będzie on zbudowany z n - 1 pierwszyob wier
szy i n - 1 pierwszyoh kolumn. Wtedy wszystkie elementy
0 .. «» i-1 ... n-1 wektora C„ . 0 można wyrazić przez ele-m, ij , 2 ’ ®»1»2ment 9 w postaoim,n,1 ,2

gdzie
O . «  oznaoza wektor-kolumnę elementów C 4 . «» i«1 - n - 1Sf 1 1,1 f Af f

a1,1_ 2q1,1~ bm,1,2» at,2" 2q1,2*** a1,n-1~ 2q1,n-1
* 2 
an-1,1” 2qn-1t1* an-1,2“ 2qn-1,2» *** an-1,n~l" 2qn-1,n-l“bm,1,2

(9)

/ “ â1 ,n“ 2q1 ,n^
(b 1>2)=

\ “ ân-l,n“ 2qn-1 ,n^ 
Uzupełniając układ równań (8) równaniem oozywistym

cm,n,1 ,2  * Cm,n,1 ,2

otrzymujemy
do)

gdzie wektor-kolumna CB 1 2 *®®®a«nl-e takie Jak w równaniu
(6), wektor-kolumna

1, ......... (11)
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Z wyrażeń (10) budujemy macierz kwadratową

^Cm,1,2^ = ^łm,1,2 ym,n,1,2^= C:! . 5 r1,2 m=1...n (12)“f11£
gdzie

(13)

jest wektorem—wierszem zbudowanym z wektorów kolumn

Macierz CL Ą 0 jest diagonalna o elementach 0 „ . m=1...nn,1,2 u ° m,n,1,2»
Podobnie otrzymujemy dla współozynników O

Macierze fi- „ oraz D , są zbudowane analogicznie jak macie-

4.2. Sformułowanie warunków wiążących poszczególne rozwiąza-

Postulując podobnie jak w przypadku skalarnego równania Meiss
nera ciągłość rozwiązań i Ich pierwszych pochodnych ze wzglą
du na czas w ohwili t * ksr/co oraz proporcjonalność (stała s)
rozwiązań i pierwszych pochodnych wzglądem czasu w chwilach t= 
a 0 i t » 23T/(w otrzymujemy nastąpujące równania warunkowe

^Cn,1r1 siE[bi )]+ r-) 008 [b1 (kl/w )j =.
«(Cnf2r2 sin[b2(ksr/co )]+ Daf2 T ż cos ĵ bgikJT/co )J

(0 ^  b1 jjjos b1 (kX/co)j -  D ,, T1 b1 s i n ^ 1 (k3r/w)j =

(14)

ńla

(CEj2r2 t2 ĵ oos b2 (kX/w)] jb^kl/co)] (15)
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s « C 2r2 sin r̂ bg(23T/w) J + Dn>2r2 008 [ to2 2̂it'̂a)̂ ]

8 Gn,1r1 to1 * Cn,2r 2 b2 008 [
- Dn 2r2 b2 sin ĵ b2 (23T/oo)j (16)

Układ równań (15), (16) przedstawia 4 n równań liniowych jedno 
rodnyoh na wyznaczenia niewiadomyoh stałych cn •)» Dn 1 » cn 2» 
Dn 2* wyrażenle sin [b1 (kar/co )] oznacza wektor-kolumnę o 
elementaoh b-, m sin [b1 m (kX/co)]. Podobny sens mają inne wy 
rażenia analogioznie zbudowane.

4.3. Redukcja układu (15). (16) do prostszej postaci
Układ równań (15), (16) można rozwiązać eliminująo zmienne 

4 t C„ 4 » Wyliczają się one prosto z układu równań (16), je-U| 1 Uj iżeli uwzględni się, że występujące w nim wektory kolumny moż
na zastąpić przez macierze diagonalne napisane z prawej strony 
macierzy I\,, T^. Jeżeli jeszoze macierz diagonalną b1
sin (kar/o)] i inne podobne przedstawimy w postaoi iloczy
nu macierzy diagonalnych oraz uwzględni się, że w równaniach 
(15) w wyrażeniach lewej strony występują po prawej stronie 
wektory kolumny oos [b^ (0 3T/<o)] , wtedy rozwiązując równania
(15) ze względu na zmienne Dn ^, CQ  ̂ i podstawiająo do ukła
du równań (16), otrzymujemy następująoy układ równań z którego 
wyznaczamy równanie charakterystyczne problemu

Cn ,2 r 2 d + Bn ,2 r 2 e “ 0 

Cn ,2 r 2 i + Dn ,2 ] 2 s “ 0
(17)

przy ozym diagonalne macierze

d * d̂m^' e * êm^* f * f̂m^' d “ ĝm^ł
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posiadają następujące elementy:

dB = sin[b B ł 2 (2 3r/co)]. óós [ \ f l ( k * / ® ) ] +  b m , 2  0 0 8  [b m ,  2

I 
"1

tC\J• • < V i > “1- sin jl*m,1 (k3r/«)J- s . sin |bB ł 2 ( W / M .

®m “ 008[
b B ł 2 (2 X / w ) ] . óós [bm > 1 ( k 3C/o,)]- b m t 2 . sin [ b B > 2 .

r- 
i

3CM
•w*• * ^b m , 1  ̂ 1 * sin [bB f i (kX/«,)]- e . o o i [ b B > 2 -

« *  -  “ bm, 2  8in
(23T/a>- oos [bm,:

(19)

.(kar/«)]

V  bm,2 °°®[bm,2 (2r/a,>] * óós[*Bf1<**/">] “ sln[b*,2*

. (23T/co)l. b ifilb , ( M / c o ) ] -  8  .  bB>2 S5i[bBf2.
. (k3C/o))]

t>m g (23U/o>> . S6i [bB| ,(***>]- 

]• ba,1 * i H [b»#1(k*/“’)] +
+ s . ba>2 ia[bBf2(kar/o> )]

Kacierze (18) piszemy w postaoi sum macierzy diagonalnyoh

d - d»- s d %  e » e» - s e", f - f»- s.f", g « g’- s g" (20)

przy czym

d»- 5ii[be(23r/«)]. óós [b,, (kX/o>)] +
+ b2 (b1 )“1 óós [bg. (2sr/o))] . sin [ b., (k3C/«)]

8** ooi[b2(23T/co)]. oos [b., (kX/t«)] -
-bgCb,)“1 iIi[b2(2X/a,)]. ¿ii [b1 (kX/co )]

t* * b 2  ó o i  jb g  ( 2  3 T /c o ) J .  ó ó s  j^b  ̂ ( W / c o  ) j -

- b1 iii jbg (2ar/tt>)j. sin jb., (k 9T / co )]
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g* « - b2 sin [̂ b2(2.f/to)J oos ̂  (k3r/co)J-

- b., ooś[b2(23C/w)] . sin jb̂  (kX/co)] (21)

d" • sin ^b2 (kX/oj)jf e" ■ ¿ós [b2(k3[/")j» *" =6" bp*

g" « d" b2 (22)

Maoierze diagonalne mają podobne wZasnośoi jak lob elementy,
więo

d"2 + e«2 « E (23)

d»2+ e»2 * oos2 ^  (kX/to)] + bg (b^1 )2 sin2 [b1 (kOT/w)] 

f»2 + g*2 « 5ob2 (kX/co)]. b2 + sin2 [bn (kST/t«)]. b2

d»2 + e»2 . (to1-1)2 (f»2 + g»2) « E + b2 (b^1)2 

(E maoierz jednostkowa).

4.4. Sformułowanie warunku na granioe obszaru stateoznośol
Warunek na istnienie nietrywialnego rozwiązania równania (17) 
ze wzglądu na stale Cn>2» ^nt2 może by(5 naPiBany nastąpująoo:

r2 d r2 e
det ( )= 0 (24)r2 f r2 g

Z równania (24) można wyznaozyó parametr s, deoydująoy o 
tym, ozy rozwiązanie równania (17) bądzie stateozne ozy też 
nie. Warunek na granioą obszaru stateoznośol otrzymujemy przyj
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tym przypadku indeksem 0, wtedy otrzymujemy na wyznaozenie gra 
nioy obszaru stateoznośoi następująoe równanie

'r2 V  r2 V
det 1 J - 0 (25)

^2 fo* P2 6o/

4.5. Przekształcenie równania (25)
Wykonując znane przekształcenia, można napisać równanie (25) w 
następującej postaci:

/r, <«„ e. - .„ O ,  r2 e°
(26)

O =0 °o o 

Równanie to będzie spełnione jeżeli będzie

“o *0 - *o • 0 <27>

albo
gQ - O (28)

bez względu na własności macierzy rg.
Operaoje zaznaczone w równaniu (26) należy rozumieć w tym 

sensie, że są one wykonywane na każdym elemenoie maoierzy od
dzielnie.

Poszczególne elementy maoierzy (27) mają następująoą postać

di,o gi,o“ fi,o ei,o “ "2 bi,o +

+ (1/*ifi>|0>i,i + bi,2>* 8infbif1(kX/o;)]. sin[bi>2(k-2)3r/co]+

3i,1 i,2* bi g [(2 - k)x/to], oos[bi^1 (k3t/u>)]]

(29)

\
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Są one analogicznie zbudowane jak wyrażenia odnoszące się do 
skalarnego równania Meissnera dla jednego stopnia swobody.Speł 
nienie warunku (28) wykluczany, jako nie istotne dla rozpatry
wanego problemu, ponieważ przy innych przekształceniach wy
znacznika (26) w miejsoe g występowałaby macierz eQ, dQ fQ 
przy niezmienionym warunku (27).

V ogólnym przypadku dla s dowolnego, możemy równanie (24) 
przekształoió analogicznie, otrzymując na poszozególne elemen
ty maoierzy d g - e f wyrażenia analogiozne jak w przypadku 
równania o jednym stopniu swobody.

Postulując, że spełnione jest równanie macierzowe

d g - e f « 0 (30)

otrzymujemy na wyznaozenie parametrów s, odpowiadających po
szczególnym stopniom swobody następująoe równania:

di «i" ei fi “ * «2 bi,2 +

+ + bi,2^*[8in bi,1 (k3t/°)]«*in[bif2 " 2)Vwj +

+ 2 bi 2 bi 2* 003
i * 1f••*n

"bi,2 * 0
(31)

Drugi warunek
g - 0 (32)

odrzucamy, ze względów podcbnyoh jak warunek (28). Można podob 
nie jak w przypadku równania skalarnego wprowadzić parametry ̂  
charakteryzujące stateoznoóó układu* Jeżeli mianowioie równa
nie (31) zapiszemy krótko

s ^ - 2  Sĵ A^ + 1 «0, wtedy

t -yro - J j  e ±1  ar° t6ycÂ7+ d/(a1 - o (3 3 )



66 Józef Szpileoki

Znikanie parametru odpowiada granioy obszaru stateczności.Haj 
wiąkszą wartość argumentu otrzymujemy dla » 0.

Praca w płynęła do Redakoji 19.9.1964 r.
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0 JtHArOHAJMSAUMH OBOB'IEHHOrO MATPHMHOrO yPABHEHKH MAMCHEPA 

P e 3 ¡o m e

B paóoTe aa ho aoKH3aHHe Teopetm c ¿maro nam 3aiym MaTpHHHoro ypaBHeHHH MaAcHe 
pa, oóoóneHHoro cicajiHpHoro ypaBHefDW jyia o;moi CTeneHH cboÓosn, paccMaTpasae 
Moro b paóoTe [1] . Ho noBoay cjioxhocth BHKJiaaoK HcnojitsoBaHo Maipiraioe acaa 
¿ieHae.

ON DIAGONALIZATION OF GENERALISED MATRIX MEISSNER EQUATIONi

S u m m a r y

In the paper the proof of the theorem on diagonalization of 
the matrix Meissner equation has been given. This is a ge 
neralisation of scalar equation for one grade of freedom 
which has been discussed in [1]. Because of the complexity 
of the problem the matric calculus was used.


