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S t r e s z o z e n i e . W a r t y k u l e  omówiono zasady  r o z w i ą z y 
wania z a g a d n i e n i a  D l r i c h l e t a  metodą Monte C a r l o .  
Podano model  p r o b a b i l i s t y c z n y  z a g a d n i e n i a  u s t a l o 
nego przew od zen ia  c i e p ł a  przy i z o t e r m i c z n y c h  wa
runkach brzeg o w y ch .  Zaproponowano o r y g i n a l n y  model  
od pow iadający  z a g a d n ie n i u  u s t a l o n e g o  przewodzen ia  
o l e p ł a  przy a d i a t e r m i c z n y c h  warunkach na c z ę ś c i  
brze gu  o b s z a r u .  Opisano  z a s t o s o w a n i e  m o d e l i  do 
r o z w ią zy w a n ia  o k r e ś l o n y o h  z a g a d n ie ń  na e l e k t r o n o 
wych maszynach c y f r o w y c h .

W y k o r z y s t a n ie  metod Monte C ar lo  w ro zw iązyw aniu  problemów i n 
ż y n i e r s k i c h  k o n c e n t r u j e  s i ę  o b e c n i e  g ł ó w u i e  na z a g a d n i e n i a c h  
zw ią z a ny c h  b e z p o ś r e d n i o  z p ob ieran iem  prób l o s o w y o h .  Mniej u -  
w agi  pośw ięoa  s i ę  s t o s o w a n i u  t y o h  metod w ro zw ią zy w a n iu  zagad
n i e ń  w i s t o c i e  s w o j e j  w z u p e ł n o ś c i  n i e  p o s l a d a j ą o y c h  c h a r a k t e 
ru s t o c h a s t y c z n e g o .

I s t n i e j e  s z e r e g  z j a w i s k  f i z y c z n y c h ,  d la  k t ó r y c h  można zbu
dować s z t u c z n y  model  s t o c h a s t y c z n y .  A n a l i z a  r o z k ł a d u  parame
trów modelu pozwala o k r e ś l i ó  p r z e b i e g  r e a l n e g o  z j a w i s k a .  Ś c i 
ś l e  zdeterminowane z j a w i s k a  f i z y o z n e ,  op isywane równaniami  r ó ż 
n iczkowymi lub ca łk ow ym i ,  mogą byó badane przy pomocy odpowia
d a j ą c e g o  im modelu s t o c h a s t y c z n e g o .  P r z y b l i ż o n e  l i c z b o w e  r o z 
w i ą z a n i e  problemu u z y s k u j e  s i ę  p r ze z  o k r e ś l e n i e  r o z k ł a d u  praw
d o podob ie ńs tw  parametrów modelu,

Ten z a k r e s  z a s t o so w a ń  metod Monte C ar lo  można w yodrębn ić  ja
ko metodę a n a l o g i i  p r o b a b i l i s t y c z n e j .  W w i e l u  przypadkach t ą  
dro gą  można z n a l e ź ć  p r z y b l i ż o n e  r o z w i ą z a n i e  z a g a d n i e n i a  s p o s o 
bem d o g o d n ie j s z y m  n i ż  przy u ż y c i u  innych  metod numerycznych.

1 .  Model  p r o b a b i l i s t y c z n y  z a g a d n i e n i a  z i z o t e r m i c z n y m l  g r a n i 
ca m i

Z a g a d n i e n i e  dwuwymiarowego u s t a l o n e g o  przew odzen ia  c i e p ł a  w i -  
zo t ro p o w y ch  c i a ł a c h  s t a ł y c h  sprowadza s i ę ,  j a k  wiadomo^ do 
p o s z u k iw a n ia  f u n k c j i  t ( x , y )  s p e ł n i a j ą c e j  równan ie  L a p l a c e ’ s
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w danym o b s z a r z e  D, przy o k r e ś l o n y c h  warunkach brzego wych .  'V 
przypadku s t a ł e j  t e m peratu ry  punktów p o ło ż onych  na brzegu ob
s z a r u ,  problem sprowadza s i ę  do p ie r w s z e g o  za g a d n ie n i a  b r z e g o 
wego -  D i r i c h l e t a .

R y s .  1 .  Obszar s ia t k o w y  s k ł a d a j ą c y  s i ę  z kwadratów 
i  półkwadratów

Rozpatrzymy pokazany na r y s .  1 ob szar D, k tó ry  można po
d z i e l i ć  na skońc-zoną c a ł k o w i t ą  l i c z b ę  kwadratów i  pó łkwadra-  
tówx  ̂ o boku h .  Punkty p o ło żone  w w ę z ła ch  s i a t k i  wewnątrz ob
s z a r u  oznaozymy Pn Q a na brze gu  -  Pmi Q l . Punktom tym p rzy 
porządkujemy odpow iednio  tem peratury  t m .

Z a s t ę p u j ą c  w równaniu L a p la o e ’ a pochodne cz ąs tk owe r ó ż n i c a 
mi skończonymi

x ^Przez "półkwadrat" n a l e ż y  ro zum ie ć  t r ó j k ą t  równoramienny s t a 
nowiący połowę kwadratu,  a uzyskany prze z  p o d z i a ł  kwadratu  
przy pomocy p r z e k ą t n e j .
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otrzymujemy po p r z e k s z t a ł c e n i a c h  a l g e b r a i c z n y c h

t  a „ + t  , „ + < + t _  -  4 t _  _ « 0 ( 3 )m—1 ,n nn-1 ,n m,n-1 m,n+1 m,n

skąd
t  * t* ( t _ .  . „ + t _  + t _  a _ + t  , ) ( 3a )m,n 4 m+1 ,n m,n+1 m—i , n  nH-1, n

Warunki brzegowe o k r e ś l a j ą  z w i ą z k i

t m i , n i  “ t i  1 - 1 , 2 , . . . , r  ( 4 )

Modelem p r o b a b i l i s t y c z n y m  dwuwymiarowego z a g a d n i e n i a  D i -  
r l c h l e t a  j e s t  t z w .  ruch  b łę d n y  na p ł a s z c z y ź n i e  [ 1 ,  5 ] ,  Czą
s t e c z k a  z n a j d u ją c a  s i ę  chwi lowo w pun kcie  P p r z e c h o d z i  w 
elementarnym ruchu do j e d n eg o  z s ą s i e d n i c h  puAktów Pn+1 Q*
P» P„ „ .  * Prawodpodobieństwo p r z e j ś c i a  do k a ż -m,n+i n - i , n *  m,n—i
dego z t y c h  punktów j e s t  jednakowe 1 w y n o s i  1 / 4 .  W s e r i i  z ł o 
ż o n e j  z s ruchów,  c z ą s t e c z k a  b ę d z i e  k o l e j n o  p r z e m i e s z c z a ć  
s i ę  po w ę z ła c h  s i a t k i  i  z prawodpodobieństwem równym 1 o s i ą g 
n i e  b r z e g  o b s z a r u .

P o w t a r z a j ą c  a n a l o g i o z n e  s e r i e  ruohów r a z y ,  można zau
w a ż y ć ,  ż e  c z ą s t e c z k a  wychodząo z punktu Pffl Q o s i ą g n i e  k Q r a 
zy punkt Pm1 Q1, k2 r a z y  punkt Fm2 q2 , . . . ,  ky r a z y  punkt
p 9

mr,nr *
Przy czym

r
J 2  k ± -  ( 5  )
1*1

J e ż e l i  punktom Pffli n l  są  przyporządkowane w a r t o ś c i  f u n k c j i  t Ł
wg wzoru f 4 ) ,  t o  oczekiw ana  w a r t o ś ć  końcowa ruchów r o z p o c z y n a 
j ą c y c h  s i ę  w Pffln w y n i e s i e

t  -    ( 6 )
a,  a 6 k

J e ż e l i  z ob szaru  D w y d z ie l im y  podpbszar D' f r y s . 1 )  t o  
punkty PB>n+1, p m_ 1 , n »  Pm,n-1 b« d£* P ° ł ożone na

b r z e g u  p o d o b s z a r u .  Ponieważ prawdopodobieństwo os i ą g n l ę o  la  przez
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c z ą s t e c z k ę  każdego z punktów s ą s i e d n i c h  j e s t  jednakowe t o  d la  
s e r i i  6 ^  ruchów

k r  k 2 * V  H  ( 7 )

DLaitego przypadku z równania (6 ) otrzymujemy

t m,n * 2T ^ m + 1 ,n  + t m,n+1 + fcm-1,n + t m,n-1^ ^

Wzór powyższy j e s t  ważny d la  dowolnego punktu P z wnę
t r z a  obszaru  s i a t k o w e g o  D.  >

Równanie ( 8 )  i  ( 3 a )  s ą  i d e n t y c z n e .  Zatem fu n k o ja  o k r e ś l o n a  
w o b s z a r z e  D równaniem (6 ) s p e ł n i a  równanie  r ó ż n i c o w e  ( 3 )  o -  
r a z  warunek brzegowy ( 4 ) .

D ok ładność  r o z w i ą z a n i a  z a l e ż y  od w i e l k o ś c i  h o k r e ś l a j ą c e j  
bok kwadratu s i a t k i  p o d z i a ł u  o ra z  od l i c z b y  6"  ̂ s e r i i  ruchów
b ł ę d n y c h  na p ł a s z c z y ź n i e .  Z a l e ż n o ś ć  b łę du  od h j e s t  taka  s a 
ma jak  w metodaoh r ó ż n ico w y ch  ( p o r .  np.  Q3]) .  Błąd  z a l e ż n y  od
5 ^  można oszacow ać przy pomocy wzoru [ 5 ] :

3 max ( t  Ą )
£ < — — r ± -  ( 9 )

V
Opisany model d o t y c z y ł  przypadku o b s z a r u ,  k tó ry  można po

d z i e l i ć  na skońc zoną  l i c z b ę  c a ł k o w i t y c h  podobszarów kwad rato 
wych i  pó łkwadratowyoh.  Obszar dowolny można podobnie  ja k  w 
metodach r ó ż n ico w y ch  aproksymować obszarem s iatkowym,  z równo
c z e s n ą  aproksymacją warunków brzegowych [ 2 ] ,  R o z w ią za n ie  bę
d z i e  w tym przypadku obarczone dodatkowym błędem.

2 .  R e a l i z a c ja  mod e lu  z a g a d n i e n i a  z g r a n i c a m i  i z ot e rm iozn ym l  na 
m as zynie  c y f r o w e j

Rozpatrzymy przykładowo r o z w i ą z a n i e  z a g a d n ie n i a  u s t a l o n e g o  
przew od zen ia  c i e p ł a ,  b ez  ź r ó d e ł  wewnętrznych z i z o t e r m i e z n y m i  
warunkami brzegowymi,  d la  o b sza ru  pokazanego na r y s .  2 X >,
(Podobne z a g a d n i e n i e  rozpatrywano w [ 4] metodami g r a f i c z n y m i  i  
a n a l o g i i  hydrodynamiczne j  ) .

x )  W z a s t o s o w a n i a c h  p ra k ty cz ny c h  warunki  i z o t e r m i c z n e  a p r o k s y -  
mują warunki  t r z e c i e g o  z a g a d n ie n i a  brzegowego przy dużej  
l i o z b i e  B i o t a .
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Na brzegu AD o k r e ś l o n a  j e s t  s t a ł a  t em peratu ra  t 1 , na b rze 
gu AB -  t e m peratu ra  t 2 , B C -t^ ,  C D - t ^ .  Na brze gu  wewnętrznym 
o k r e ś l o n e  s ą  podobne w arunki .  Na b r z e g  FG -  te m p e ra tu ra  t ^ ,  
H I - t y , z w łączen ie m  do t y c h  brzegów punktów F ,  G,  H,  J ;  na 
brzegu  G H - t g , I F - t g .  W punktach F ,  G, H,  J  f u n k c j a  t ( x , y )  może
być n i e c i ą g ł a .  Również punkty A, E, C, D są  punktami n i e c i ą 
g ł o ś c i  f u n k c j i  t ( x , y )  a lbo w ie m ,  np.  d la  punktu A

l im t  f x , y )  # lira t  ( x , y )  
x=m x —-m
y — m y = m

j e ż e l i  t 1 f  t ? .
Dany o b sza r  D̂  d z i e l i m y  s i a t k ą  kwadratów i  półkwadratów o

boku h = l / m ,  g d z i e  m=2n -  l i c z b a  n a t u r a l n a  p a r z y s t a .  Przyjmu
j ą c  p o o z ą te k  p r o s t o k ą t n e g o  układu w s p ó łrzę d n y ch  w środku  ob
s z a r u  o raz  za j e d n o s t k ę  układu o d c in e k  o d ł u g o ś c i  h ,  można wa
r u n k i  brzegowe sformułować n a s t ę p u j ą c o :

t ( x , y ) a :1 d la x=m,
t  f x , y ) s '2 d la y=m

t ( x , y ) a 3 d la x=-m
t ( x , y ) m :4 d la y=-m
t  ( x , y ) - :5 d la x+y=n i xy ^ o ,
t  ( x , y ) s 6 d la x - y * - n i xy < o ,
t  ( x , y ) M 7 d la x+y=-n i xy ^ 0 ,
t  f x , y ) W 8 d l a x-,y=n i xy < 0 .

Dla o b sza ru  D̂  o k r e ś l o n o  a lg o r y t m  mo delujący  ruchy  b ł ę d 
ne c z ą s t e c z k i .  Za łożo no  otrzymywanie  z g e n e r a t o r a ,  l i c z b  l o 
sowych L z p r z e d z i a ł u ,  [ 0 , 1 ) .  W przypadku p o j a w i e n i a  s i ę  
l i c z b y  l o s o w e j  z p r z e d z i a ł u  [ 0 ,  1 /4)  , c z ą s t e c z k a  przesuwa s i ę  
z punktu ( x , y )  w k ie ru nku  dodatnim o s i  x ,  t j .  do punktu  
( x + 1 , y ) .  A n a l o g i c z n i e  p o j a w i e n i e  s i ę  l i c z b  l o s o w y c h  z p r z e 
d z i a ł ó w  [ 1 / 4 ,  1 / 2 ) ,  [ 1 / 2 ,  3 / 4 ) ,  [ 3 / 4 ,  1 )  powoduje p r z e s u n i e 
c i e  s i ę  c z ą s t e o z k i  odpow iedn io  do punktów ( x , y + l ) ,  ( x - 1 , y ) ,
( x , y - 1  ) .  Po o s i ą g n i ę c i u  p r z e z  c z ą s t e c z k ę  b rzegu  z o s t a j e  z a r e 
j e s t r o w a n e  p o c h ł o n i ę c i e  c z ą s t e c z k i  p r z e z  o k r e ś l o n y  b r z e g .
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R ys .  2 .  Obszar przykładu  za g a d n ie n i a  
z i z o t e r m l c z n y m i  warunkami brzegowymi

Na p o d s t a w ie  a lgorytm u u ło ż o n o  program d la  maszyny o y f r o w e j .  
S i e ć  d z i a ł a ń  pokazano na r y s .  3 .  Program p r z e w i d u je  p rze p r o 
w a d ze n ie  dowo lnej  l i c z b y  ff.  s e r i i  ruohćw b łę d n y c h .  W r e z u l 
t a c i e  o b l i c z e ń  wyznaczane są  l i c z b y k  ̂ , k ^ . . . ,  o k r e ś l a j ą c e  i -
l o ś ć  s e r i i  ruchćw b łę dn y c h  r o z p o c z y n a ją c y c h  s i ę  w pun k c ie  P ( x  ,  
y ^ > ,  a kończą cych  s i ę  na p o s z o z e g ć l n y o h  b rzegach  o b s z a r u .  p

Wartość  l i c z b o w ą  temperatu ry  w badanym punkcie  o k r e ś l i ć  na
l e ż y  ze  wzoru:

'mn

przy czym i=1

8
^  k t 1=1 Kr i
8

i*1  1

( 1 1 )
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©
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Rys .  3 .  Schemat blokowy a lg o ry tm u  r o z w i ą z a n i a  p r zy k ła d u  
z a g a d n i e n i a  z i z o t e r m i o z n y m i  warunkami brzegowymi
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W t a b l i c y  1 podano przykładowo w y n i k i  o b l i c z e ń  w a r t o ś c i  k^,
według o p i s a n e g o  programu d la  4 punktów obszaru  pokazanego na 
r y s .  2 .

T a b l i c a  1
Wyniki  o b l i c z e ń  przykładu  z a g a d n ie n i a  z i z o t e r m i c z n y m i  

warunkami brzegowymi ( f r a g m e n ty )

Punkt
Współ
rzędne O s i ą g n i ę c i a  brzegów

I l o ś ć

Temperat ura 
t f x p , y p )

pr ób Warunki
k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 12 ,a 1 2 , b

P1 6 2 576 62 0 7 325 1 0 29 1000 8 5 , 5 0 97 ,03
Q 6 2 427 436 0 0 136 0 0 1 1000 6 3 , 7 0 6 6 , 2 6
R 4 4 268 245 1 3 468 5 1 9 1000 9 8 ,3 0 1 1 9 ,5 2
S 4 2 205 72 0 5 703 0 0 15 1000 121,80 1 5 5 ,4 5

Uzyskane w y n i k i  u m o ż l i w i a j ą  w y z na c ze n ie  te m peratu r  w a n a l i 
zowanych punktach przy ró żny ch  l i c z b o w o  warunkach typ u  ( 1 0 ) .  
W t a b l i c y  1 podano ró w nież  w y n i k i  o b l i c z e ń  t em p eratu r  według  
( 1 1 ) d la  dwóch przypadków warunków brzegowych:

( i )  t 1 => t 2 = t 3 =■ t 4 = 5 0 °C

t 5 » t 6 = t ? = t g = 15 0°C ( 1 2 , a )

f i l )  t 1 = 4 0 ° C , t 2 =50°C,  t 3 =60°C,  t^70°C

t 5 = 2 00°C , t 6 =180°C,  t ? =160°C,  t 8 =180°C ( 1 2 , b )

Ze wzg lędu na s y m e tr i ę  geom etr yczną  obsza ru  o b l i c z e n i a  r o z 
k ładu  prawdopodobieństw w y s t a r c z y  wykonać t y l k o  d l a  punktów 
z 1 / 8  o b s z a r u ,  np.  AKFEA i  to  n i e z a l e ż n i e  od e w e n tu a ln e j  syme
t r i i  warunków brze go wych .

Przy sy m etr ycznyoh  warunkach na b rze g a ch  ja k  n p . ( l 2a )  war
t o ś ć  l i c z b o w a  t mQ uzyskana ze wzoru ( 1 1 ) d la  punktu P 1 , bę
d z i e  ocz y w iśc ' i e  równa w artościom te mperatu r t ffln w punktach
P2 , P3 , P^,  P^,  P&, P^ i  Pg ,  k t ó r e  są  s y m e t r y c z n i e  p o ł o ż o n e .
Jednak nawet przy a s y m e t r i i  warunków brzegow ych ,  ja k  np. ( 1 2 b )  
o b l i c z o n e  d la  punktu P  ̂ w a r t o ś c i  k^ można transpon ow ać,  na
z a s a d z i e  o czek iw anego  ro z k ł a d u  prawdopodobieństw ,  d l a  punktów 
s y m e t r y c z n i e  p o ło ż o n y c h .

Tak np. z o b l i c z o n y c h  d la  punktu w a r t o ś c i  k 2 1 ’

k 3 1 » k4 i*  ^5 1 » k6 1 ’ k7 i » k81 o k r e ś l i ć  d l a  punktu P 2 ,

w a r to ś ć  i  2 , ^22* k32* k42* k52* k62* k72* k82"
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Prawdopodobieństwo o s i ą g n i ę c i a  w s e r i i  ruchów b łę dn y ch  r o z 
p o c z y n a j ą c e j  s i ę  w P 0 brzegu  AD, j e s t  równe prawdopodo-i—
b ie ń s t w u  o s i ą g n i ę c i a  b rzegu  AB d la  s e r i i  ruchów b łę dn y c h  roz
p o c z y n a j ą c e j ' s i ę  w P.j.

S tą d  k 12 = k21 ( 1 3 )

A n a l o g i c z n i e  można otrzymać z w i ą z k i  

k2 2 ,S!k1 1 ; k3 2*k4 1 ; k42*k31 ’ k 52 =k5 1 ’
( 1 3 , a )

k6 2 =k8 1 ’ k7 2*k7 1 ’ k8 2 =k6 1 *

Podobne zasady t r a n s p o z y c j i  w a r t o ś c i  k^ o b o w ią z u j ą  d l a  po
z o s t a ł y c h  s y m e t r y c z n i e  p o ło ż o ny c h  p u n k t ó w :

P3 * P4> P5> P6 ’ p7» P8*

Ponieważ konkretne,  warunki  brzegowe są  p o ds t a w ia ne  d o p i e r o  
do wzoru (11 ) ,  r a z  przeprowadzone o b l i c z e n i a  na m aszyn ie  c y f 
rowej  można w y k o r z y s t a ć  d la  w s z y s t k i c h  g e o m e t r y c z n i e  podobnych  
o b s za ró w .

3 .  Model  p r o b a b i l i s t y c z n y  z a g a d n i e n i a  z g r a n i c a m i  a d i a t e r m l c z -  
nyml

Z a g a d n i e n i e  u s t a l o n e g o  p rzew o d zen ia  c i e p ł a  przy a d i a t e r m i c z -  
nym warunku na c z ę ś c i  b rzeg u  obsza ru  j e s t  s z c zeg ó ln y m  p rzyp ad 
kiem d r u g ie g o  z a g a d n i e n i a  brzegowego -  Neumana.

Na c z ę ś c i  b rzegu  obsza ru  za m ia s t  warunku - ( 4 )  z a c h o d z i

Celem zbudowania modelu p r o b a b i l i s t y c z n e g o  d la  t e g o  z a g a d 
n i e n i a ,  sk orzys ta m y z modelu z a g a d n i e n i a  D i r i c h l e t a  d la  o b s z a 
ru s y m e t r y c z n e g o .  Zakładamy przy  tym s y m e t r i ę  g eo m e tr y c zn ą  o -  
r a z  s y m e t r i ę  warunków brzegow ych .  Rozpatrzmy ob szar  D poka
zany na r y s .  4 .  Obszar J e s t  sym etrycz ny  względem o s i  y ,  k t ó 
ra  go d z i e l i  na podobszary  D ' i  D . . Dowolną s e r i ę  ruchów b łę d-
nych r o z p o o z y n a j ą c ą  s i ę  w p un k c ie  na leżącym do ob szaru  D i  
k o ń c z ą c ą  na brze gu  o b sz a ru  D. można z a s t ą p i ć  równoważną s e —

r
r i ą  ruchów kończą cy ch  s i ę  na brzegu  obsza ru  D .
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Pokazaną na r y s .  4 c z ę ś ć  s e r i i  ruchów ro z p o c z y n a ją c y c h  s i ę  
w pun k c ie  P i  kończąoy ch  s i ę  w pun k c ie  Q't można na t r a s i e  
SQ, z a s t ą p i ć  s e r i ą  na t r a s i e  s y m e t r y c z n e j  S u .  Ze wzg lędu na

R y s .  4 .  P r z e b i e g  j e d n e j  s e r i i  ruchów błędn yoh  
vi symetrycznym o b s z a r z e  s iatkowym

z a ł o ż o n ą  s y m e t r i ę  warunków brzegowych punktom Q’ i  Q, p rzyp o
rządkowana j e s t  jednakowa w a r t o ś ć  t ^ .  Zatem s e r i a  ruchów na
t r a s i e  ?SQ j e s t  równoważna s e r i i  na t r a s i e  PSCJr , oo pozwala  
modelować ruchy w y ł ą c z n i e  w o b s z a r z e  .

W tym c e l u  w wypadku p r z e k r o c z e n i a  g r a n i c y  o b s za r u  na
l i n i i  s y m e t r i i ,  n a l e ż y  z m ie n i ć  k i e ru n e k  p r z e m i e s z c z a n i a  c z ą 
s t e c z k i  po l i n i i  p o z i o m e j .  J e ż e l i  przed  p rzekro czen iem  l i n i i  
s y m e t r i i  p o j a w i e n i u  s i ę  l i c z b y  lo s o w e j  z p r z e d z i a ł u  [ 0 ,  1 / 4 )
od pow ia da ło  p r z e m i e s z c z a n i e  c z ą s t e c z k i  w kierunku dodatnim 0 3 i  
x ,  t o  po p r z e k r o c z e n i u  t e j  l i n i i  odpowiadać b ę d z i e  p r z e s u n i ę 
c i e  w kierunk u ujemnym. P o d o b n i e ,  p o j a w i e n i e  s i ę  l i c z b y z  p r z e 
d z i a ł u  [ 1 / 2 ,  3 A ) ,  b ę d z i e  wtedy powodować ruch w k ieru nk u  do
d a t n im .  A n a l o g ic z n a  zmiana kierunków ruchu n as tę p ow ać  winna 
przy każdym p r z e k r o c z e n i u  l i n i i  s y m e t r i i .  Ruch c z ą s t e c z k i  we
d ł u g  schematu r y s .  5 a ,  z o s t a j e  z a s t ą p i o n y  ruchem według sche
matu r y s ,  5b lub o d w r o t n i e .  Sygnałem zmiany k ie ru nk u  w i n ie n  
być d o p i e r o  zamiar p r z e k r o c z e n i a  l i n i i  s y m e t r i i ,  a lbowiem c z ą 
s t e c z k a  może z t e j  l i n i i  s a m o d z i e l n i e  losowo  p o w r ó c ić  do ob
s z a r u  D1 fn p .  ruch  MN).

Z a s t o s o w a n ie  o p i s a n e g o  sposobu zmiany kierunk u do r o z w i ą z y 
wania sy m e try czneg o  z a g a d n i e n i a  D i r i c h l e t a  n i e  j e s t  c e l o w e  a l 
bowiem n i e  powoduje a n i  u p r o s z c z e n i a ,  a n i  s k r ó c e n i a  c z a s u  o -  
b i i c z e ń .  Model t e n  może n a to m ia s t  być wyk orzys tany  do r o z w i ą 
zywania z a g a d n i e n i a  z g r a n i c a m i  a d ia t e r m io z n y m i .
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Rozpatrzmy o b sza r  D pokazany na r y s .  6 ,  przy warunkach na 
b rz e g a ch  AG i  EF

oraz na p o z o s t a ł y c h  b r z e g a c h

t  ( x i t  y ± ) “ t i . ( 1 5 a )

a )

PM, t y )

PM, Vz)

3*
dx' &

b)

W)  [O A )'

CM, ’/z )  C)  CM, '/*)

—  CYz.ty)
Co,ty)

M )

C ty . t ) C3M, 1 ) C M

fty3 . 5 .  Schematyczna  z a l e ż n o ś ć  k ieru nk u ruchów b łę dn y ch
od l i c z b  lo sow ych

W tym przypadku można z a s t o s o 
wać o p i s a n y  model p r o b a b i l i s t y c z n y  
ze  zmianą k ieru nku ruchu w przy
padku pozorneg o p r z e k r o c z e n i a  l i 
n i i  g r a n i c z n y c h  obszaru  AG i  EF.  
Z a k o ń cz en ie  s e r i i  ruchów b łę d n y c h  
może nas tępow ać  w y ł ą c z n i e  na pozo
s t a ł y c h  b r z e g a c h .

Drugą m o ż l i w o ś c i ą  j e s t  wprowa
d z e n i e  d la  punktów p o ło ż o n y c h  na 
l i n i i  s y m e t r i i  Club g r a n i c y  a d i a -  
t e r m i c z n e j  ) osobnego schematu r u -  
ohów b łę d n y c h  pokazanego na r y s .  
5cx ' .  Prawdopodobieństwo* ruch u  z 
l i n i i  s y m e t r i i  do w nętrza  obszaru  
D f r y s .  4 )  j e 3 t  dw ukrotn ie  w ię k s z e  
n i ż  w p o z o s t a ł y c h  dwu k ie ru n k a c h  a

' , 3 *

R ys .  6 .  Obszar s i a t k o w y  
z a d ia t e r m ic z n y m i  wa
runkami na c z ę ś o i  b r z e 

gu

x W z i ę ć z n y  j e s t e m  p .  p r o f .  dr i n ż .  J anow i  S z a r g u t o w i  za zwró
c e n i e  uwagi  na t ę  m o ż l i w o ś ć .
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p r z e k r o c z e n i e  l i n i i  s y m e t r i i  n i e  j e s t  m o ż l iw e .  Po powroc ie  z 
l i n i i  s y m e t r i i  do w nętrza  obszaru  D' d a l s z e  ruchy mogą odby-  
waó s i ę  według schematu r y s .  5b lub  r y s .  5 a .  W pierwszym przy
padku uzys kane w y n i k i  będą i d e n t y c z n e  z otrzymanymi przy mo
de lo w a n iu  ruchów b łę d n y ch  w całym symetrycznym o b s z a r z e  D, w 
drugim zaś  mogą byó r ó ż n e  l i czbc /w o ,  j edn a k że  d o k ł a d n o ś ć  wyni
ków końcowych b ę d z i e  z obu przypadkach jednakowa.

4 .  R e a l i z a c j a  modelu z a g a d n ie n i a  z g r a n i c a m i  a d la t e r m ic z n y m l  
na ma szynie  c y fr o w ej

Rozpatrzmy przykładowo r e a l i z a c j ę  r o z w i ą z a n ia  na ma szyn ie  c y 
f r o w e j  z a g a d n i e n i a  u s t a l o n e g o  przewodzenia  c i e p ł a  bez  ź r ó d e ł  
wewnętrznyoh z i z o t e r m l c z n y m i  i  a d ia t e r m ic z n y m i  ’ warunkami  
brz egow ymi ,  d la  obsza ru  D̂  pokazanego na r y s .  7 a .

R ys .  7 .  Obszar przyk ładu  z a g a d n ie n i a  z a d ia t e r m ic z n y m i  
i  i z o t e r m i c z n y m i  warunkami brzegowymi

W punktach p o ło ż o ny c h  ca b rzegu  AB j e s t  s t a ł a  t emperatu ra
t „ ,  na b rzegu  CD -  t 0 oraz  na brzegu EGF -  t ^ .  Dla brzegów Ad

d t JBE i  FC j e s t  ■— * 0 .
Obszar D̂  aproksymujemy obszarem siatkowym D1 pokazanym

na r y s .  7 b .  Wymiary s i a t k i :  h * b / p  * v»/q., g d z i e  p ,q  -  n a tu 
r a l n e ,  W rozpatrywanym przypadku d * o h ,  g d z i e  o -  n a t u r a ln a  
p a r z y s t a .  Warunki brzegowe d la  t e g o  obszaru  są  n a s t ę p u j ą c e :

i 16 )
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t f x 1y i )  *  t 2  d l a  y  *  - q ,

[16 )
t f x 1 , y 1 )  =  t 3  d l a  X 2  +  y 2 <  ą z ,  q  =  £ m a x ~ f

J J -  =  O d la  X =  p

/»
o ra z  d la  x  = O przy |y|  >  2 .

Dla  ob szaru  o k r e ś l o n o , a lg o ry t m  modelujący  ruchy b łę d n e
c z ą s t e c z k i  w sposób  n a s t ę p u j ą c y :

W przypadku p o j a w i e n i a  s i ę  l i c z b y  l o s o w e j  z p r z e d z i a ł u  £0 , 
1 / 4 )  c z ą s t e c z k a  p r z e c h o d z i  z punktu i x , y )  do punktu ( x + z ,  y ) .  
A n a l o g i c z n i e  p o j a w i e n i u  s i ę  l i c z b  lo sow ych  z p r z e d z i a ł ó w  [1/4  
1 / 2 ) ,  [ 1 / 2 ,  3 / 4 ) ,  [ 3 / 4 ,  1 )  odpowiadają ruchy do punktów
f x ,y + 1  ) ,  ( x - z , y ) ,  f x , y - 1 ) .  Na początku  s e r i i  ruchów b ł ę d -
nyoh z <* + 1 .  W momencie pozornego  p r z e k r o c z e n i a  p r z e z  c z ą 
s t e c z k ę  g r a n i c y  a d i a t e m t r y c z n e j  n a s t ę p u j e  zmiana znaku l i c z b y  
z ,  p r z e z  co zm ie n iony  z o s t a j e  zwrot k ie ru nku  ruch u  poziom eg o.

C z ą s t e c z k a  może być p o c h ł o n i ę t a  t y l k o  p r z e z  b r z e g i ,  na k t ó 
re  n a ło ż o n o  warunki  i z o t e r m i o z n e .  O s i ą g n i ę c i e  o k r e ś l o n e g o  brze
gu i z o t e r m i c z n e g o  z o s t a j e  r e j e s t r o w a n e  prze z  l i c z n i k  t r a f i e ń .

S l e ó  d z i a ł a ń  d la  podanego a lgory tm u pokazano na r y s .  8. U ł o -  
żtiny program p r z e w i d u j e ,  podobnie  ja k  w p r z y k ł a d z i e  u s t .  2 ,  o -  
b l i c z a n i e  w y ł ą c z n i e  ro z k ł a d u  prawdopodobieństw os  ia^gnięc ia po
s z c z e g ó l n y c h  b rzeg ó w ,  co pozwala w y k o r z y s t a ć  o b l i ą z e n i a  d la  
z a g a d n ie ń  g e o m e t r y c z n i e  podobnych.  Fu nk cj e  r o z k ł a d u  te m p e r a t u 
ry d la  o k r e ś l o n y c h  warunków brzegowyoh n a l e ż y  wyznaczyć ze wzo
ru f 11 ) .

5 .  Uwagi końcowe

Metoda a n a l o g i i  p r o b a b i l i s t y c z n e j  może być sto sow ana  do r o z 
wiązywania o p i s a n y c h  za g a d n ie ń  na rów ni  z innymi metodami  
p r z y b l i ż o n y m i .  Jako z a s a d n i c z ą  z a l e t ę ,  n a l e ż y  wskazać m o ż l i 
wość znajdow an ia  t emperatu ry  d la  p o je d y n c z e g o  punktu obszaru  
bez  k o n i e c z n o ś c i  o k r e ś l e n i a  te m peratu r  d l a  p o z o s t a ł y c h  węzłów 
s i a t k i .  Wiąże s i ę  z tym m o ż l iw o ść  p o d z i a ł u  obszaru  na s i a t k ę  o 
duż ej  i l o ś c i  węzł ów ,  t j .  o s tosunkowo małych bokach kwadratów 
i  pozwala na prze pr o w a d z en ie  o b l i c z e ń  na maszynach c y fro w y ch  o 
małej  p o j e m n o ś c i  u rzą d ze ń  pam ięc iow ych .

Ze względu na brak p o w iązan ia  z a s a d n i c z e j  f a z y  o b l i c z e ń  z 
l i c zb o w y m i  w a r t o ś c i a m i  warunków brzeg o w y ch ,  i s t n i e j e  m oż l iw ość  
w y k o r z y s t a n i a  wyników d la  z a g a d n ie ń  g e o m e t r y c z n i e  podobnyc-h.

Metoda może być s to sow ana  do z a g a d n ie ń  ze  zmi&nnym r o z k ł a 
dem tem p eratu r  t f x , y )  na b rzegu  o b s z a r u .  ;,V z a g a d n ie n i a c h  
p r a k ty c z n y c h  f u n k c j a  t ( x , y )  j e s t  o c z y w i ś c i e  c i ą g ł a .  Po z a 
s t ą p i e n i u  obszaru  r z e c z y w i s t e g o  obszarem s iatkowym fu n koja  
t f x , y )  o k r e ś l o n a  j e s t  t y l k o  d la  punktów p o ło ż o n y c h  w w ę z ła ch
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na b r z e g u ,  a zatem p r z e s t a j e  być o i ą g ł ą  i  z m ie n ia  s i ę  skokowo.  
P r z y k ł a d  u s t .  2 z warunkami (1 2 b )  j e s t  uproszczonym modelem te
go r o d z a j u  z a g a d n i e n i a .

Główną wadą metody j e s t  d ł u g o t r w a ł o ś ć  o b l i c z e ń .  Tak na p rz y 
k ła d  d la  obszaru  pokazanego na r y s .  2 modelowanie  j e a n e j  s e r i i  
ruohów za jm uje  o k o ło  1 sekundy pracy maszyny ZAM 2 .  (Powiększe
n i e  i l o ś c i  węzłów p r ze z  z m n i e j s z e n i e  h ,  spowoduje  o c z y w i ś c i e  
z w i ę k s z e n i e  t e g o  c z a s u ) .  Przy z a ł o ż e n i u  ■ 1000 i  n * 4 o -
b l i o z e n i a  d la  j e d n eg o  punktu zajmują 18 minut pracy maszyny ZM
2 .  Ponieważ z g o d n ie  z w z o r e m  ( 8 )  b łą d  względn y j e s t  o d w r o tn ie  
p r o p o r c j o n a l n y  do t o  c z a s  o b l i c z e ń  r o l n i e  p r o p o r c j o n a l 
n i e  do kwadratu w z r o s tu  d o k ł a d n o ś c i .  Wskazaną wadę może zn iw e 
lować  w y k o r z y s t a n i e  maszyn cy fro w y ch  o duże j  p r ę d k o ś c i  d z i a ł a 
n i a .
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HFHBJMH3HH0E PRII3HME CTARH0UAP1IHX 3A.RAH 
TERJIDIPOBOiUIOCTll MSTOWOM MOIITH-KAP-TO

P e 3  ¡o m e

3 CTaTBe paccMOTpera ochobh npHÓJniaceHHoro pemeiaw sawann JmpHXJie MeToj;oM Moh-  
T e-K apro. OnpexejieH CTOxacTnaecKHii aHajior Bonpoca CTauHOHapHoM TenJionpoBOflHO- 
cth c H30T epMHaecKHMH KpaeBHMK ycjioBHMH. Ppe^oaceH aHaJtor CTauHOHapHoS 3a^aaH 
TenJionpoBOflHOCTH c ajmaT epMHaecKHMH ycjioBHMH na rpam iue. ItejroaceHo npHMeHeioie 
CToxacTHaecKHx aHa^ioroB ajh  pemeiuiH onpejxeJieHHHx 3a*aa Ha bhhhcjihtbjibhhx 
MawHHax.

APPROXIMATE SOLUTION OF STEADY-STATE HEAT CONDUCTION 
PROBLEMS BY MONTE CARLO METHOD

S u m m a r y

Paper p r e s e n t s  and appr ox im ate  s o l u t i o n  o f  D l r i c h l e t  problem  
by Monte C ar lo  method.  The s t o c h a s t i c  model f o r  s t e a d y - s t a t e  
h e a t  t r a n s f e r  problem w i th  I s o th e rm a l  boundary c o n d i t i o n s  Is  
p r e s e n t e d .  The p r o b a b i l i s t i c  a na lo gue  was proposed  f o r  th e  pro
blem w i t h  ad ia t h e rrc i c  boundary c o n d i t i o n s .
A p p l i c a t i o n  th e  a n a lo g u e  f o r  s o l v i n g  th e  problem by "use an 
e l e k t r o n i e  computer i s  d e s c r i b e d .


