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PRZEDSTAWIENIE | ROZPATRYWANIE PROCESOW CIEPLNYCH
W N WYMAROWE] PRZESTRZENI KONFIGHRACYUNE]

Streszczenie. Wpracy [27] sformutowano i rozwig-
zano W n wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej
za?adnienie stanu ustalonego oscylacji temperatury
uk¥adu ztozonego z n ciat, ktére wymieniajg cie-
pto miedzy sobg wedtug liniowego prawa, i ktore sa
wywotane wahaniami'temperatury jednego ze sktadni-
kéw uktadu, ktéry w okreSlonych chwilach zatgcza i
wytgcza Zrddio ciepta.

Do powyzszej tematyki nawigzujg trzy nizei wymienione  zagad-
nienia, ktdre tematycznie tworzg jedng cato$o:

1) Przedstawienie i rozpatrywanie procesow cieplnych w n-
wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej.

2) Stan ustalony oscylacji wuktadzie liniowym o n  stop-
niach swobody.

3) Metody rozwigzania réwnan stanu ustalonego oscylacji re-
laksacyj nych.

W pracy niniejszej sprowadzono zagadnienie procesow ciepl-
nych takich jak ogrzewanie i ostyganie w liniowych uktadach
wymieniajacych miedzy sobg ciepto i ztozonych z n ciat,do geo-
metrycznych rozwazan n—wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej.

Procesy te przedstawione sa pewnymi Krzywymi n-wymiarowymi,
ktorycn rzuty na dowolne ptaszczyzny wspotrzednych sg parabo-
lami. Wprowadzono réwniez n-wymiarowa przestrzen temperatur

sktadnikow uktadu oraz przedyskutowano stosunki  geometryczne
miedzy obu przestrzeniami, ]

Problem ten poruszono juz w pracy [28], w ktdrej podano bez
wyprowadzenia zestawienie wzorow, pozwalajgcych na wyznaczenie
stanu ustalonego oscylacji oraz podano odmienng niz w obecnej
pracy metode rozwigzania problemu.

1, Wstep
Wartykule niniejszym przedstawiono pierwsze z zagadnien, -

mienionych w streszczeniu. Zagadnienie to byto rowniez omoéwib-
ne w trzecim roz-dziale pracy doktorskiej autora [27].
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~ Wpracy tej rozpatrzono oscylaoje temperatur w uktadzie n
ciat, znajdujacych sie w osrodku gazowym i wymieniajacyoh cie-
pto miedzy sobg i z otoczeniem. Jedno z ciat jest Zrodiem oie-
pta, w okreslonych chwilach Cnp. przy pomooy termometru kon-
taktowego) zatgczanym i wytgczanym. o ) )

Jako pierwsze przyblizenie przyjeto liniowe réwnania, opi-
sujgce wymiane cieplng, nastepujgoej postaci

n
Kt d \ /dt + §_ ht aik - A) o NE i+ n (1)
k-0
przy czym
- pojemnos$¢ cieplna,
SN - powierzchnia,
h~r - wspdtozynnik oharakteryzujgcy wymiane cieplng ciata,
a.. ~ 0 - wspdtozynniki charakteryzujgce konfi?(uraoje u-
ktadu,wtasnosol emisyjne itd. Macierz alk,i-1.....
...,n,k-1 ....n jest na og6t niesymetryczna,
A, A - temperatury ciata i,k wzglednie otoczenia,
- moo zrdédta i. Wopracy przyjeto N1 -O, - 0,i-2 ...n
Jako warunki poczgtkowe przyjeto:
t - O, - #0, 1*1....n dla ogrzewania oraz
ANC*TE, I-1,.on,

gdzie T~ temperatury koncowe poprzedzajacego ostyganie pro-

oesu ogrzewania. ) . . . o
O macierzy alf zatozono, ze posiada ona proste dzielniki

elementarne, rzecz&/wiste, ujemne. ] ] ]
Wtedy w przypadku ogrzewania otrzymujemy rozwigzanie W po-

stac 1
AN S ALK + «1- (2)
k-1
oraz dla ostygania

ot . ]
A aS Alde + fi, i«l....n (3)
k-1
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przy ozym
- oznaczaja temperatury stanu ustalonego,
A.., A. - oznaczajg state, wyznaczone z warunkéw poczatko-
1K wyoh.

2. Uwagi dotyczgce uzytej metody

Charakterystyczng ceohg rozpatrywan%ch w pracy oscylaoji jest
ze ich krzywe czasowej zmiennoS$ci zbudowane sa z krzywych a-
periodycznych. N . ) )
Do badania oscylacji wroznych uktadaoh, dajacych oscylacje
relaksacyjne o krzywej znieksztatconej, uzywane s3:

1) metody, ktore jako wyjsciowe przyjmujg oscylacje Si-
nusoidalne £2, 3, 5, 10, 11, 12, 14, 1g[i przy ich pomocy bu-
dujg rozwigzania dla znieksztatconych przebiegow.

2) niektorzy autorzy [20, 21, 24] postuguja sie metodami
graficznymi,

3) w ostatnich latach rozpowszechniajg sie metody, polega-
jaoe na rozpatrywaniu oscylacji w ptaszczyznie fazowej [7, 13,
17, 25#. W przypadku nieciggtych charakterystyk, czy niecig-
gtych funkcji dziatania, metoda ta wymaga ptaszczyzn fazowych
wielolistkowyoh (metoda transformacji punktowych) [1, 6, 8, 9,
17, 18, 22, 23, 25, 29]. , _ . .

Wadg przewagi tych metod Jest fakt, ze nadajg sie one je-
dynie do rozpatrywania prostych przypadkow, odpowiadajgcych
nieduzej ilosci stopni swobody ukladow. ]

W pracy niniejszej rozpatrywania stanu ustalonego oscylacyj
przeprowadzono w przestrzeni konfiguracyjnej n wymiarowej,
formutujgc Je nastepujaco:
~ Chodzi o wyznaozenie stanu ustalonego rownoczesnego oscyla-
cji temperatur n~1 ciat uktadu, gdy temperatura lJedn_ego z
nich jest zmienna periodycznie miedzy dwiema statymi, danymi
wartosciami.

Do rozwigzania zagadnienia uzyto metody, znanej wteorii
uktadéw réwnan rézniczkowych [4,” 15, 19, 26], przy czym ko-
rzystanie tej metody do sformutowania i intérpretaoji warunkéw
i '-niejacych w stanie ustalonym osoylaoji, byto przedmiotem i
celem pracy niniejszej.

3. Stan ustalony oscylacji

Dla badajgceqo oscylacje, czy projektujgcego aparature, w kto-
rej przewidziane sg oscylacje, wazne sg nastepujgce dane:

1. Jak duze wychylenia wystepujag w czasie rozruchu oscyla-
cji j. jakimi czynnikami mozna wptyngC na ich wielko$¢. Wszcze-
golnosSci, czy istnieje przeregulowanie, objawiajgce sie w for-
mie bardzo duzych oscylacji w‘czasie rozruohu.
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2. Jak szybko otrzymuje si¢ stan ustalony. Wiemy np.,ze li-
niowa teoria dla jednego ciata daje stan wustalony juz od
pierwszego ostygaaia poczawszy.

3. Jak przedstawia sie stan ustalony i od czego zalezy.

Uzyta metoda pozwala odpowiedzie¢ na wszystkie pytania. Istot-
ne dla metody jest przejscie od rozpatrywania przebiegow zto-
zonych do rozpatrywania funkcyj wyktadniozych.

4. PrzejsScie od temperatur do wspOtrzednych 4~ i

Wychodzimy z uktadu réwnan (gl) dla ogrzewania, albo przy za-
tozeniu dodatkowym N. * O dla ostygania. Wrozwigzaniach (2),
(3) piszemy kreske u géry, ze wzgledu na dalsze zmiany zmien-
nyoh. Wprowadzamy nowe zmienne przy pomocy podstawienia

A - o dla ogrzewania
. (4)
- dQ dla ostygania
przy czym 6" oznaczajg rozwigzania uktadu roéwnan
k«0
Po transiormaji uktad réownan (1) przechodzi w nastepujacy
d #j/ dt * $jit » zn, 1% n (6)
k-1
przy czym
n
4u m-«i w Z:
k*0
n (7)
Z kolei wprowadzamy nowe zmienne
rg)

N i*1..*».n dla ogrzewania

=S
k=1 [l K
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NS @ 1*1....n dla ostygania Cod.8)

A FIH TV e, . +0Cin Anl-°
f9)

ail Am + ... + alnfA@ \> “0

e Zteorii uktadéw rownan liniowych jednorodnych, otrzymujemy
Jako warunek na nietrywialne rozwigzanie, by wyznacznik uktadu
(9) byt rowny zeru, O pierwiastkaoh tego rownania zaktadamy, ze
sg one rzeczywiste, ujemne i rézne od siebie.Przy tyoh zatoze-
niaoh oo najmniej jeden z_ minorow jego rzedu n-1 Jest rozny'
od zera. Przyjmujemy, ze jest nim

A22 * » . An2
o (10)
A2n oy —
W tym przypadku wielkoSci mozemy wyrazi¢  przy pomocy
Cqy 171 n, ke 2..e.n.

5. Geometryczne przedstawienie uktadow wspdtrzednych

Transformaoje (8) sg afflniozne, wigo wywotujg prooz skrecenia
uktadu wspdtrzednych t~, Jeszcze zmiane wymiarow w kierunku

poszozegdlnych osi. Wynika stad, ze jezeli przyjmiemy, co jest

wygodne, uklad osi lub ~ prostokatny, uktad osi
jest na ogot skosnokatny. .

Wuktadzie mamy dwa punkty wazne.: P2( ce o VR)
oraz PL(OL ., punktami osobliwymi dla przypad-

ku ostygania lub ogrzewania. Fizykalnie odpowiadajg im stany
ustalope dla krzywej ostygania lub ogrzewania.
Rzuty odcinka P1 P2, lgozgoego te punkty, sa wyznaozone

nastepujgoo
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6. Przetransformowane rownania rozniczkowe i Ich rozwigzania
Po transformaoji (8) uktad rownan (6) przybiera nastepujaca
postac

d 4+/dt -\ 4+  lub

d /dt - i-1....n (12)

Jego rozwigzaniami sg

Ai *crLe V1

/ A.t
« CLe 1 1-1....0 (13)
State dla pierwszego ogrzewania mozemy przyjagé rowne 1,

dla dalszych proceséw, bedg one na ogd6t rézne od 1 1 zalezne
od stanu poozatkowego. _ )
Cho¢ postugujemy sie wspétrzednymi 47 ¢ fizykalny sens

posiadajg temperatury, wiec wazne Jest uwidoozni¢ w uktadzie”
temperatury. Wdalszym ciggu uwazamy za temperature zrod-
ta ciepta, 2z* temperature dowolnego z pozostatych ciat.

7. Wyznaczenie rzutu osi na ptaszczyzne (~ , 47~
Rozwigzujac rdwnania t.8) ze wzgledu na otrzymujemy
n (14)
- E fiu
k-1

przy ozym o0znaczono
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..................... oA,
oo a7 FEETOER | o

Wyznaozniki (W | powstajg z |a|] przez wstawienie za 1 kolumne,

kolumny 47~ lub 71# Wspdtozynnikl -sg.prosto zwigza-
ne ze wspotozynnikami rownan (2) 1 (3). )
Rownania (14) w uktadzie osi wspotrzednych przedstawia-
ja peyine hiperptaszozyzny. Aby otrzymaé¢ réwnanie osi musi-
n-1 takloh hiperptaszozyzn, z pominigciem odnoszaoej Ssi
do indeksu i, poprowadzi¢ przez poczatek uktadu. Wtedy io
punkty wspdlne lezg na.osi Rozwlazujao uktad n-1 rownan

0 n niewiadomych, otrzymujemy réwnania n-1 rzutéw osi
na ptaszczyzny (4% 47)» k»1....n.

W praoy [27] wyprowadzono wyrazenia narzutyposzozegdlnych
0si #t:

Dla osi ~ otrzymujemy
4+ - N 4A, i-2 a (16)

wszgstkie wspoétczynniki kierunkowe sg dodatnie. .
la pozostatych osi ~ otrzymujemy wyrazenia ztozone,kté-

re Podano_w {27, ] ] ] ) )

stnieje szereg powoddw,dla ktdryoh wspdtozynnikl kierunko-
we tyoh rzutow powinny bydé ujemne. Taki znak otrzymujemy w
Erzypadku dwu ciat. Woprzypadku wigkszej iloSci sktadnikow u-
tadu, wedtug umowy podanej na poozatku, obrane dwie tempera-

tury o podobnych wtasnoscéiaoh, jak w przypadku dwu oiat.
Ksztatt otr.zyman.yoh krzywyoh, ich styozno$¢ do osi W po-
czatku uktadu, niemozno$¢ przecinania przez nie osi N kaze

nam przyja¢ podobny znak, Jak w przypadku dwu ciat.

8. Krzywe w przestrzeni konfiguracyjnej HAL

Wuktadzie przestrzennym wspétrzednych 4~ prooes zmiany tem-

peratur jest przedstawiony ﬁewnq krzywa ?rzestrzenna. Jest ona
wyznaczona przy pomooy swych rzutow na ptaszczyzny ' 4i» 4"»

k«2....n. Rzuty te otrzymujemy, eliminujgc z réwnan (13) czas
Nk
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Jezeli przyjmiemy | |C| < jMJ oraz J" e A wtedy

krzywe 33 styczne w poczatku uktadu do osi 41. State

sg wyznaczone przez podanie stanu poczatkowego uktadu w danym
procesie. Ze wzgledu na istnienie dwojakich krzywych: ogrzewa-
nia i ostygania - mamy dwa uktady wspotrzednych lub ~ o

osiach réwnolegtych z punktem osobliwym éstan ustalony)  jako
poczatkiem uktadu. Jest to niewygodne i dlatego rozumowania
przeprowadzono w jednym z tych ukiaddéw, przynaleznym do punktu
2N $Fe'eces Wdalszym ciggu dla skrocenia bedziemy uktad

wspotrzednych nazywali podajac jego poczatek.
Pierwsza krzywa ogrzewania, konczaoa sie w P2 (punkt ten

od?owiada temperaturze poczatkowej uktadu) posiada w uktadzie
PAf (91............ ®n) réwnanie

k"2 f18>

Wroéwnaniu (18) przyjeto jako stan poczatkowy procesu w celu
wyeliminowania statych (?10, 7teo>* Gdyby stan poczat-

ko byt inny, jak to zaohodzi dla dalszych krzywych, uzyli-
by\s{\%y gznacz)e/nigl (y*, "*). Krzywa (18)yprzetranysf3/rmowang/ do

uktadu P2(i~.... $Q) posiada nastepujgcag postad

«lc L] c19)

w przypadku pierwszej krzywej ogrzewania oraz

Ako “ Ak " kO M AKN (AT - 40 £20)
wprzypadku dalszych krzywych ogrzewania, przy czym
% n
4k * 2 T. - A 21
2, ( ) (21)

TL,i«l....n oznaoza temperature koncowg poprzedniego procesu.
Krzywe ostygania posiadajg w uktadzie P2( 17,.... fiQ) naste-
pujacg postad
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WspoOtrzedne 4**  k»l...... n okre$lone sg przy pomocy
n
(23)
przy czym T7*, i«l n oznaczajg temperatury poczatkowe.
9. Potozenie krzywych
Krzywe przedstawione rownaniami09)» (20), (22) sa parabolami

Krzywe te mogg leze6  wroznychéwiartkachuktadu  wspodtrzed-
nych. Odpowiednig Cwiartke okresla fizykalna strona  procesu.
ianowicie wioatiale | wymienionej wyzej pracy [27] wykazano, ze
krzywe przedstawiajgce przebiegi temperaturowe skltadnikéw u-
ktadu, nie posiadajgcych Zrodta ciepta, odpierwszej krzywej

ostygania poczawszy, posiadajg ekstrema. W ptaszczyznie V>,
i jej rzutach wystepuje rowniez ekstremum, czyli jednej
wartosoi ~ odpowiadajg dwie wartosci odnosi sie do

olata posiadajgcego zrodto ciepta. To decyduje o wyborze poto-

Rys. 1, Krzywe temperaturowe wdwgwymiarowef'( przestrzeni kon-
figuracyjnej. 1,3 krzywe ogrzewania, 1 , 2 krzywe ostygania
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zenig krzywyoh, jak na rysunku 1. Rysunek ten odnosi sie do
przypadku dwu ciat, ale na podstawie poprzednich wuwag, podob-
ny przebieg powinien by¢ w przypadku uktadu wiecej sktadniko-
wego.

10. Nierownosci, charakteryzujgace przebiegi krzywych

Ostatnie uwagi o istnieniu ekstreméw mozemy sformutowac mate-
matycznie. Poniewaz rzut na ptaszczyzne (4”7,47) krzywej trak-

towany jako funkcja ~ A posiada posta¢ uwiktana, przyj-

Badajgc wiec pochodne wzgledem " znajdujemy warunek na

ekstremum. Obliczenie, przeprowadzone w pracy [27] daje dla
krzywyoh ostygania czy ogrzewania nastepujgoe nierownosci

(24)

Ako “ Ek** A0

Oznaoza to potozenie odnosnych punktow krzywyoh po jednej stro-

nie prostej, taczacej I P2, przy czym prosta ta przed-
stawia graniczne potozenie dla punktéw (4\)» (4"»

Ostatnio wymieniona prosta odgrywa wazng role w teorii oscy-
laoji.

Praca wptyneta do Redakcji w dniu 24 kwietnia 1965 r.
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nPSUCTABAHME H PACCMATPHBAHEE TEIUIOBbIX I11POHECCOB
H n toSPHOM KOHMTyPAHHOHHON! UPOCTPAHCTBA

P83wmMe

3 padOTe céopMyjmpoBaHa h perneHa npodneMa ycTanoBramerocH coctohhhh TeMnepa-
TypHHx Kojedamdi b n AHMeH3HOHajBHOM KOH$nrypamioHHOM npocTpaHCTBe b CHCiexe
cocTOHineM H3 Ten, odMeHHioimix TenJiOTy Meamy co6oft h ¢ oKpysaiomeM TenoM no M-
HeEHOMy 3aKOHy H B030ysmeHHUX H3MeHeHHHVH TBMnepETypH OfIHOtt KOMNOHeHTH CHCTe—
mu, KOTopan b onpeaeJietHHHX MOMemax bpbméhk BK-monaeT mm BHKJnoaaeT  hctohhhk
TennoTu.

BBHny <5ojn>moro o6i>eMa, padoTa pa3Aediena na Tpn aacTii:

B nepBOE padOTe CBeeHO npodneMy k reoMeTpnaecKHM paccyameroiHM b N MepHOM
KOH$HrypauaoHHOM npocTpancTBe, bo BTopon paccMaTproaeTCK npodneMa yciaHOBUB—
raerocH coctohhhh KonedaHHi, b TpeTted nam MeTonu pemeHMH ypaBHeHHii ycTaHO-
BHBmerocH coctohhhh.

lipodneMa paccMaTpHBaeTcn Toace b padoie [28], rae naHO KopoTKoe  h3hox6Hhq
Teopnii KdJiedaHHE h npyroa MeTon pemeHHH ypaBnéima ycTanoBHBmerocH coctohhhh.

PRESENTATION AND CONSIDERATION OF HEAT PROCESSES
IN A N-DIMENSIONAL CONFIGURATION SPACE

Summary

In the paper [27] 13 formulated and solved in a n-dimensional
confl?ur_atlon space the steady state problem of temperature
oscillations for a system, oomposed of n bodies, exchanging
heat between them and with surrounding medium following the
linear law, and exoited by temperature variations of one com-
ponent of the system, whioh in some determined moments of time
sets on and off the heat source.

In oonnection with this problem are the three folowing pa-
ers ;
P 1. Representation and consideration of heat processes in a
n-dimensional configuration space,

2. Steady state of temperature oscillations in a linear sy-
stem with n degrees of freedom.

3. Solving methods of the steady state equation system of
relaxation oscillations.

In the first paper, the problem of heat processes such as
for example a heating or cooling in the linear systems exchan-
ging the heat and composed of n bodies, has been reduced to
geometrical consideration in a n-dimensional configuration spa-
ce.. The processes are presented by n dimensional ourves whose
projections into arbitrary coordinate planes are parabolas.

It is also n-dimensional temperature space introduced and
geometrical connections between the two spaces are discussed.

The problem is also in the paper [28] considered, where the
formulae have been given, permitting to solve the steady sta-
te equations of oscillations but the solving method of the pro-
blem differs from the methods discussed in present paper.



