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STAN USTALONY OSCYLACJl TEMPERATURY
W UKLADZIE LINIOWYM O N STOPNIACH SWOBODY

Streszczenie» Praca niniejsza opiera sie na
pracy [2], w ktérej sprowadzono zagadnienie
stanu ustalonego oscylacji temperatury w u-
kdadzie liniowym o n stopniach swobody do
rozwazan geometrycznych w n wymiarowej
przestrzeni konfiguracyjnej.

Przedyskutowano w pracy zagadnienie oscy-
lacji bez opdéznienia 1 z opdéznieniem. Rezul-
tatem dotyczacym pierwszego zagadnienia jest,
ze oscylacje bez opdéznienia nie mogg istniec
w ukdadzie liniowym.

Jezeli chodzi o oscylacje z opdéznieniem to
przedyskutowano nastepujgace zagadnienia waz-
ne dla opisu stanu ustalonego:

1, Zagadnienie przeregulowania,

2, Wyznaczanie czasu, po ktérym nastepuje
osiagniecie stanu ustalonego,

3, Wyznac¢ zenie granic, w ktorych waha sie
temperatura kazdego z n skdtadnikow
uktadu.

4, Wyznaczenie okresu stanu ustalonego.

1, Y/step

W czesci pierwszej pracy sprowadzono zagadnienie oscylacji
do geometrycznego rozpatrywania zagadnienia w n wymiaro<=
wej przestrzeni konfiguracyjnej. Rozwazania czesci drugiej
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sa zasadniczo prowadzone w tej przestrzeni z ewentualnym
przejsciem (w razie potrzeby) do przestrzeni temperatur«

2,, Pole krzywej oscylacji

Rysujemy (rys, 1) pierwsza krzywg ogrzewania 1 pierwszag
krzywg ostygania, Obie krzywe doprowadzamy do stanu usta-

RysO 1« Krzywe temperaturowe w dwuwymiarowej przestrzeni
konfiguracyjnej

1,3-krzywe ogrzewania, Y ,2-krzywe ostygania

lonego, W ptaszczyznie ( rzuty krzywych przecho-

dzg przez punkty P 1 17, rzuty P i1 P2» Krzywe te
ograniczajag pewien obszar o ksztalcie soczewki.
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Twierdzimy, ze caty proces oscylacji miesci sie w obre-
bie tego obszaru, 1 tak pierwsza krzywa ogrzewania i osty-
gania, doprowadzone do stanu ustalonego stanowig ograni-
czenie wspomnianego obszaru. Jezeli stan kohcowy nie Jest
stanem ustalonym, Kkrzywe przebiegaja w obrebie pola, ob-
szaru, dochodzgc w najniekorzystniejszym przypadku do
punktéw wymienionych wyzej krzywych.

3, Problem przeregulowania

Jak z dalszego rozwazania wynika, stan ustalony oscylacyj
lezy w poblizu prostej, +aczacej pij 2z P”™» Poniewaz
punkty koncowe pierwszych dwu procesow lezg na jednej z
krzywych rysunku 1 i sg ograniczone drugg. Ksztait tej
krzywej (Jej odchylenie od prostej P» P») moze by¢ miarg
przeregulowania, czyli odchylenia pierwszych oscylacyj od
wartosci stanu ustalonego, Przeregulowanie powinno by¢ tym
wieksze, im wieksze Jest pole ograniczone wymienionymi na
wstepie krzywymi, Pole tego obszaru (zob, praca CG) dane
Jest nastepujacym wyrazeniem

W przypadku wiec = 1 zalezy wydacznie od 3"

Aby wiec pola ograniczone przez poszczegolne krzywe w po-
szczegolnych ptaszczyznach byty najmniejsze, muszg byc
spednione warunki 3~ =1, k=1 ,,,,. n, co odpowiada
stanowi aperiodycznemu granicznemu (pierwiastki rownania
charakterystycznego uk#adu (9)[2] powinny by¢ roéwne).

Przeciw temu rozumowaniu przemawia fakt, ze w takim
przypadku oscylacje sg nie mozliwe. Drugi zarzut polega na
tym, ze przy deformowaniu krzywych przez zmiane 37 moze
rownoczesnie nastepowa¢ w ten sposob przesuwanie sie punk-
tow po krzywych, ze pierwsze wychylenia nie zostang zre-
dukowane, Z tego powodu problem ten przedyskutowano dalej
w doktadniejszym sformutowaniu. Wynik rozpatrywania Jest
zgodny z powyzszym.
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4e Stan ustalony oscylacyj

4*1« Definicja stanu ustalonego

Dla osiagniecia stanu ustalonego krzywa ogrzewania i krzy-
wa ostygania muszg raied dwa punkty wspélne. Poczatek jed-
nej krzywej musi by¢ koncem drugiej. To narzuca na wspot-
rzedne obu punktéw koncowych® 2n-2 warunkéw. Brakujgce dwa
warunki otrzymujemy, jak podano nizej, przez zatozenie o
wahaniach temperatury urzadzenia regulujgcego np,#vskutek
niedoskonatosci urzadzen regulacyjnych, zakgczajacych i1 wy-
+aczajagcych zrodto, otrzymujemy wahania temperatury tego
ciata miedzy dwiema wartosciami, W dalszym ciggu zakdtada-
my, ze wartosci te sg znane.

4,2, Oscylacje bez opéznienia

Teoretycznie mozliwe sg oscylacje temperatur nawet w przy-
padku, gdy wszystkie urzadzenia regulacyjne, wkaczajace i

wytaczajace zrodto, dziataja bez opdznienia. Jest to spo-

wodowane faktem, ze krzywe zmian temperatur ciat, nie po-

siadajacych zrdodta ciepta, posiadajag ekstrema«,

V7 pracy 0J wykazano, ze oscylacje takie musza zakon-
czy¢ sie na prostej

AL0AK ~ Ako AL = kA2, ., »n (2)

to znaczy prostej, 4aczacej | z pl,, przy czym ampli-
tuda staje sie rowna zeru. Wobec tego oscylacje nie mogag
istnie¢ w stanie ustalonym»

4*3« Oscylacje z opoéznieniem
Jest to typ oscylaoyj, wystepujacy w praktyce, W oscyla-

cjach tych efekt oméwiony w poprzednim punkcie, odgrywa
tez pewng roleO
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Dla wyznaczenia stanu ustalonego mamy nastepujace roéw-
nania:

«1 l«iY
S? "VvVi1?/

"n2 " 2 Ank C
k=1

Dwa pierwsze rownania sg matematycznym sformutowaniem Fak-
tu,- ze stan oscylacyj jest ustalony. W tym przypadku
<sj), «5%), i=1.****-n oznaczaja wspo6lny koniec i1 poczatek
krzywych stanu ustalonego.

4.4. Uwagi, odnoszgce sie do dwu ostatnich réwnan (3)

Réwnania te wyrazaja fakt, ze temperatura ciata n zmie-
nia sie w pewnym zakresie. Punktom koncowym procesu usta-
lonego (£). «£>, i»sl,,*n odpowiadaja dwie temperatury,

ktére uwazamy za dane, W obu réwnaniach wystepuja te same
wspodczynniki, poniewaz ta sama krzywa ogrzewania lub
ostygania przechodzi przez oba punkty koncowe. Nasuwa sie
jeszcze pytanie, jakie powinny by¢ wspétczynniki AN
Powstaje ono z tego powodu, ze jak wykazano w rozdziale 1
wymienionej na poczagtku pracy, [Jlwspotczynniki te sg zmien-
ne od procesu do procesu, jako zalezne od stanu poczgtko-
wego danego procesu, przy czym we wspotczynnikach tych
jest zawarta cata historia procesu oscylacyj. Poniewaz
pierwsze réwnania (3) nie daja nam odpowiedzi, od ktdrego



88 Jozef Szpilecki

procesu zaczyna sie stan ustalony, ani tez przez jakie
wartosci ustala sie proces, wydawatoby sie, ze zagadnienie
w ten spos6b sformutowane, nie da sie rozwigza¢. W rzeczy-
wistosci tak nie jest. Jako wspodczynnikédw w réwnaniach
mozemy uzy¢ wspotczynnikow, odnoszacych sie do pierwszej
krzywej ogrzewania, poniewaz wspoOdczynniki w nastepnych
procesach powstaja z nich przez pomnozenie przez pewne
wspotczynniki state dla danego procesu 1 w ktorych zawarta
jest cata historia procesu oscylacyj. Poniewaz z drugiej

strony wspodrzedne czy zawierajg state, mozemy*
w tych statych ujgé¢ niewygodne dla nas czynniki.

Matematycznie wyglada to nastepujaco:: Przypusémy, ze
bierzemy pod uwage krzywe ogrzewania, VYV pracy D1 wykazano
Zze sa one postaci hastepujacej:

nk k(s)e (C))

Wspodczynniki oznaczono tu odmiennie, mianowicie wspodczyn-

niki odnoszg sie do pierwszego ogrzewania, wspot-
czynniki wyrazajag wptyw historii procesu oscylacji,
Do krzywych ogrzewania odnosza sie wspOdrzedne = £J0 ~
— Nj*

Jezeli wiec podstawimy

I
V) -?2k=1 -<hc

otrzymujemy nastepujace rownanie

~n(s) “ ®n = jS, AnkD ™ (6)
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albo wykorzystujac warunki poczatkowe pierwszego procesu
ogrzewania

k=1

"otrzymujemy ostatecznie

n
“ @Fn) - = S Ank "k
=1
W réwnaniu (3) oznaczono
K(s)1l * 3 ®1* " ~n(s)2 “« c 0n2

Zagadnienie dlaczego przyjeto przy tym

Sio - 1 <10>

zostato oméwione szczegotowiej w dalszym ciggu pracy.

4.5. Wyznaczenie okresu oscylacji

Posiadajac wartosci §*, dla stanu ustalonego (meto-

dy ich wyznaczenia oméwiono w czesci trzeciej), mozemy
wyliczy¢ czasy ogrzewania dla stanu ustalonego z nastepu-
Jacych roéwnan

r* = rx e Xitl (11)
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1 - - @ -A")en 2 (@D
i =1, _..... n

jezelil v wyrazeniach dla n uwzglednimy tylko
pierwsze potegi otrzymujemy na podstawie wynikow
pierwszej metody

t1

(12)
t2 . - Qim 1)Y(G> -en)/(A - en . 9nl)

stqq_otrzymujegy na sume czasow czyli okres oscylacji

t,. t2 =@6,A, )(10-Sn) [I/8n1-1/( " -en-«nl)] (13)
oraz dlastosunku czasow
Vt2-- (> -en-enl)/eni (h )

Z ostatniego réwnania wynika, ze oscylacje sag niesyme-
tryczne .o

Druga metoda rozwigzania problemu pozwala zinterpreto-
wac¢ wielkosci zj, y przy pomocy czas6ow stanu ustalonego

X+ tl = In &/ 4*) =1In z+ ~ Inz * x a5)

k+ t2 = In (l - E*)/(! —E**) = - In y
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4.6., Jakie state C .. C*. nalezy przyja¢ w poprzednich
rozwazaniach

Na podstawie rownan (4)» (5) mozemy napisa¢ nastepujace
zaleznosci

Bk = &k bkes) &Kk d
(16)
= ck6k(s)

Ak *2
- fej* -« - Ck £k(s+1)e

an
k **k(s+l)

State k, Cﬁ sg tu dowolne. Byd4oby wygodne, gdyby

byty one wspdlne wszystkim krzywym, bo inaezej problem nie
datby sie przedstawi¢ na wspolnym rysunku. Posta¢ rownan,
wyznaczajacych czasy, eodnoszgce sie do stanu ustalonego
(15) pokazuje ze state te nie odgrywaja w nich roli ze
wzgledu na jednorodnos¢ réwnan (15) ze wzgledu na ¢&X i
1 - Podobnag wHasnos$¢ posiadaja rownania parabol (3).
Z réwnan wreszcie dla temperatur (8), (9) jest widoczne,
ze mozemy przyja¢ Gk = Ck = = 1. Na rysunku. 1 przyjeto,
te wartosci ujemne, ze wzgledu na wkasnosci krzywych*
ogrzewania I ostygania, wykazane w rozdziale 1 pracy [1]-

4_.7. Zagadnienie szybkosci ustalania sie oscylacji

Z poprzedniego rozumowania wynika, ze niezaleznie od tego,
ktérg pare sasiednich krzywych przyjmiemy, z wyjatkiem
pierwszej krzywej ogrzewania, otrzymujemy podobnie jak w
przypadku jednego ciata, stan ustalony, Wynik opiera sie¢
oczywiscie, podobnie jak w przypadku jednego ciata, na za-
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+ozeniu, ze opdznienia spowodowane nienatychmiastowym rea-
gowaniem urzadzenia regulacyjnego, sg takie same jak w
stanie ustalonym«

4«88 Uzupednienie twierdzenia,, dotyczgacego przeregulcwania

Oméwione w jednym z poprzednich paragrafow twierdzenie do-
tyczace przeregulowania, wymaga uzupednienia,, Przy zmianie

moga punkty wyznaczajgce stan oscylacji porusza¢ sie w
ten. spos6b na krzywych, ze ich odlegtos¢ nie bedzie mala-
+a, cho¢ pole krzywej bedzie dazyto do zera3

Z réwnan problemu (3) wynikaja nastepujace zaleznosci

G+owng trudnos¢ przedstawia ich rozwigzanie« Wchodzi tu w
gre rozwigzanie przyblizone 1 analityczne, o postaci na
tyle prostej, by pozwalato *atwo sprawdzié¢ spednienie lub
niespednienie warunku 0O £3)» Przy obliczeniu jego wyko-
rzystano fakt, ze i £ sag utamkami« Poniewaz w

rownaniu wystepuja rosngce potegi 36, ze wzgledu na zato-
zenie o uporzadkowaniu wyktadnikow weddug wielkosci oraz
ej = e A’1t jako pierwsze przyblizenie (oznaczone indek-
sem 0) przyjeto rozwigzania roéwnania, ktorych pominieto
wszystkie wyzsze potegi t-j» Jako druga skrajng wartosé
przyjeto pe#ne réwnanie, zaktadajagc we wszystkich wyraze-
niach poprzednio pominietych, a le Jest to wartosc,
ktérej nie moze przekroczy¢ rozwigzanie, otrzymane droga
iteracji, przez podstawienie przyblizonego rozwigzania do
wyrazow poprawkowych« Oznaczono je indeksem 1« Jako trze-
cig wartos¢ przyjeto Srednig arytmetyczng obu powyzszych
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wartosci (oznaczono ja kreskg u gory). Dla pierwszego row-
nania otrzymujemy:

>®m/Anl

- <2% -~ + en)/2 Anl + 1/2
Podobnie dla drugiego rownania

41(0) = (On1 +~ / Anl

41(1) = COn1-~o0+en+A~/Anl +1 0)

ir *C20nl1 + +en)/2 Anl + 1/2

Przy pomocy powyzszych wartosci tworzymy wyrazenia dla
odlegtosci odnosnych punktéw (indeksy u dotu informujg o
tym ktdre punkty wykorzystano): dQok d~, d~, dQI, d.~.

Na podstawie wzoru 09) 1 (20) otrzymujemy

do, - Oyq > df = -AS/A . [iby

Na podstawie wynikéw rozdziatu | pracy D] mozna napisac

1/Anl = C1-1/3%)(L-1/X3) e e eee e eeee - - Dn 22)
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przy czym w wspodczynniku D” ujeto wyrazenia, ktore w
rozwazaniu nie odgrywaja roli.

Wynika stad, ze jezeli chodzi o przeregulowanie, brak
przeregutowania (minimalne przeregulowanie) otrzymujemy w
przypadku, gdy spednione jest co najmniej jedno z rownan
» 31,1 =2,,,.n podobnie jak w przypadku roéwnania (1),

Do podobnego wyniku doszlibysmy, podstawiajac w row-
naniach prostych otrzymane z drugiej krzywej, ograniczajg-
cej obszary dyskutowane, zaleznosci miedzy wspodrzednymi,

Do nieco innego wyniku dochodzimy, uzywajac punktow ob-
liczonych réoznymi metodami, wiec dla

dol = -
23)

d10 - (Cen - ™o + D* (n-1)

Pierwszy wyraz tych wyrazen otrzymujemy przy pomocy row-
nan (19) 1 (20), drugi stad, ze jezeli chodzi o pozostate
wspotrzedne punktéw, to w jednym przypadku sa one przyjete
rowne zeru, w drugim réwne 1, Poniewaz tych wyrazéw jest
n-1, stad- wartos¢ drugiego wyrazu réwnan (23),

Wyrazenia (23) maja te whasnos¢, ze podstawienie w nich
jednego lub kilku®"warunkow typu dyskutowanego wyzej, daje
na obie odlegtosci wartos¢ n, wiec rdézng od zera, Nasuwa
sie pytanie czy takie przypadki dadzg sie zrealizowac? Je-
zeli przyjrzymy sie wspodczynnikom kierunkowym rzutédw po-
szczegolnych osi temperaturowych, jak zmieniaja sie one,
gdy zblizamy sie do réwnosci dwu lub wiecej wyk#adnikéw
3N widzimy, ze osie te zmieniajg swoje nachylenie i mogg
dazy¢ do potozenia réwnolegtego do prostej, #*aczacej punk-
ty Pj 1 7?2» Poniewaz kazda taka prosta nie bedac roéw-
nolegta do prostej Przeciik obie krzywe ogranicza-
jJace pole oscylacji, wiec dazac do potaczenia réwnolegtego
przy rownoczesnym sptaszczaniu sie krzywych daje punkty
przeciecia coraz bardziej zblizajagce sie do punktéw P™ i
Pgo Oba punkty bytyby wiec osiggane, gdyby proste te prze-



Stan ustalony oscylacji temperatury w uktadzie«,, 9f

chodzity przez poczatek ukd+aduO W tym wiec przypadku waru-
nek podany wyzej prowadzitby do maksymalnej odlegtosci
punktow przeciecia8

5, Uogo6lnienia metody

W pracy EU przedyskutowano réwniez zastosowanie metody
wyznaczania stanu ustalonego oscylacji do innych przypad-
kow?

1, Gdy temperatury poczatkowe ciat uktadu sg rézne od
temperatury otoczenia,

2, Gdy temperatura otoczenia zmienia sie jednostajnie z
czasenm,

Gdy moc zrédta zmienia sie liniowo z czasem,

Gdy ukdad jest opisany innymi statymi w przypadku
ogrzewania, innymi w przypadku ostygania,

5, Gdy ukdtad opisany jest nieliniowymi réwnaniami.
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yCTAHOBWBCMECa TiMIIEPATYPHHE KOJIEBAHHIl 3 JMHEOHHX CHCTEMAX
MVEKTHHX la  OTEHEHM C30BQHH

Pe3» Me

B CTaTte ngHBogjiTCH BTopsH hhctb NgadoTH, KOTopofl nepB&H hsctb OHlia yxe neaa-
TBHa C2J. paccwaTpiiBaeTCfl npodlieMa ocioiJUHmtit ¢ onossameM h <5ea ono3saHHH.
BTopHe ho Moryr cyuecTBOBaTB b JuiHeitHHX CHCTeMax. Jjih ocuhjwhuhz ¢ ono3flaimeM
paccwaTpmaarcH cjeayumHe  npodlieMH, Bazme jum ycTaHOBHBmerocH coctohhhh:

t) npoGaieMa nepeperyampoBamiH,

2) BpeMH, noTpeOHoe ara AocTraceinw ycTaHOBmerocH coctohhhh,

3) npeaeaw, b KOTopac h3Mbhibotch TeMnepaTypH Bcex n  Teai b ycTaHOBrameMca
QCCTHHH

4) nepHoa ycTaHOBHBnmxcfl Koae”amdt.

STEADY STATE OP TEMPERATURE OSCILLATIONS IN A LINEAR
SYSTEM WITH n DEGREES OP FREEDOM

Summary

This reprint is the second and moat Important part of the
paper, the first part of whioh was previously published
[2], Here is the problem of oscillations with and without
retardation discussed. The first ones can only persist in
a steady state in a linear system. For the oscillations
with retardation there were discussed the following pro-
blems, Important for the steady statet

1) the problem of overcontrol,
2) the time necessary for achieving steady state,

3) the limits of temperature variation of each of n
system components,

4) the period of steady state oscillations.



