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WYZNACZENIE OPTYMALNYCH ROZMIAROW
PIONOWEGO PIERSCIENIOWEGO KANAtU
W MATERIALE CHLODZONYM PRZEZ. KONWEKCJA SWOBODNA

Streszczeniea W pracy rozpatrzony zostat
problem stabilnosci konwekcji swobodnej w
pierscieniowym kanale pionowym» Wyznaczone,
zostaty krytyczne wartosci liczby Rayleigha.
(Ra), ponizej ktorych nie jest mozliwe roz-
winiecie sie konwekcji swobodnej w kanale»
Zagadnienie zostato rozwigzane metoda Ga-
derkina rozwigzywania rownan rozniczkowych»
Obliczenia cyfrowe przeprowadzono dla réz-
nych stosunkéw x promienia zewnetrznego do
wewnetrznego kanatu celem zbadania wp¥ywu
tego stosunku na warunki stabilnosci konwek-
cji.

1, Roéwnania podstawowe

Rozwigzywanie zagadnienn stabilnosci konwekcji swobodnej
zostato zapoczatkowane przez Rayleigha, ktory jako pier-
wszy obliczyt krytyczna liczbe (Ra)k dla poziomej warstwy
ptynu. W okresie pézniejszym przeprowadzono obliczenia dla
szeregu innych czesto spotykanych geometrii. Ukazato sie
rowniez kilka prac doswiadczalnych potwierdzajacych obli-
czenia teoretyczne [3]a Z punktu widzenia praktycznego ko-
nieczna jest przede wszystkim znajomosS¢ warunkow, w ja-
kich zachodzi utrata stabilnosci»

Romanow badat konwekcje swobodng w kanale zamknietym od
dotu w obszarze (Ra) > (Ra)k. Problem ten zwigazany byt z
chtodzeniem dopatek turbin, Zuchowicki opracowat szereg
rozwigzan dla cylindrow poziomych i pionowychO Jedynie w
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przypadku cylindra pionowego dla symetrycznych rozktadéw
predkosci podaje drugie przyblizenie. Beckmann wyznaczy4
doswiadczalnie wartos¢ (Ra)™ dla poziomego kanatu pier-
Scieniowego. Podat jednakze tylko jedng wartos¢ nie uza-
lezniajac jej od rozwartosci kanatu..

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie pierscieniowy kanat
cylindryczny o nieskoriczonej dtugosci, ktdérego oS symetrii
usytuowana jest pionowo. Kanat wypedniony jest plynem nie-
scisliwym. W przypadku, gdy temperatura phmnu, jest jedna-
kowa we wszystkich punktach, znajdowaC sie on bedzie w
spoczynku. Istnieja jednak, warunki, przy ktorych pkyn moze
znajdowa¢ sie w spoczynku nawet woéwczas, gdy temperatura
jego nie jest stata we wszystkich punktach,

W wyniku przeprowadzonych eksperymentow stwierdzono
istnienie krytycznych gradientow temperatury, ponizej kto-
rych nie jest mozliwe rozwiniecie sie konwekcji swobodnej,
a przeptyw ciepta odbywa sie jedynie przez przewodzenie,»
Przeprowadzono dok#adne obliczenia tych gradientow DJ,

[6) dla wielu czesto spotykanych ukfadéw.

Rownania opisujgce proces maja postac::

N+ (W) VTa - 1Vp -V rot rot 'W- Gg-(t - tQd)

div '\T= 0 (@))
H + (wW)(t - tod) =av2 t

W dalszym ciggu oznacza¢ bedziemy t-—tQd 3-t. Jezeli

ptyn ma znajdowa¢ sie w stanie ustalonym, zatem muszag byc¢
spetnione

QT ~ Ot n ,O\
<TF = °" m 0 <2)
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Jezeli ponadto istnieje rownowaga [t = t(r) =t (r), P =
= p(r) = P<,(M] » to réwnania (1) przyjmg postac

-¢-Vp -0g tQ - 0; SR tQ =0 €))

Z pierwszego rownania (3) wynika, ze gradient temperatury
musi by¢ wszedzie réwnolegdy do wektora ¢~ Zatem

VtQ = - AO(r) k )

gdzie k jest jednostkowym wektorem skierowanym wzdduz
osi z w gireg, Znak - w réwnaniu (4) nie wynika oczywi-
Scie z rownan (3), przyjety zostat jedynie po to, by uzy-
ska¢ poprawny wynik koncowy.

Drugie rownanie (3) wraz z réwnaniem (4) daje w wyniku
iT.VAo(7)=0 ®)

Skad wynika, ze
Ao~ a Ao

Zatem réwnowaga w ukdadzie mozliwa jest jedynie w przypad-
ku, gdy

Vt »>- AT @

Ze wzgleddéw praktycznych istotne jest znalezienie warto-
éci A, poniewaz dla wartosci IVt| <A wszelkie zabu-
rzenie w plynie musi zanikaC¢ i rozwiniecie sie konwekcji
swobodnej nie jest mozliwe. Dla |yt] - A mozliwe jest
zrealizowanie w ptynie stanu ustalonego, tzn, zaburzenia
wprowadzone do ukdadu ustalajg sie.



100 Jerzy Tomeczek

Istnieje nieskonczona [4] ilos¢ wartosci A, ktére
spetniaja rownania (3). Poniewaz tworzg one ciag pojedyn-
czy, zatem tdumienie konwekcji mozliwe jest jedynie poni-
zej najmniejszej z nich. Wyznaczeniem tej wkasnie wielkosci
zajmowaC sie bedziemy obecnie.

Niech pQ, t oznaczaja cisnienie i temperature w pky-
nie w stanie spoczynku. Natdézmy na stan ustalony pertur-
bacje tak, ze

t=1W+ 7t p=pQ+p ®

Rownania (1) przyjma, po odrzuceniu makych cztondw, postacs

’1Vp /v rotrot w - 65{

div V[ = 0} + Wt =aVv2 t ©

Jezeli mozliwa jest rownowaga, to rownania te mozna zapi-
sac

1 7/ » NN
- r~rVp - V rot rot "'W- (t*=0
(10)

div w =0j wW)ts aVv tf

Na granicy ptynu i ciata statego musza by¢ spednione wa-
runki

gdzie c dotyczy ciala statego, zaS n kierunek normalny
do granicy ptynu 1 ciata statego.
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Rownania (10) wraz z warunkami (11) okreslajga rownanie
Eulera nastepujacego operatora W . H

J a N)2 + (Brad R<B (12
V

przy warunkach dodatkowych
K=J K =wthdV = 1j div'\i=0 @

Jezeli operator (12) osigga minimum, to osigga je roéwniez
operator-

53 3J (-Vrot T)2 + (grad t)2 +

v 1
N Kk ,nt+Ff2 grad poVrav a4

gdzie mnozniki Lagrange*a oznaczajag

Vi-+/3g, 72 ="58 s

Obliczajac pierwszg wariacje operatora (13) mamy
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Jezeli zatem operator (12) ma osiagna¢ ekstremum musi byc¢
spednione

Vrot rot T + t+”~ =0

(16)
ay2 V+ Ag k . w'=0

Wykazalismy zatem, ze rozwigzywanie roéwnan (10) przy
warunkach (11) jest rownowazne poszukiwaniu ekstremum ope-
ratora (12).. Powigzanie zagadnien konwekcji swobodnej z
-zagadnieniami rachunku wariacyjnego zostato wykorzystane
przez Zuchowickiego,poprzez zastosowanie metody Galerkina
rozwigzywania roéwnan rozniczkowych, wywodzacej sie bezpo-
Srednio z rachunku wariacyjnego. *

Jezeli rozpatrywa¢ bedziemy czystg konwekcje swobodna,
to réwnania (10) przyjmg postac

an

Przy czym w = k w,
W dalszym ciggu pomija¢ bedziemy indeks prim.

2. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego

Rownania (17) nalezy rozwigzac¢ przy nastepujacych warun-
kach brzegowych:.
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gdzie;
R ¥ Rj - wewnetrzny i zewnetrzny promien kanatu.

Réwnania (17) rozwigzane zostang metodg Galerkina.
Niech

1 P* eee

bedzie ciagiem funkcji ciagtych wraz z pierwsza pochodng w
przedziale Rq, R™, spedniajacych warunki brzegowe (18) 1

liniowo niezaleznych. Rozwigzania poszukiwa¢ bedziemy w
formie

T 19
=1

gdzie n oznacza n-te przyblizenie.
Wprowadzamy obecnie zmiemg..

£E=8MNi<4<i 0)

gdzie e= RJZ Podstawiajac rownania (19), (20) do (A7)
o

otrzymamy
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Stale M 1 P “wyznaczamy z warunkéw brzegowych (18) dla
= Zakozmy, ze

Xt = (A - £2)(tFE- DA - (3

Rysunek 1 przedstawia graficznie przebieg powyzszego wyra-
zenia poprzez réwnanie (19)#

Rys, 1, Pionowy kanat pierscieniowy

Jezeli pierwsze z rownan (17) pomnozymy przez
(k =0,1,2,,,n) to otrzymamy po catkowaniu

Jgfi t fbdv +WAry2wdvV =0 24)
Vv Vv
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Niech (réwn, (22))

Zatem rownanie (24) przyjmie postac
1 1
=0 (25
1
i >
gdzie:

g/3AQ r|
(26)

Poniewaz Kk przyjmuje n wartosci, zatem rownanie (25)
mozna przedstawie w postaci

ec-o @n

gdzie:

P Ka)Y0,0,56+X0,0,9c3*** & Ka”Zn 10,3+Xn,0,3«l

Q- @28)

za$ wspodrzednymi wektora C sg wspokczynniki c. réwna-
nia (19

c = (29)
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wektor C jest niezerowy, jeZeIi|Q| = 0, Warunek ten
okresla réwnoczesnie krytyczny gradient temperatury za po-
moca liczby (Kaj®™. Pierwsze przyblizenie okresla réwnanie

K[ 3 €Y
0#0 , X

Rozwigzanie réwnania |Ql s O prowadzi kazdorazowo do za-
gadnienia poszukiwania pierwiastkéw wielomianu stopnia nf
przy czym n oznacza numer kolejnego przyblizenia.
Funkcja <pv okreslona réwnaniem (23) posiada miejsca
1 -1/2 - o -
zerowe w punktach: 1, @ T / . Trzecie miejsce nie jest

state lecz zalezne od rozwartosci kanatu, czyli od stosun-
ku R-|J/Rq, Liczbe T wyznaczamy z réwnania ciggtosci

strugi piynu
7
JWo - £2)Bet- 1))@ - TE2)dE . o G
1

P

Po wykonaniu dziakan uzyskuje sie nastepujgce wyrazenie

2 1 11 _LJL
15* " 4 *6 ? " 20 X4
2 2 J..L I 1 ( J
35 2 +20 ™M * 210 "6

Z powyzszego wyrazenia wynika, ze T zmienia sie w gra-
nicach od 2,333 (X =00) do 1 (ae= 1),

Wyrazenia okreslajagce X 1 Y wyprowadzone zostaly w
sposéb ogolny dla dowolnego wskaznika i, k (réwn, 28)
oraz dowolnej liczby X « Ze wzgledu na ich rozmiary wyra-
zenia te nie zostang podane, nie mieszczg sie bowiem na
dwéch stronach arkusza A4* *

Obliczenia cyfrowe przeprowadzono na maszynie cyfrowej
UMC dla wartosci X od 1,2 do 10, jako najczesciej wyste-
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pujace w praktyce. Otrzymane wyniki pierwszego przyblize-
nia zostaly przedstawione na rysunku 2.

Rys, 2, Zaleznos¢ pierwszego przyblizenia liczby

rozwartosci kanatu

Analiza pierwszego przyblizenia pozwala na wyciggniecie
wtasciwych wnioskéw na temat najkorzystniejszego ksztaktu
kanatu oraz poréwnac¢ otrzymane wyniki z wynikami dla kana-
46w o innej geometrii. Znajomos¢ liczby (Ka)® pozwala na

obliczenie krytycznego gradientu temperatury w kierunku

osi z. Wazna jest rowniez krytyczna liczba Reyleigha
(Ra), ktora nie jest réwna liczbie (lid) mimo Zze okreslo-
ne sg przez podobne wyrazenia.
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Liczba Rayleigha ma postac
(Ra) = 33

gdzie 1 jest charakterystycznym wymiarem. W rozpatrywa-
nym przypadku nalezy podstawi¢ 1 » R. - RQ. Krytyczng

liczbe Rayleigha otrzymujemy zatem w postaci

®ii- = Kk @ - D4 G

Rys. 3« Zaleznos¢ krytycznej liczby Rayleigha od zawarto-
Sci kanatu

Rysunek 3 przedstawia zaleznos¢ (Ra)v. od rozwartosci
P kanatu. Graniczna wartos¢ liczby Rayleigha w przypadku
H— 1 nie zostata wyznaczona, gdyz dla bardzo makych war-
tosci I trudno byto uzyska¢ wkasciwg doktadnos¢ wspétczyn-

nikbw X oraz YV,
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3. Wnioski

Przeprowadzone w niniejszej pracy obliczenia wskazujg na
istnienie silnej zaleznosci warunkéw przy ktérych rozwija
sie konwekcja, od rozwarcia X kanatu. Okazato sie przy tym
ze wartosci af 1,7 sa najkorzystniejsze ze wzgledu na
mozliwos¢ powstania pradéw konwektywnych.

m W przypadkach zatem, gdy liczba Rayleigha jest mala,
wykorzystanie tego faktu, podczas projektowania kanatow
chdodzonych w sposdb naturalny, moze znacznie poprawi¢ wa-
runki chlodzenia«x, Nalezy réwniez podkresli¢ fakt, ze w
przypadku bardzo cienkiego rdzenia wewnetrznego (3€78)
nie uzyskuje sie.poprawy w stosunku do przypadku kanatu
bez elementu wewnetrznego (pierwsze przyblizenie [63
(Ra)k = 480). Roéwniez dla wartosci 31 bardzo bliskich jed-
nosci plyn staje-sie bardzo stabilny.

Poniewaz rozwazano symetryczne wzgledem osi z (rys. 1)
perturbacje, zatem krytyczna liczba Rayleigha nie zalezy
od wspotczynnikow przewodzenia ciepta ciata statego i pty-
nu, co jest zgodne z wynikami uzyskanymi przez Zuchowic-
kiego.

Rysunek 2 umozliwia d#atwiejsze analizowanie wkasciwosci
kanatu, gdyz wymiar geometryczny wystepujacy w liczbie
(Ka)™ jest promieniem zewnetrznym. Ekstrapolacja wykresu
dla wartosci F*<1,2 pozwala szacunkowo oceni¢ wkasciwo-

sci kanatu, podczas gdy z wykresu przedstawionego na rys.
3 jest to znacznie trudniejsze.

Wazniejsze oznaczenia;

- wspétczynnik przewodzenia temperatury,

- gradient temperatury w kierunku osi z (rowmn.4).
przyspieszenie sidy ciezkosci,

- temperatura,

- predkosce,

- cis$nienie,

(Ra) - liczba Rayleigha (réwn. 34),

T = +Q > o
I
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\Y - kinematyczny wspétczynnik lepkosci,
/B -wspékczynnik rozszerzalnosci termicznej phynu,
X - wspotczynnik przewodzenia ciepla,
*E -rozwartos¢ kanatu,
q - gestosc,
V - czas,

( ) -dotyczy parametréow w stanie réwnowagi,
() N - dotyczy odpowiednio dobranego stanu odniesienia.
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THE OPTIMUM GEOMETRICAL PARAMETERS OP THE NATURAL CONVEC-
TIVE COOLED ANNULAR VERTICAL DUCT

Summary

In this paper the natural convection stability problem in
the annular vertical duct has been considered. The criti-
cal Rayleigh number for various ratios of the outside and
inside duct radiuses is evaluated. The Galerkin method has
been applied for soliution of this problem.



