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Streszczenie. Wskazano metodę umożliwiającą wy­
znaczenie podstawowego rozwiązania pierwszego za­
gadnienia brzegowego stacjonarnego przewodzenia 
ciepła w oparciu o wyniki rozwiązań numerycznych.

Podany sposób w wielu przypadkach może być wy­
korzystany w zagadnieniach z trzecim warunkiem 
brzegowym.

Podstawą wyznaczenia rozwiązań fundamentalnych 
mogą być również wyniki pomiarów pola temperatur, 
przeprowadzonych na obiekcie rzeczywistym lub 
modelu.

WSTęP
W wyniku przybliżonego rozwiązania równania Laplaoe*a metodą 
różnic skończonych, otrzymuje się wartości ’liczbowe tempera­
tur w badanym obszarze, odpowiadające konkretnie określonym 
liczbowo warunkom brzegowym. Jeżeli wartości liczbowe określa­
jące warunki brzegowe zadania ulegają zmianie, to proces roz­
wiązywania numerycznego należy powtórzyć.

Podobnie, pomiary pola temperatur obiektu rzeczywistego 
lub pola modelu - w przypadku badań metodami analogii eks­
perymentalnej, winny być wykonane ponownie, przy zmianie wa­
runków brzegowych.

W pracy niniejszej podano metodę umożliwiającą dla pewnych 
przypadków uogólnienie wyników rozwiązań szczególnych. Okreś­
lenie rozwiązania podstawowego dla badanego obszaru, pozwala 
na wyznaczenie pola temperatur przy różnych liczbowo warun­
kach brzegowych.
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1. UOGÓLNIENIE ROZWIĄZAŃ PIERWSZEGO ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO
Niech w ograniczonym obszarze płaskim G poszukiwane będzie 
rozwiązanie równania różniczkowego Laplace*a

a2# . d2# n ^\— * + — o = o* ii;0x 0y

spełniające na brzeguj1 warunki określone na n częściach 
brzegu równaniami

= tfc; k = 1,2,...,n (2)

przy czym J1,, + T2 +...+ Tn = T  .

Załóżmy, że obszar G można aproksymować obszarem siatko­
wym G^, a brzeg r  brzegiem [i]. Zastępując równanie (1)
równaniami różnicowymi otrzymujemy dla wewnętrznych węzłów
P j . obszaru siatkowego równania różnicowe:

^ifj = i (^i+i,j+ 4 , j + i+ V i , j + ^i.j-i5» (3)

a dla węzłów położonych na brzegu warunki:

^i,j;k = *k Ł = (4)

Zakładamy przy tym, że przynajmniej dla jednej pary wskaźni­
ków k’ i kff:

*i * V  (5)

Ilość równań (3) jest równa liczbie węzłów wewnętrznych. 
Podstawiając do równań (3) wartości określone równaniami (4) 
otrzymujemy układ równań o ilości niewiadomych równej liczbie 
równań w układzie. Rozwiązując ten układ metodą eliminacji
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n
(6)

k»1

gdzie:
- współczynniki liczbowe zależne tylko od obszaru G^ 

1 jego podziału, przy ozym

Przy dużej llośól węzłów siatki, bezpośrednie rozwiązanie 
układu (3) 1 sprowadzenie do postaol (5) jest trudne rachun­
kowo, dlatego przy rozwiązywaniu równań różnicowyoh stosowane 
są metody pośrednie, np. Iteracji Llbmana lub relaksaoji [1].

W pracy niniejszej wykażemy, że jeżeli znane są rozwiązania 
uzyskane dowolną metodą numeryczną, albo metodą analogii eks­
perymentalnej lub z pomiarów n-1 zadań określonych w nie­
zmiennym obszarze G^» przy różnych n-1. zespołach warunków 
brzegowych (4), to znależó można rozwiązanie podstawowe, umo­
żliwiające wyznaozenle wartości ^  j dla dowolnego zespołu 
warunków brzegowych (4).

Nleoh znane będą rozwiązania n-1 zadań przy różnych wa- 
runkaoh brzegowyoh:

n
(7)

k-i

■#i,j;k ■ t£ - war dla s « 1 , 2
(8)

przy k - 1,2,...,n
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Zakładam/ ponadto

* 0 (9)
• •

1 1 . . . 1

Ze wzoru (6) otra/nuJem/ dla każdego zespołu warunków 
brzegowyoh, dla dowolnego punktu węzłowego wewnętrznego

k-1

s * 1,2,#*»,n—1

Przekształoająo równania (10) otrz/mujeo/ wraz z równaniem 
(7) układ u równań liniowyoh nieJe dnorodnyoh o n niewia­
domych , a2,..., aQ :

n
( 1 0 )

n

k*1
(11)

n

k*t

Odpowiadający układowi (it) - układ Jednorodny

n

(12)
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n
2_i a. * 0, (12)
k»1 K

posiada przy spełnieniu warunku (5) i ze względu na (9), tyl­
ko rozwiązania zerowe* Zatem układ (11) jest niesprzeozny i 
posiada jednoznaczne rozwiązanie*

Określone z rozwiązania układu (11) wartośol a1, a a Q 
stanowią współczynniki liczbowe, które podstawione do wzoru 
(6) dają podstawowe rozwiązanie problemu dla dowolnego zespo­
łu warunków brzegowych typu (4).

Praktyozne znaczenie może mieś również analiza rozwiązań 
zespołu zagadnień, w których występuje ozęśoiowa zmiana warun­
ków brzegowyoh (4). Zakładamy, że spośród n warunków zmianie 
ulega m warunkom (m<n), a pozostałe są ustalone. Mamy więo:

^i,j{k * łk a r a x  V I Z S  s * 1»2»*»»»8 (1 3)
dis Ic **

^i j;k * *k * ldem przy 8 * (14)
dla k * m+1,m+2,...,n

Dalej rozpatrzymy osobno przypadki: m<n-2 oraz m * n-1.
Jeżeli przy m<n-2 znane są rozwiązania numeryczne m+1 

zadań, odpowiadających warunkom (13) i (14) przy s=1,2.... 
...,m+1, dla których

‘i t2 « » » 1

t2̂2 » » » 1
ł o, (15)

.m+1
*1

.m+1 e e • ^m+1
m 1

to otrzymaó można rozwiązanie podstawowe odpowiadające dowol­
nemu liczbowo zespołowi warunków (13) i (14).
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Z prBekastałoenla weoru (6) otraymujemy dla każdego zespo­
łu warunków (13), dla dowolnego punktu woalowego wewnętrznego:

*i,i - Ż  “k »i <16>k-1'

s * 1,2, •«.. , m+1 

W»<5r powyższy nożna saplsaó w postaolt

- ś  «k * i ♦ i :  »k »i <17>
k»1 k-m+1

a •  1 ,2 , • • •  , n+1 

Z warunku (14) wynika: 

n
y ]  *k *k " ld*®» *TB7 ® ■ 1»2,•••,■+ 1, (18)

k-a+1
• • 

eo pozwala aa wprowadzenie oanaosenla:

W  Ż  <19)k-«+1

Z układa (17) uwsglfdaiająo (19) otrzymujemy układ alge- 
bralosnyoh równań liniowyoh:
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Wialkośoiami niewiadomymi w po wyż a Bym układnie są , a,2 »••• 
... a0, an+1. Można wykazad, ż® prey spełnieniu warunku (15) 
układ (20) posiada jednoznaczne rozwiązania.

Rozwiązanie podstawowe dla punktu s badanego obsza-
zu, przy dowolnym zespole warunków (13) 1 ustalonych warun­
kach (14), określa wzór:

^i»3 ^ ak Ś: + a m+1*

gdzie :
®k» ®B>1 -> pierwiastki układu równań (20),

V omawianym przypadku istotne uprossoeenie obliczeń, w po­
równaniu s problemem s oałkowlole smiennyml warunkami brzego­
wymi (8), uzyskuje się dla a < a  - 3, Pr By m * n - 2 mamy 
bowiem: m + 1 « a - 1 , a  więo iloóó równań identyczną jak 
przy m » n,

V przypadku n .« n - 1 konieozna jest również znajomeśó 
rozwiązań n - 1 zadań odpowiadaJąoyoh warunkom (13) 1 (14) 
przy s ■ 1»2,|,|, ,,m. Zagadnienie to można więc sprowadzió do 
problemu z całkowicie .zmiennymi warunkami brzegowymi (8), 
mimo że

tg,« idem dla s « 1,2,...,n -1 (22)

Warunek (9) musi oczywiście byó spełniony z uwzględnieniem
(22), Podstawowe rozwiązanie zagadnienia otrzymujemy w posta­
ci wzoru (6),

2. UOGÓLNIENIE ROZWIĄZANIA TRZECIEGO ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO
Nieoh w ograniczonym obszarze płaskim G poszukiwane będzie 
rozwiązanie równania (1), spełniające na brzeguT  warunki 
określone na n częściach brzegu równaniami:

- %  j|L s, c c ^  ( t - tk ), k - 1,2,,,,,n, (23)
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Aproksymując obszar rzaozywi8ty obszarem siatkowym Gfa i 
zastępując równanie (1) - równaniami różnicowymi, a warunki
(23) - warunkami różnicowymi, otrzymujemy dla punktów węzło­
wych wewnętrznych P. , - równania (3), a dla punktów brze-

* *gowyoh Pffl n ” równania:

<i% * b . . “d>. . + b t , (24)vm,n Z _  i,j i,j m,n m,n*

gdzie:

b. .# b_ _ - współczynniki liczbowe. i,jr m,n
Współczynniki b. .» ł> „ zależą od obszaru G, oraz liczb_ -lfj WfU U

Biota (por.np. [3J):
h oc. h

» i2’)

przy czym
Z  bi,j + bm,n - 1* (26)
i, i

Z układu równań (3) 1 (24) można otrzymać drogą eliminacji 
dla dowolnego punktu węzłowego z badanego obszaru, wzór
określający wartość: funkcji w postaci:

V Ż a* v  (27)b t

gdzie:
- współczynniki liczbowe.

Współozynniki â , zależą od Gfa i od liczby Bi^, przy 
czym
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Jeżeli znane są rozwiązania n-1 zadań w określonym obsza­
rze G^, przy różnyoh n-1 zespołach warunków brzegowych (23) 
przy czym zmiana tych warunków ogranicza się tylko do zmien­
ności t^, to znaleźó można rozwiązanie podstawowe umoliwia- 
jąoe wyznaczenie funkcji - dla dowolnego zespołu warunków
brzegowych (23), przy ustalonych oc ̂  i Xi.

Przy warunkaoh

« idem dla s ■ 1,2,...,n - 1 (29)
przy k * 1,2,...,n,

A« * idem 

mamy oczywiście

Bij - idem. (30)

Współozynniki zależą więc w tym przypadku wyłącznie
od obszaru G. .hPrzeprowadzając rozważania analogiczne do przytoczonych 
w par* 1 można otrzymaó równania analogiczne do (11), pozwa­
lające wyznaozyó wartości liczbowe współozynników a^ wy­
stępujących we wzorze (27).

Podobnie, przy częściowej zmiennośoi wartośoi t^ - wystę- 
pująoej w warunkach (23) - analogicznej do (13), (14), otrzy­
mujemy ukłąd równań odpowiadający (20) przy m< n-2 lub (11)
przy m * n-1. W tym ostatnim przypadku obowiązuje wzór (27),*
a dla m < n-2:

X !  ak \  + am+1 3̂1)
k-1

Można wykazaó również, że wzory (27) i (31) będą ważne przy 
analogicznych ograniczeniach dla zadań z mieszanymi warun­
kami brzegowymi pierwszego i trzeciego rodzaju.
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3. PRZYKŁAD WYZNACZANIA ROZWIĄZANIA PODSTAWOWEGO
W pracy [2] przytoczono przekłady wyznaczenia metoda tai analo­
gii elektrycznej pola temperator w przekroju poprzecznym ło­
patki turbiny gazowej chłodzonej wodą* Jedno z uzyskanych 
tam rozwiązań pokazano na rys. 1a„

Rozwiązanie to odpowiada warunkom brzegowym (23)» na brze- 
gaoh wewnętrznych przy t^ ■ 45*..75°C 1 na brzegu zewnętrznym 
przy tj - 954°C.

W oparolu o powyższe dane znajdziemy rozwiązanie podstawo­
we^ dla dowolnych wąrtośoi t1 1 t2 przyjmując» *e współ- 
ozynnlkl wnikania ciepła 1 o C ^ na brzegach wewnętrznych 
1 zewnętrznych nie ulegają zmianie oraz zakładając stały 
współozynnik przewodzenia olepłaĄ*.

Dla dowolnego punktu P̂ ,?p mamy s równań (11):

(32)

Przyjmując zgodnie z warunkami zadania

- 60° C, 954° C (33)

otrzymujemy z układu (32)

Zatem dla dowolnego punktu P«,? przy warunkach oharaktery- 
zująoyoh się wartościami t*t otrzymujemy z (27):
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Rys. 1. Rozkład temperatur w przekroju poprzecznym łopatki tur­
biny gazowej chłodzonej wodą (

a - wyniki z pomiarów metodami analogii elektrycznej przy t^»
■ 45...75°C i t2 ■ 954°C; b - wyniki obliczeń przy t., ■
* 53°Cf t2 * 760°Cj o - wyniki pomiarów metodami analogii elek-

tryoznej przy t^ ■ 40...65°C, t2 ■ 760°C.
Uwaga: dla punktów oznaczonych znakiem brak wyników w ma­

teriałach źródłowych [2] ).
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(34)

Dalej przeprowadzono obliczenia dla punktów zaznaczonych 
na rys. 1a, przy warunkach:

Obliczenia wykonywano przez podstawianie do wzoru (34)

Przy warunkach określonych równościami (35) otrzymujemy:

Wyniki obliczeń dla punktów zaznaczonych na rys. 1a, przy 
warunkach (35), zestawiono na rys. 1b. Dla porównania rezul-

t| * 760°C, tj. odpowiadających (35).
Rezultaty uzyskane sposobem opisanym w niniejszej pracy 

oraz metodą analogii elektrycznej wykazują dużą zgodnośó.

4. Uwagi końcowe
Opisana metoda umożliwia uogólnianie rozwiązań szczególnyoh, 
zadań związanych z wyznaczaniem pola temperatur. Uzasadnie­
nie metody oparto na rozwiązaniach uzyskanych metodami różnio 
skończonych, jednak droga na której uzyskano rozwiązania ba­
zowe jest nieistotna dla procesu uogólnienia.

t* - 53°Cj - 760°C. (35)

wartośoi odpowiadającej badanemu punktowi, a odczy­
tanej z rys. 1a, Za t* i t| podstawiono t^, t| według (35).

Np. dla punktu P1^1 o temperaturze ■ ¿50 °c otrzy­
mujemy z (34):

^1,1 “ 0,7875 t* + 0,2125 tj

tatów obliczeń podano na rys. 1o wyniki uzyskane w [2] metodą 
analogii elektrycznej, przy warunkach t? * 40...65®C,o n •
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Wydaje się, te opisany sposób może byó szczególnie dogodny 

przy uogólnianiu wyników po«larów eksperymentalnych. Pojedyn­
cze pomiary na oblekole rzeozywistym pozwolą na zbadania 
przebiegu analizowanego zjawiska w róśnyoh warunkaob.

Aczkolwiek nie przeprowadzono szczegółowej ooany do kła dno - 
óoi wyników uzyskanyob aa podstawie uogólnienia« naloty przy- 
puszozaó« te błąd rozwiązań Jest porównywalny z błędem roz­
wiązań bazowyob.

Obliczenia związane z poszukiwanie« rozwiązań uogólnionyeb 
są nieskomplikowane, szoeególnie w przypadkach gdy llośó 
brzegów - n, z różnymi warunkami Jest mała. V zastosowaniach 
praktycznych tego rodzaju zagadnienia osęsto występują.

Opisana metoda mote byó stosowana równiet dla obszarów 
nieJednorodnyoh« w któryoh współozynnik przewodzenia oiepła 
nie Jest w oałym obszarze Jednakowy« a takte dla olał anizo- 
tropowyoh.

Wydaje się motllwe rozszerzenie opisanej metody na pewne 
przypadki zagadnień niestaojonarnyoh.
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OBOBUIEHME PE3MbTAT0B HMCJIEHHQT O PEIDEHKH
MJIK 3KCHEPHMEHTAJI ŁHOr O HCCUIEflOBAHHfl CTA1ÎMOHAPHHX
TELBEPATyPHHX IIOJIEE

P e 3 d m e

IlpejyiaraeTCH ueTORHKa onpe*eaeHHH $yHRaueHTaJibHoro pemeHHa 
□epBott RpaeBOtt saRauii CTanHOHapHOfl TenjionpoBORHOCTit, Ha ocho- 
Be H3BecTHHx HacTHitx pemeHHft 3aRa*iii. ripeRaoaceHHbïK motor bo 
MHOTHX CJiyiaflX MOXeT ÔHTb HCQOJt bSOBaH RJIH BOnpOCOB CBH3aHKHX 
C KpaeBHMH yCROBHHMM TpeTbero pORa. '

B KaaeCTBe ochobhhx rbhhhx rrh onpeReaeHHH $yHRaueHTaabHO- 
ro pemeHHH uojcho Hcnoxb30BaTb uacTHHe pemeHiia noxyneHHLie npo- 
H3B0R bHUM UHCReBKiM M6T0R0M, HRH MeTOROM SJieKTpOMORejIHpOBaHHH 
a Taxxe pe3yjibTaTu odbithux KCcaeROBaHHtt.

IIpiiBeReH HHCJteHHHtt npHMep onpeRexemui TeMnepaTypHux noaefl 
b oxxaxRaeMoft boroH aonanee ra30B0fl typ6hhh.

GENERALIZATION OP RESULTS OP THE NUMERICAL SOLUTION OR 
EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF STEADY HEAT-CONDUCTION PROBLEMS

S u m m a r y

A method Is presented for determination of fundamental solu­
tion of first boundary-ralue problem based at the partioular 
solution of the problem. The method oan be used In many oases 
which oonsider the third boundary-ralue problems.

As the baokground for determination of the fundamental so­
lution oan be taken particular results obtained by the arbi­
trary numerical method, or by eleotrloal analogy technique, 
or by experimental measurings.

The numerical example of computing temperature distribu­
tion through oross-seotlon of water-cooled turbine blade is 
presented.


