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UOGOINIENIE WYNIKOW ROZWIAZAN NUMERYCZNYCH I POMIAROW
EKSPERYMENTALNYCH ZAGADNIEN USTALONEGO IRZEWODZENIA CIEPLA

Streszczenie. Wskazano metode umozliwiajaca wy-
znaczenie podstawowego rozwigzania pierwszego za-
gadnienia brzegowego stacjonarnego przewodzenia
ciepta w oparciu o wyniki rozwigzan numerycznych.

Podany spos6b w wielu przypadkach moze by¢ wy-
korzystany w zagadnieniach z trzecim warunkiem
brzegowym.

Podstawg wyznaczenia rozwigzan fundamentalnych
moga by¢ réwniez wyniki pomiarow pola temperatur,
przeprowadzonych na obiekcie rzeczywistym lub
modelu.

WSTeP

W wyniku przyblizonego rozwigzania réwnania Laplaoe*a metoda
roznic skornczonych, otrzymuje sie wartosci liczbowe tempera-
tur w badanym obszarze, odpowiadajgce konkretnie okreslonym
liczbowo warunkom brzegowym. Jezeli wartosci liczbowe okresla-

jJace warunki brzegowe zadania ulegajg zmianie, to proces roz-
wigzywania numerycznego nalezy powtdrzyc.

Podobnie, pomiary pola temperatur obiektu rzeczywistego
lub pola modelu - w przypadku badan metodami analogii eks-
perymentalnej, winny by¢ wykonane ponownie, przy zmianie wa-
runkéw brzegowych.

W pracy niniejszej podano metode umozliwiajgacg dla pewnych
przypadkéw uogdlnienie wynikoéw rozwigzan szczegolnych. Okres-
lenie rozwigzania podstawowego dla badanego obszaru, pozwala
na wyznaczenie pola temperatur przy réznych liczbowo warun-
kach brzegowych.
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1. UOGOLNIENIE ROZWIAZAN PIERWSZEGO ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

Niech w ograniczonym obszarze ptaskim G poszukiwane bedzie
rozwigzanie rownania rézniczkowego Laplace*a

Ezg + _dzqu = 8*
0Ox Oy

52

spetniajagce na brzegujlwarunki okreslone na n czeSciach
brzegu réwnaniami

=tfc; k =1,2,...,n (@)

przy czym J1, + T2+...+ Tn =T

Zatézmy, ze obszar G mozna aproksymowa¢ obszarem siatko-

wym GN, abrzeg I brzegiem [i]- Zastepujacrownanie (1)
rownaniami réznicowymi otrzymujemy dla wewnetrznych weztéw
Pj . obszaru siatkowego rownania réznicowe:

Aifj =1 (Ni+iLj+ 4,j+i+ Vi j+ AL ()
a dla wez4o6w potozonych na brzegu warunki :
Mi,j;k = *k b o= @

Zaktadamy przy tym, ze przynajmniej dla jednej pary wskazni-
kéw Kk’ i1 kfE

*o* v )

1108¢ réwnan (3) jest rowna liczbie wezddéw wewnetrznych.
Podstawiajgc do réwnan (3) wartosci okreslone rownaniami (4)
otrzymujemy ukdad réwnan o ilosci niewiadomych réwnej liczbie
rownan w uktadzie. Rozwigzujac ten ukdad metodg eliminacji
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n
(6)
k»1
gdzie:
- wspotczynniki liczbowe zalezne tylko od obszaru G"
1 jego podziatu, przy ozym
n
Q)
k-1

Przy duzej 110s61 wezdb6w siatki, bezposSrednie rozwigzanie
uktadu (@) 1 sprowadzenie do postaol (56) jest trudne rachun-
kowo, dlatego przy rozwigzywaniu réwnan réznicowyoh stosowane
sg metody posrednie, np. lteracji Llbmana lub relaksaoji [1].

W pracy niniejszej wykazemy, ze jezeli znane sg rozwigzania
uzyskane dowolng metoda numerycznag, albo metoda analogii eks-
perymentalnej lub z pomiaréw n-1 zadan okreslonych w nie-
zmiennym obszarze G™» przy roéznych nl. zespotach warunkéw
brzegowych (4), to znalez6 mozna rozwigzanie podstawowe, umo-
zliwiajace wyznaozenle wartosci ~ J dla dowolnego zespotu
warunkéw brzegowych (4).

Nleoh znane beda rozwigzania n-1 zadah przy réznych wa-
runkaoh brzegowyoh:

mti,j;k m t£ - war dla s « 1,2

(8)
przy k - 1,2,...,n
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Zaktadam/ ponadto

*0 ®

1 1 R

Ze wzoru (6) otra/nudem/ dla kazdego zespodu warunkéw
brzegowyoh, dla dowolnego punktu weztowego wewnetrznego

n
(10)
k-1
s * 1,2,#»,n-1
Przeksztatoajgo réwnania (10) otrz/mujeo/ wraz z réwnaniem

(7) ukfad u roéwnan liniowyoh nieJednorodnyoh o n niewia-
domych ,a2,..., aQ:

k*1
(11)

k*t

Odpowiadajacy uktadowi (it) - ukdad Jednorodny

a2
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2i a *o0, a2

posiada przy spednieniu warunku () i ze wzgledu na (9), tyl-
ko rozwigzania zerowe* Zatem ukdad (11) jest niesprzeozny i
posiada jednoznaczne rozwigzanie*

Okreslone z rozwigzania uk#adu (11) wartosol al, a a Q
stanowig wspotczynniki liczbowe, ktdre podstawione do wzoru
(6) daja podstawowe rozwigzanie problemu dla dowolnego zespo-
4u warunkéw brzegowych typu (@4).

Praktyozne znaczenie moze mie$ rowniez analiza rozwigzan
zespotu zagadnien, w ktérych wystepuje ozeSoiowa zmiana warun-
kéw brzegowyoh (4). Zakfadamy, ze sposréd n warunkéw zmianie
ulega m warunkom (m<n), a pozostate sg ustalone. Mamy wieo:

~iLj{k * kK a rax Vizs S * I»2»*»»»8 a3
dis k*

~oj;k * *k * ldem przy 8 * a4
dla k * m+1,m+2,...,n

Dalej rozpatrzymy osobno przypadki: m<n-2 oraz m * n-1.
Jezeli przy m<n-2 znane sa rozwigzania numeryczne m+l

zadann, odpowiadajacych warunkom (13) 1 (14) przy s=1,2....
-,m+1l, dla ktérych

< 2 « » » 1
T‘% » » » 1
I’ o, (15)
_m+l  .m+l m+1
*1 e e e m 1

to otrzymaé mozna rozwigzanie podstawowe odpowiadajace dowol-
nemu liczbowo zespotowi warunkéw (13) 1 (14).
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Z prBekastatoenla weoru (6) otraymujemy dla kazdego zespo-
4+u warunkéw (13), dla dowolnego punktu woalowego wewnetrznego:

*i,i - Zkl' “k »i <16>

s * 1,2, e«.. m+1

W»<br powyzszy nozna saplsadé w postaolt

- s «kK *1 ¢ 1i: »K »i 17>
k»1 k-m+1

as* 1,2, eee n+1l

Z warunku (14) wynika:

n

y1l *k *k " 1d*@» *TB7 ® m 1»2,eee m+ 1, (18)
k-a+1

eo pozwala aa wprowadzenie oanaosenla:

w z <19)
k-«+1

Z uktada (A7) uwsglfdaiajgo (19) otrzymujemy uktad alge-
bralosnyoh réwnan liniowyoh:
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WialkoSoiami niewiadomymi w powyzaBym uktadnie sag , &2 »eee
... a0, an+1. Mozna wykazad, z® prey sped#nieniu warunku (15)
uktad (20) posiada jednoznaczne rozwigzania.

Rozwigzanie podstawowe dla punktu s badanego obsza-
zu, przy dowolnym zespole warunkéw (13) 1 ustalonych warun-
kach (14), okresla wzor:

ANi»3 AN ak S: + a m+1*

gdzie :
®k» ®B>1 - pierwiastki ukdadu rownan (20),

V omawianym przypadku istotne uprossoeenie obliczeni, w po-
rownaniu s problemem s oatkowlole smiennyml warunkami brzego-
wymi (8), uzyskuje sie dla a<a - 3, PrBy m * n - 2 mamy
bowiem: m + 1«a-1, a wieo ilodéd réwnan identyczng jak
przy m » n,

V przypadku n .« n - 1 konieozna jest réwniez znajomeso
rozwigzan n - 1 zadan odpowiadadgoyoh warunkom (13) 1 (14)
przy s m b2,,],.,,m- Zagadnienie to mozna wiec sprowadzié do
problemu z catkowicie .zmiennymi warunkami brzegowymi (8),
mimo ze

tg,« idem dla s « 1,2,...,n -1 22

Warunek (9) musi oczywiscie byl spedniony z uwzglednieniem
(22), Podstawowe rozwigzanie zagadnienia otrzymujemy w posta-
ci wzoru (6),

2. UOGOLNIENIE ROZWIAZANIA TRZECIEGO ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

Nieoh w ograniczonym obszarze ptaskim G poszukiwane bedzie
rozwiazanie rownania (1), spedniajace na brzeguT warunki
okreslone na n czesciach brzegu réwnaniami:

-% JIL seer (€ - tk), k - 1,2,,,,,n, 3
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Aproksymujac obszar rzaozywi8ty obszarem siatkowym GH& i

zastepujgc rownanie (1) - rownaniami réznicowymi, a warunki
(23) - warunkami roéznicowymi, otrzymujemy dla punktéow wezdo-
wych wewnetrznych P. , - réwnania (3), a dla punktow brze-

**x

gowyoh Pfln ” réwnania:

@4

gdzie:

bdi,j#'f*_bﬂal’1=T - wspotczynniki liczbowe.

» tVﬁU zalezg od obszaru G, oraz liczb

Wspoétczynniki Qlfj' U

Biota (por.np. [3J):
h @ h
» i27)
przy czym
Z bi,j +bmn - 1% (26)

Z uk¥adu réwnan () 1 (24) mozna otrzymaé droga eliminacji
dla dowolnego punktu wezdtowego z badanego obszaru, wzoér
okreslajacy wartos¢: funkcji w postaci:

Y th a* v @n

gdzie:
- wspotczynniki liczbowe.

Wspétozynniki &\, zalezg od Gk i od liczby Bi™, przy
czym
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Jezeli znane sa rozwigzania n-1 zadah w okreslonym obsza-
rze G”, przy roéznyoh n-1 zespotach warunkéw brzegowych (23)
przy czym zmiana tych warunkéw ogranicza sie tylko do zmien-
nosci t~, to znalezd mozna rozwigzanie podstawowe umoliwia-
Jaoe wyznaczenie funkcji - dla dowolnego zespodtu warunkoéw
brzegowych (23), przy ustalonych o™ 1 Xi.

Przy warunkaoh

« idem dla s wm 1,2,...,n -1 29
przy k * 1,2,...,n,
A< * idem
mamy oczywiscie
Bij - idem. @G0
Wspoétozynniki zaleza wiec w tym przypadku wydgcznie

od obszaru Gh-

Przeprowadzajac rozwazania analogiczne do przytoczonych
w par* 1 mozna otrzymadé roéwnania analogiczne do (11), pozwa-
lajagce wyznaozy6 wartosci liczbowe wspotozynnikéw a™ wy-
stepujacych we wzorze (27).

Podobnie, przy czesciowej zmiennosoi wartosoi t" - wyste-
pujgoej w warunkach (23) - analogicznej do (13), (14), otrzy-
mujemy ukdad réwnan odpowiadajacy (20) przy m< n-2 lub (11)
przy m * n-1. W tym ostatnim przypadku obowigzuje wzér (27),
a dla m<n-2:

ak \ + amt+l 31)

Mozna wykazad rowniez, ze wzory (27) i (31) beda wazne przy
analogicznych ograniczeniach dla zadan z mieszanymi warun-
kami brzegowymi pierwszego i trzeciego rodzaju.



Z1 Jozef Rozewlcz

3. PRZYKLAD WYZNACZANIA ROZWIAZANIA PODSTAWOWEGO

W pracy [2] przytoczono przekdady wyznaczenia metodatai analo-
gii elektrycznej pola temperator w przekroju poprzecznym 4o-
patki turbiny gazowej chtodzonej woda* Jedno z uzyskanych

tam rozwigzan pokazano na rys. la,,

Rozwigzanie to odpowiada warunkom brzegowym (23)» na brze-
gaoh wewnetrznych przy t m 45*__.75°C 1 na brzegu zewnetrznym
przy tj - 954°C.

W oparolu o powyzsze dane znajdziemy rozwigzanie podstawo-
we” dla dowolnych wartosoi t1 1 €2 przyjmujac» *e wspot-
ozynnlkl wnikania ciepta 1 ocr na brzegach wewnetrznych
1 zewnetrznych nie ulegaja zmianie oraz zaktadajac staty
wspotozynnik przewodzenia oleptaA*.

Dla dowolnego punktu PN.p mamy s réwnan (11):

32

Przyjmujac zgodnie z warunkami zadania

- 60°C, 954°C (33)

otrzymujemy z ukdadu (32)

Zatem dla dowolnego punktu P«,? przy warunkach oharaktery-
zujaoyoh sie wartosSciami t*t otrzymujemy z (27):
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Rys. 1. Rozk#ad temperatur w przekroju poprzecznym dopatki tur-

biny gazowej chtodzonej wodag (
a - wyniki z pomiaréow metodami analogiielektrycznej przyt™»
m45_..75°C 1 t2 m 954°C; b - wyniki obliczeh przy t,m
* 53°Cf t2 * 760°Cjo - wyniki pomiarow metodamianalogiielek-

tryoznej przy t m 40...65°C, t2 m 760°C.

Uwaga: dla punktédw oznaczonych znakiem brak wynikéw w ma-
teriatach zrédtowych [2] ).
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GH

Dalej przeprowadzono obliczenia dla punktéw zaznaczonych
na rys. 1la, przy warunkach:

T* - 53°Cj - 760°C. (35)

Obliczenia wykonywano przez podstawianie do wzoru (34)
wartosoi odpowiadajgcej badanemu punktowi, a odczy-

tanej z rys. 1la, Za t* i1 t| podstawiono t, t] wedtug (35).

Np-. dla punktu P1”1 o temperaturze m ;50 °c otrzy-

mujemy z (34):
~1,1 “ 0,7875 t* + 0,2125 tj

Przy warunkach okreslonych roéwnosciami (35) otrzymujemy:

Wyniki obliczen dla punktéw zaznaczonych na rys. 1la, przy
warunkach (35), zestawiono na rys. 1b. Dla pordéwnania rezul-
tatéw obliczen podano na rys. 1o wyniki uzyskane w [2] metoda
a alogiinelektrycznej, przy warunkach tz * 40...65@C,

t] * 760°C, tj. odpowiadajacych (35).

Rezultaty uzyskane sposobem opisanym w niniejszej pracy

oraz metodg analogii elektrycznej wykazuja duzg zgodnosoé.

4. Uwagi koncowe

Opisana metoda umozliwia uogdlnianie rozwigzan szczegoélnyoh,
zadan zwigzanych z wyznaczaniem pola temperatur. Uzasadnie-
nie metody oparto na rozwigzaniach uzyskanych metodami roéznio
skonczonych, jednak droga na ktérej uzyskano rozwigzania ba-
zowe Jest nieistotna dla procesu uogdélnienia.
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Wydaje sie, te opisany sposOb moze byd szczegdlnie dogodny
przy uogo6lnianiu wynikow po«laréw eksperymentalnych. Pojedyn-
cze pomiary na oblekole rzeozywistym pozwolg na zbadania
przebiegu analizowanego zjawiska w résnyoh warunkaob.

Aczkolwiek nie przeprowadzono szczegotowej ooany doktadno-
6o0i wynikow uzyskanyob aa podstawie uogélnienia« naloty przy-
puszozad« te bdad rozwigzan Jest porownywalny z bdedem roz-
wigzan bazowyob.

Obliczenia zwigzane z poszukiwanie« rozwigzan uogélnionyeb
sa nieskomplikowane, szoeeg6lnie w przypadkach gdy 110s6
brzegéw - n, z réznymi warunkami Jest mala. V zastosowaniach
praktycznych tego rodzaju zagadnienia osesto wystepuja.

Opisana metoda mote byé stosowana réwniet dla obszaréw
nieJednorodnyoh« w ktéryoh wspétozynnik przewodzenia oiepta
nie Jest w oalym obszarze Jednakowy« a takte dla olat anizo-
tropowyoh.

Wydaje sie motllwe rozszerzenie opisanej metody na pewne
przypadki zagadnien niestaojonarnyoh.
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OBOBUIEHME PE3MbTATOB HMCJIEHHQT O PEIDEHKH
MJIIK 3KCHEPHMEHTAJI £HOr O HCCUIEFIOBAHHFI CTALTMOHAPHHX
TELBEPATYPHHX TIQJIEE

Pe 3dme

IlpejyiaraeTCH ueTORHKa onpe*eaeHHH $yHRaueHTaJibHoro pemeHHa
OepBott RpaeBOtt saRauii CTanHOHapHOfl TenjionpoBORHOCTit, Ha ocho-
Be H3BecTHHx HacTHitx pemeHHft 3aRa*iii. ripeRaoaceHHbTK motor bo
MHOTHX CJiyiafIX MOXeT OHTb HCQOJtbSOBaH RJIH BOnpOCOB CBH3aHKHX
C KpaeBHMH yCROBHHMM TpeTbero pORa. "

B KaaeCTBe ochobhhx rbhhhx rrh onpeReaeHHH $yHRaueHTaabHO-
ro pemeHHH uojcho Hcnoxb30BaTb uacTHHe pemeHiia noxyneHHLie npo-
H3BOR bHUM UHCReBKiM M6TOROM, HRH MeTOROM SJieKTpOMORejIHpOBaHHH
a Taxxe pe3yjibTaTu odbithux KCcaeROBaHHtt.

IlpiiBeReH HHCJteHHHtt npHMep onpeRexemui TeMnepaTypHux noaefl
b oxxaxRaeMoft boroH aonanee ra30BOfl typ6hhh.

GENERALIZATION OP RESULTS OP THE NUMERICAL SOLUTION OR
EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF STEADY HEAT-CONDUCTION PROBLEMS

Summary

A method Is presented for determination of fundamental solu-
tion of first boundary-ralue problem based at the partioular
solution of the problem. The method oan be used In many oases
which oonsider the third boundary-ralue problems.

As the baokground for determination of the fundamental so-
lution oan be taken particular results obtained by the arbi-
trary numerical method, or by eleotrloal analogy technique,
or by experimental measurings.

The numerical example of computing temperature distribu-
tion through oross-seotlon of water-cooled turbine blade is
presented.



