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METODY ROZWIĄZANIA UKŁADU RÓWNAĆ STANU USTALONEGO 
OSCYLACJI RELAKSACYJNYCH

Streszczenie. Praoa nawiązuje do dwu poprzednio
publikowanych prao autora [5, 6], W pierwszej 
sprowadzone rozpatrywanie oiepinyoh procesów ta
kich Jak ogrzewanie 1 ostyganie do rozpatrywać 
geometrycznych w przestrzeni konfiguracyjnej. W 
drugiej pracy sformułowano zagadnienie stanu 
ustalonego oscylacji. W praoy niniejszej stosowa
no dwie metody.Metoda pierwsza Jest przybliżoną metodą ana
lityczną stosującą się de oscylacji o ostatecznie 
małej amplitudzie. Metoda druga Jest metodą gra
ficzną. słuszną bes ograniczeń. Ogólne rozwalania 
obu metod stosujących się do przypadku układów, 
złożonych z n ciał, zilustrowano w praoy ¿2] na 
przykładaoh szczegółowych odnosząoych się do dwu 
i trzech olał. Przykład dwu olał został Już omówiony w praoy [3j. W praoy niniejszej omówiono 
przykład, odnoszący się da trzech ciał. Inne roz
wiązanie ogólnego zagadnienia podano w pracy [VJ.

1. WST?P
W drugiej ocęźoi praoy [5, 6] sformułowane warunki, pozwala
jące wyznaczyó stan ustalony osoylaojl temperatury z opóź
nieniem w układzie, złożonym z n olał, wymieniającyoh cie
pło między sobą i z otoczeniem 1 wywołanych załączeniem i 
wyłączeniem w określonyoh ohwllaoh źródła ciepła, połączone
go z Jednym ze składników układu. Rozważania prowadzone są w 
n wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej.

Równania ta są następujące: [6, (3)j.
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przy ozym ®b1, ®n2 są to wartości skrajne temperatury
Jednego ze składników układu (czujnika). Ssukane są wartośol

2. METODA PIERWSZA ROZWIĄZANIA UKŁADU RÓWNAŃ (1)
Metoda Jest przybliżona. Mianowicie opiera się na następujących 
założenlaoh upraszczających:

1.) Oznaczone

v « r - 4  < * >

oraz uwzględniono w obliczeniach

2) Wprowadzone niżej wielkości (8) zakładamy małe wo
bec S* oraz £lo - £*.

do drugich potęg włącznie* Jako wlelkośol małe*

3) Zakładamy* że 4io
4i ^wielkości przez ę4.

S i o  1

4* oo Jest równoważne zastąpieniu
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Przy spełnieniu warunku 1) otrzymujemy z równania (1)

V <1 r. «i-1
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Z dwu pierwszych równań przez eliminację A$,^ oraz odrzuce
nie wartości A ^ m  0 , otrzymamy

2 « i - C ) d - < 5 )  e;r * ? * ’ * »7 * i*2... *n (4)
(a^-otu  ) + ^(1-2 4, )J

wyznaczane są z jednego z następujących układów równań

A£i - ^ ^ 4 ,  -j”  [ 1 ” ^ ^  " 1) T I ^ ]  »ia,2,,,n i5)

£ ̂ T~ ^
+ 2 “ ■*) “JT J »i*2 »»»11 (6)

Dwa ostatnie równania (1) przepisujemy bez zmian.
Z obserwaoji A£,̂  wynika, że ze względu na występujący w 

nioh czynnik 4^ »  zerują się one przy uczynionych założeniach 
tylko dla « 4*. Oznacza to, że w przypadku małych osoyla-
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ojj„ oo odpowiada naszym założeniom, powinien byó spełniony 
warunek przybliżonej równości 4^ ** £*» Równośó 4^ “ 4 i» 
podstawiona do pierwszego równania (1 ) daje

W tych warunkach osoylaeje nie aą możliwe, be drugie równa
nie (1) nie daje się spełnió. Dlatego przyjmujemy rozwiązanie 
w postaci

t* * —  JL1.— , + J ± m  i...n (8)
4  - *»

De ^  odnosi się założenie 2 ), wymienione na początku.
Rozwiązanie problemu wymaga przede wszystkim wyznaczenia 

<?i# Z równania (1) dla 0fii i (8), otrzymujemy:

V l  *1 + ......+ **» ̂ n " 0 (9)

Z równania na dg, przy założeniu tf mały oh i pominięciu 
w innyoh składnikach wyrażenia (założenie 2 )), otrzymu

jemy z (4) przy pomocy (8 )

" %i* 1 - 2 n il0)

Wtedy równanie (9) Jest również spełnione dla n«2....n 
Podstawienie do równania na A-&<* @b2 “ @b1 1 9

ozenie z tym samym przybliżeniem, Jak wyżej, daje [2]

3
_ - s .  — on1)

v  — * — ~  ~  1 , 1

ł l * 2 * 2  + — +  V * n >  *  ( 1 1 )

+ An3 ^ 3 ~ 1} (if2” S )+* * Ann*h(V  J ^ 2  " ^ n



Znając , wyznaczymy cf̂  z (10), następnie s (8 ) 4^» 
podstawione de (4) 1 (6) dają więo 4i* » i»1.....n.
W ten sposób zagadniecie jest, przy założeniu dostatecznie 
małych esoylaoyj, rozwiązane.

Wyrażenia występujące w mianowniku (11) dadzą się przed
stawić nleoe prościej (zob. praoa [2]).

3. INTERPRETACJA FIZYKALNA ROZWIĄZANIA
Metoda pierwsza posiada tę zaletę, że wyniki jej dadzą się 
proste zalnterpretowaó fizykalnie.

Rozwiązanie (11) opiera się na wielkości która przed
stawia się w sposób dośó skomplikowany nawet przy wprowadzę-*, 
niu wymienionych wyżej przekształoeń.

Podobnie rozwiązania 4^ najł dośó złożoną postaó. Pod
stawienie jednak wyników de wyrażeń na temperatury, daje w 
stanie ąstalonym

(1* - 0. )
“  " '•’“ 1 (12)

Indeks n odnosi się do temperatury olała regulującego, 
która jest z założenia znana.

Temperatura ^  źródła olepła przedstawiona jest bardziej 
złożonym wyrażeniem

(^ “ 0. ) (4 \
«11 • - $ £ - ®»1 + ^  <13>

(•$.-0.)^ oznaoza pierwszą pochodną w początku pierwszej 
1 o

krzywej ogrzewania.

4. DRUGA METODA ROZWIĄZANIA UKŁADU RÓWNAŃ (1)
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Metoda druga polega na graficznym rozwiązaniu układu równań. 
Szozegółowe przeliczenia, odnoszące się do przypadku 2 1 3  
olał znajdujemy w praoy [2]. W ogólnym przypadku zagadnienie
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możemy sformułować następująco: 
Wprowadzamy ognaogenla

4**z, ■ -r~łi»1 n (14)

wtedy układ równań (1) możemy napisać następująco

X  X
gj - ®1 t J-2....n, Xi •

1“g1 i
'-«1

' i ' « !— ■) i

0.n1 “ An1 ^1 + Ann 4n (15)

02 * Anl S* Z1 + •••* + Ann

Metoda ta Jest metodą kolejnych przybliżeń. Dla różnych 
wartości parametru z1 rysujemy szereg krzywych (y,
W celu otrzymania rozwiązania przyjmujemy pewne wartośoi z^, 

4 1f znajdujemy y na odpowiedniej krzywej (y, 4*)» na“ 
stępnle na podstawie pozostały oh krzywyoh wyznaczamy pozosta
łe wartośoi 4 ^  Do sprawdzania wyniku używamy równań tempe
ratur z (15). Pozwalają one ooenió w Jakim kierunku należy 
zmienić wybrane wartośoi z^, £*» by otrzymaó lepszą zgod
ność.

5. PRZYKŁAD. PRZYPADEK TRZECH CIAŁ
Zagadnienie możemy rozwiązać na płaszczyźnie przy pomooy 
krzywych w płaszczyznach (yt 4^)» i-1» 2 , 3 oraz prostyoh 
(41» 42)» (£•!» £3 )» powstały oh przez wyeliminowanie z rów
nań temperatur £ 3 lub £ 2 (Rys. 1).

Rozwiązanie otrzymujemy następująoo: wybieramy dowolne 
wartośoi początkowe z^ i Dla nioh znajdujemy z krzywej
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(y*, 4 ,) wartość y, następnie zaś s pozostałyoh krzywych
wartośoi <*2 1 £ 3 * ?<>P*awnośó otrzymanych wartośoi spraw
dzamy przy pomocy prostych. Ponieważ wszystkie krzywe są za-

*
Rys. 1. Metoda graficzna wyznaczania stanu ustalonego oscyla

cji w przypadku trzech ciał

leżne od parametru z1# więc trudniejsza Jest przedyskutowa
nie zagadnienia, w jakim kierunku należy zmienić wyhrane war
tości ẑ  i hy dostad wyniki poprawniejsze.

Główną zaletą rozwiązania w przypadku dwu i trzech ciał 
jest, że wszystkie operaoje dadzą się przeprowadzić w płasz- 
ozyźnie. Można więc bezpośrednio sprawdzić, ozy rozwiązanie 
Istnieje i dlaczego posiada właśoiwośoi, podane w metodzie I. 
Poza tym możemy przedyskutować wpływ różnych parametrów. Za
leta ta jednakże znika, gdy chodzi o układ, złożony z więoej 
ciał, gdyż sprawdzenie poprawności jest możliwe jedynie na 
drodze rachunkowej.
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METOflH TEfflEHHH CHCTEMU yPABHEHMtt yCTAHOBHBmETOCa COCTOHHMH 

F e  3 d u e

B paÓOTe pacciiaTpHBanTca ®Ba MeTOjta pemeHwi cwcTeuH ypaBHeHK# 
ycTaHOBHBmerocH c o c t o h h h h  ocmuajmiift. IIpoÓreMa c$opnyjiHpoBaHa 
b [6]. IlepBHfl iieTO* - aHarwTHuecKHft, npnÓJiHzeHHŁift, TcoTopnfl 
MoaeT Óh t b  McnojtbsoBaa fljia ocKKJiJiauMti c i0CTaT0UH0 napoił au- 
njiHTyjiofl. flpyrofl - rpa$KuecKM», Óe3 soÓaBOUHroc npesnocnaoK.
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Ofimee paccMaTpwBaHHe 3thx MeTojOB b e MepHou KOH$nrypa- 
QHOHHOU HpOCTpaHCTBe CHJIJIBCTpHpOBaHO B [2] DpHMepaUH jyis 2 H 
3 Tea. IlepBHfl npwMep paccMOTpeH b [3]. 3*ecb pacciiaTpHBaeTca 
BTopoK npHuep.

HecKOabKO xpyroe pemeHHe a uepHoft npofiaeMH npHBejeHO b 
[4]*

METHODS OP SOLVING THE EQUATION SYSTEM OP STEADY 
STATE OP OSCILLATIONS

S u m m a r y
In the paper two methods «ere given of solving the equation 
system of steady state of osoillations. The problem is for
mulated in [6] • The first method is analytic, approximate, 
valent for osoillations with sufficiently small amplitude.
The second one is graphical, non limited by additive assump
tions.

General dlsoussion of these methods in a n-dlmenslonal 
configurational spaoe is in [2] illustrated by means of exam
ples for two and three bodies. The first example is in [3] 
discussed. In this reprint the second one was given.

Alternate solution of this problem for n dimensional 
spaoe was in [4-3 given.


