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NIEDOKEADNOSC WYNIKOW POMIAROW
SPOWODOWANA CZASOWA NIEPEWNOSCIA PROBKOWANIA
PRZEBIEGOW SINUSOIDALNIE ZMIENNYCH

Streszczenie. W artykule opisano wyniki symulacyjnej analizy btedéw zwigzanych
z czasowymi btedami prébkowania przebiegéw sinusoidalnie zmiennych. Przedstawiono
przyktadowe histogramy btedéw dla probkowania okresowego i losowego zaktadajac,
ze biedy czasowe moga mieé¢ rozktad jednostajny lub normalny. Podane w artykule
zalezno$ci miedzy niepewnoscig wynikow pomiaru a niepewnos$cig chwil probkowania
wyznaczono definiujac niepewnos$¢ jako graniczna.

MEASURING RESULT UNCERTAINTY CAUSED BY TIME ERRORS
OF SAMPLING OF SINUSOIDAL QUANTITIES

Summary. Simulation analysis results of the measuring result uncertainty caused by
time errors of sampling of sinusoidal quantities have been presented in the paper.
Exemplary histograms of errors for periodic and random ways of sampling have been
shown. Both Gaussian and uniform distributions of the time error have been considered.
The relationships between uncertainties of measuring results and sampling moments have
been determined defining the above uncertainties as the limiting ones.

1 WSTEP

W systemach pomiarowych i automatyzacyjnych czesto zachodzi sytuacja, gdy mierzone sa
wartosci chwilowe przebiegdw zmiennych w czasie. Niedoktadno$é okreSlenia momentu
prébkowania przejawia sie w takich przypadkach w postaci btedéw wynikéw pomiaru wartosci
chwilowych. Biedy te moga powstawac w dwojaki sposob:
¢ moga by¢ powodowane przez zjawiska fizyczne zwigzane z wytwarzaniem i przenoszeniem

impulséw wyzwalajacych, zjawiskami w uktadach elektronicznych realizujgcych prébkowanie

itp,
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¢ moga by¢ zwigzane z przesytaniem w systemach cyfrowych wynikdw pomiaru wartosci
chwilowych z przetwornika pomiarowego do elementu wykonawczego, zjawiska te uwa-
runkowane sg wihasnoSciami sprzetu realizujgcego transmisje, w duzym jednak stopniu
zwigzane sg z wihasnosciami oprogramowania nadajnikéw i odbiornikéw danych, a takze
systemu operacyjnego zarzadzajgcego systemem.

Mozna zatem wyr6zni¢ dwa podstawowe mechanizmy powstawania czasowych btedéw
probkowania: o charakterze fizycznym (sprzetowym) i programowym. Jednak z punktu widzenia
odbiornika wykorzystujagcego dane pomiarowe na biezagco obydwa mechanizmy sg nierozréz-
nialne. Stad w dalszym ciagu artykutu nie wyroznia sie fizycznej strony powstawania tych btedéw
traktujac je tacznie i okreslajac terminem czasowe btedy probkowania lub w skrécie, btedy
probkowania. Btedy te moga mie¢ sktadowg systematyczng i losowa. W dalszym ciggu poddawana
jest analizie sktadowa losowa przy zatozeniu, ze mechanizmy opisujace btedy prébkowania sa
niezmienne w czasie. Zatozenie to na ogot jest spetnione w praktyce. W odniesieniu do systeméw
pomiarowych oznacza ono zachowanie statej konfiguracji sprzetu wspotpracujgcego pod
nadzorem okreslonego systemu operacyjnego czasu rzeczywistego. W opisanej sytuacji btedy
prébkowania moga by¢é modelowane stacjonarng zmienng losowg o0 zerowej wartosci
oczekiwane;j.

Rys. 1 Interpretacja czasowego btedu prébkowania 6p
Fig. 1. Interpretation of the sampling error 6p

Graficzng interpretacje czasowego btedu probkowania przedstawia rys.l. Zaktada sig, ze
wielko$¢ mierzona jest nominalnie prébkowana w chwilach /k. Rzeczywisty moment probko-

wania oznaczany jest symbolem r* zatem zachodzi
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+ (1)
gdzie 6i jest losowym btedem chwili prébkowania rownym odlegto$ci nominalnej i rzeczywistej
chwili prébkowania. Btad chwili prébkowania 8§( przejawia siew wartosciwielkoscimierzonej
jako biad prébkowania 6f rowny réznicy miedzy nominalng wartoscig wielkosci wchwilitk, tj.

x(fj) awartoscig zmierzong i (ij) w rzeczywistej chwili prébkowania/j przy zatozeniu, ze btad

pomiaru prébki jest potencjalnie maty. Zatem btad probkowania w chwili tk ma postac:

« = *(») - x(ft) - x(tt) - t(tk). )

W dalszej cze$ci artykutu poddano analizie btedy probkowania powstajgce przy sinusoidalnym
przebiegu wejsciowym prébkowanym réwnomiernie i dla losowo zmiennego momentu
prébkowania. Zatozono, ze btedy chwil prébkowania 4, majg rozktad jednostajny badz normalny.

2. BLEDY PROBKOWANIA PRZY POMIARZE WARTOSCI CHWILOWYCH
PRZEBIEGU SINUSOIDALNIE ZMIENNEGO

2.1. Probkowanie rownomierne synchroniczne

Probkowanie synchroniczne wystepuje, gdy czestotliwo$¢ probkowania jest krotnoScig
czestotliwosci przebieguprzy zerowym przesunieciu fazowym sinusoidy ipierwszego momentu
probkowania. Przyjmijmy,ze przebieg o jednostkowej amplitudzie i pulsacjiw opisany zaleznoscia

x(f) =sinu>f, 3)

probkowany jest w chwilach tk=kTr, gdzie Tf jest okresem probkowania, k numerem chwili

prébkowania, fc=0,l,.... Zatem wartosci przebiegu w chwilach nominalnego prébkowania
okreslone sgjako:
x(r) =sin k. (4)

Wyniki pomiaru wartosci chwilowych przebiegu przy zatozeniu, ze wystepujg jedynie btedy
prébkowania, majg postac:
*(*) =sin«(r* +6,), (5)

a zatem biad probkowania okre$la wyrazenie:

5 ¢ sin (KTf +8() - sinaKTr, (6)
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Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono przyktadowe histogramy btedéw prébkowania 8 dla
rozktadu jednostajnego i normalnego btedéw chwil probkowania 6, oraz dla r6znych wartosci
liczby probek przypadajacej na okres sinusoidy (wzglednej czestosci prébkowania) okres$lonej

. ™. . . . . s
stosunkiem — . Histogramy sg tworzone przy zatozeniu liczby prébek rownej 106 a wartosci

btedow sg zliczane w 200 przedziatach. Mozna zatem przyja¢, ze tak zbudowane histogramy

moga by¢ wizualnie traktowane jako obraz funkcji gestosci prawdopodobieristwa bleddw
prébkowania.

a> b)

Rys.2. Gestos$¢ prawdopodobienstwa btedéw probkowania dla sinusoidalnie zmiennego przebiegu
prébkowanego z czestoscig 10 probek na okres, z poczatkowym przesunieciem 0= 0,

A
wzglednej niepewnosci chwil probkowania =10 2, dla rozktadéw chwil prébkowania:

a) jednostajnego, b) normalnego
Fig.2. Probability density of the sampling error for sinusoidal quantity sampled with relative
frequency 10 samples per period. The beginnig phase between the sampling signal and the

sampled sinusoid 0 = 0. The relative uncertainty =10"J 10*2 for a) Gaussian,

b) uniform distribution of the time error

Waznym parametrem procesu badania rozktadéw biedow prédbkowania jest stosunek
niepewnosci chwil prébkowania oznaczanej jako A do okresu T probkowanej sinusoidy. Dla

A
przyktadowych histogramoéw przedstawionych narys.2 i 3 przyjeto =10'2. Zatozono przy tym

(zatozenie to jest aktualne w catym artykule), ze granice obszaru niepewnosci wyznaczane sg wg
regut przyjmowanych dla tzw. niepewnosci granicznej [2]. Jest ona definiowana dla rozktadu
normalnego btedéw jako A = 3o, gdzie o jest odchyleniem standardowym. Oznacza to, ze
w przedziale o szerokosci 2A miesci sie 99,7% wszystkich btedéw o rozktadzie normalnym.
Przenoszac te definicje na inne rozktady, niepewnos¢ graniczng A wyznacza sie jako potowe
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szerokos$ci przedziatu, w ktorym miesci sie 99,7% wszystkich realizacji btedow. Zaleznosci
przedstawione na rys.4 i 5 wyznaczane sg dla niepewnosci A, okreslonej w powyzszy sposob.

b)

Rys.3. Gestos¢ prawdopodobienstwa bteddw prébkowania dla sinusoidalnie zmiennego przebiegu
prébkowanego z czesto$cig 50 probek na okres, z poczatkowym przesunigciem 0= 0,

A
wzglednej niepewnosci chwil prébkowania = 10, dla rozktadéw chwil prébkowania:

a) jednostajnego, b) normalnego
Fig.3. Probability density of the sampling error for sinusoidal quantity sampled with relative
frequency 50 samples per period. The beginnig phase between the sampling signal and the

sampled sinusoid 0= 0. The relative uncertainty =10"J for a) Gaussian, b) uniform

distribution of the time error

Ap~

102 AU/T =10

103 A,/T=10J

10+ A,/T=10"
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Rys.4. Zalezno$¢ granicznej niepewnosci probkowania Ap w funkcji wzglednej czestosci

prébkowania I dla A =const
T T

Fig.4. Relation ship between limiting uncerteinty of sampling Ap and the relative sampling

T A
frequency — for — =const
r t
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Na rys.4 przedstawiono zaleznosci niepewnosci probkowania Apw funkcji wzglednej czesto-

§ci prébkowania -A- zmieniajgcej sie w zakresie od 2 do 50, ktéry mozna uznaé za repre-

zentatywny dla techniki pomiarowej. Parametrem dla tych zaleznosci sg wartosci wzgledne

A
niepewnosci chwil probkowania wybrane z zakresu 10 ... 10 .
Na rys.5a i b przedstawiono odpowiednio zaleznosci niepewnosci prébkowania w funkcji
wzglednej niepewnosci chwil prébkowania oraz amplitudy A przebiegu probkowanego dla statej

wartosci stosunku I réwnej 10.

b)

Rys.5. Zalezno$¢ niepewnosci probkowania Ap w funkcji: a) wzglednej niepewnosci chwil
prébkowania A dlar— =const, b) amplitudy A przebiegu sinusoidalnego dla I =const

. : . A
Fig.5. Relationship between sampling uncertainty Apand A) relative sampling uncertainty m— for

I =const, b) amplitude A ofsinus'o\€|d for I =const

2.2. Probkowanie rownomierne z losowym poczgtkowym przesunieciem fazowym

Zaldzmy, ze przebieg sinusoidalny jest prébkowany réwnomiernie, jednak poczatkowe
przesuniecie fazowe jest rézne od zera i losowo zmienne. Wyniki pomiaréw mozna woéwczas
zapisa¢ w postaci:

£(tt) =sin  (KTr+r0+6(), @)
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gdzie: tojest losowym przesunigciem poczatkowym o rozktadzie jednostajnym w zakresie od -0.5
do 0.5 T . Bfad probkowania w takim przypadku okresla wyrazenie

ir - sin W (KTF +/,,4,)- sino>(*T, +10). (8)

Przyktadowe histogramy btedéw dla rozktadu jednostajnego i normalnego btedéw chwil
prébkowania przedstawiono na rys.6a ib.

Rys.6. Gesto$¢ prawdopodobienstwa btedéw prébkowania dla sinusoidalnie zmiennego przebiegu
prébkowanego z czestoscia 10 probek na okres, z poczatkowym przesunieciem losowym

A
o rozktadzie jednostajnym, wzglednej niepewnosci chwil prébkowania =101 dla

rozktadéw chwil probkowania: a) jednostajnego, b) normalnego
Fig.6. Probability density of sampling errors for sinusoidal signal sampled with relative frequency
10 samples for period. The begining phase Dis the probabilistic function with uniform

A
distribution. The relative uncertainty =~ * 10~2, for a) Gaussian, b) uniform distribution of

the time error

Zaleznosci niepewnosci probkowania w funkcji amplitudy A przebiegu sinusoidalnego
i w funkcji wzglednej czestosci probkowania sa w tym przypadku takie same jak to pokazano na
rys.4 i 5.

2.3. Prébkowanie losowe przebiegu sinusoidalnego

Zaktada sie, ze przebieg probkowany jest sinusoida, jednak pomiar dokonywany jest
w dowolnym momencie w sposéb losowy. Odpowiada to sytuacji, gdy odbiornik wymusza pomiar
w dowolnym momencie. Btad prébkowania okre$la wéwczas wyrazenie



62 J. Jakubiec, H. Al Raimi

6f «sinu>(tr *i,) - sin uf, (9)

gdzie: t jest losowym momentem prébkowania o rozktadzie jednostajnym w zakresie 0...T, T jest

okresem sinusoidy, 6, jest losowym btedem czasu prébkowania o rozktadzie jednostajnym lub
normalnym.

Przyktadowe histogramy btedéw dla prébkowania losowego przedstawiajg rys.7a i b.
Zaleznosci niepewnosci prébkowania w funkcji amplitudy A przebiegu sinusoidalnego i w funkcji
wzglednej czestosci prébkowania sg takie same, jak to pokazano narys.4 i 5.

a)

-10

Rys.7. Gesto$¢ prawdopodobiefAstwa dla przebiegu sinusoidalnego probkowanego losowo
w sposob jednostajny. Rozklad btedow chwil probkowania jest: a) jednostajny,

A
b) normalny, przy zatozeniu, ze niepewno$¢ wzgledna wynosi y * 1(T2

Fig.7. Probability density of sampling error for sinusoidal signal sampled in the probabilistic way.
Probability distribution ofthe time errors is a) uniform, b) Gaussian with assumption that

A
relative uncertainty y =102

3. WNIOSKI

Jak to wynika z postaci przedstawionych przykfadowych histogramow, réznice w rozkta-
dach btedow prébkowania wynikajg przede wszystkim z przyjecia réznych rozktadow btedow
chwil prébkowania. Dla matych wartosci wzglednej czestosci probkowania synchronicznego
ujawniaja sie ponadto réznice w rozktadzie zwigzane z ,,punktem pracy” na sinusoidzie (patrz
rys.2). Uzyskane rozklady sg symetryczne, lecz o specyficznym ksztatcie. Jednak analiza wiasnosci
niepewnosci probkowania A,, rozpatrywanej jako niepewno$¢ graniczna, pokazuje, ze jest ona

- . S A - ] i
rowna wzglednej niepewnosci chwil probkowania — niezaleznie od warunkéw pomiaru
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(w przedstawionym zakresie zmian). Gdyby zaleznosci te wyznaczy¢ dla innych sposobéw
definiowania niepewnosci proponowanych w zaleceniu [3], to okazatoby sie, ze dla r6znych
definicji uzyskuje sie rézne zaleznosci. Wynika to z faktu, ze praktycznie jedynie niepewno$¢
graniczna jest niezalezna od rodzaju rozktadu. Ta istotna wtasno$¢ sktania do og6lnego wniosku,
ze w przypadku poréwnywania wiasnosci przetwornikdw dla niepewnosci o ré6znych rozktadach
jako miary btedu losowego powinno sie uzywac niepewnosci granicznej.

Z prostoty zaleznosci przedstawionych na rys.4 i 5 mozna réwniez wysnu¢ wniosek, ze
w przypadku analizy btedéw prébkowania przebiegow odksztatconych bedzie mozna uzyskac
wzglednie proste zaleznosci pozwalajgce na ocene niepewnosci w takich sytuacjach, jak rowniez
w przypadku skiadania btedow z kilku zrodet, np. btedow prébkowania i kwantowania. Réwniez
w takim przypadku mozna przypuszczaé, ze stosowanie niepewnosci granicznej jako miary
rozrzutu btedéw losowych pozwoli na uzyskiwanie prostych relacji miedzy zjawiskami powo-
dujacymi te btedy a ich efektami.
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Abstract

Errors caused by time indefinitness of sampling of varying in time measured quantity have
been analysed in the paper. The analysis has been carried out in the simulation way for sinusioidal
guantities sampled periodically and in a random way. The sampling errors have been defined as
the difference between the nominal value of the measured guantity at the sampling moment and
the value at moment which differs from nominal one by a time random error. Both Gaussian and
uniform distributions of the time error have been considered. Results of the analysis have been
presented in the paper, both in the from of histogram and as relationships between parameters of
the sampling process and the limiting uncertainty of the sampling errors.



