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SYNTEZA UPROSZCZONYCH MATEMATYCZNYCH MODELI
SYSTEMOW POMIAROWYCH W OPARCIU O KRYTERIUM MIN
MAX NA PRZYKEADZIE MIN MAX CALKI Z KWADRATU BtEDU

Streszczenie. Artykul przedstawia pewng metode syntezy uproszczonych
matematycznych modeli oraz wyznaczania btedu, z jakim odwzorowuja one modele
nieuproszczone. Metoda bazuje na zastosowaniu sygnatow wejsciowych typu bang-
bang, maksymalizujgcych catke z kwadratu odpowiedzi modelu nieuproszczonego.
Momenty przetgczen sygnatéw bang-bang wynikaja z rozwigzania wyprowadzonych
réwnan catkowych. Rdwnania te sg szczegdtowo analizowane przyktadowo dla jednego
oraz trzech przetgczen i moga by¢ tatwo uogdlnione na ich dowolng liczbe. Uzyskany w
oparciu o przedstawiong metode uproszczony matematyczny model jest optymalny ze
wzgledu na przyjete kryterium biedu. Wyznaczona warto$¢ tego kryterium obowiazuje
niezaleznie od ksztattu sygnatu dynamicznego.

SYNTHESIS OF SIMPLIFIED MATHEMATICAL MODELS
OF MEASURING SYSTEMS BASING ON MIN MAX CRITERION
ON EXAMPLE OF MIN MAX OF THE INTEGRAL SQUARE ERROR

Summary. The article presents a certain method of synthesising simplified
mathematical models. It also shows the method of determining the errors which occur
when simplified models map non-simplified ones. This method is based on the input
signals of the bang-bang type which maximise the integral-square-error-output of a non-
simplified model. The moments of signal switch-overs result from the solution of the
derived integral equations. These equations are analyzed in detail for one and three
switches by way of example and can be easily generalised for any number of switches.
The simplified mathematical model obtained on the basis of the presented method is an
optimal one with respect to value of the assumed error criterion. This value of error
criterion is valid independently of the dynamic signal shape.
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1. WSTEP

Problematyka syntezy matematycznych modeli ré6znych systeméw dynamicznych jest
sprawg szczegdlnie wazng w sytuacji, gdy coraz wiecej eksperymentéow fizycznych
zastepowanych jest eksperymentami symulacyjnymi. W dziedzinie metrologii elektrycznej
matematyczne modele opisujg najczesciej za pomocg réwnan rézniczkowych, wiasciwosci
dynamiczne system6éw pomiarowych lub ich wybranych podzespotéw. W praktyce
matematyczny model opisuje tylko z wiekszym lub mniejszym btedem modelowany system,
a wartos¢ tego btedu mozna minimalizowac poprzez synteze coraz doktadniejszych modeli,
0 zazwyczaj wyzszych rzedach réwnania. Wydawac by sie zatem mogto, ze najlepiej tworzy¢
modele wysokich rzedéw o duzej doktadnosci. W praktyce korzySci ze stosowania modeli o
wysokich lub bardzo wysokich rzedach sg jednak czesto iluzoryczne, bowiem pézZniejsza
analiza wiasciwosci takich modeli jest znacznie bardziej skomplikowana, pracochtonna i
kosztowna. Z tego miedzy innymi powodu czesto jesteSmy zmuszeni do upraszczania modeli
wysokich rzedéw, stosunkowo fatwo uzyskiwanych np. w wyniku przeprowadzenia analizy
strukturalnej modelowanego systemu. Zasadniczym problemem syntezy modelu
uproszczonego jest ustalenie odpowiedniego rzedu i wspotczynnikdw opisujacego go
rébwnania rozniczkowego oraz wyznaczenie btedu, z jakim odwzorowuje on model
nieuproszczony. W sytuacji gdy model uproszczony ma stuzy¢ do analizy wiasciwosci
dynamicznych systemu, wyznaczanie jego btedu odwzorowania za pomocg standardowych
sygnatow wejsciowych oraz typowych kryteriow btedow jest niewystarczajace. Wartosci
btedow zaleza bowiem w spos6b zasadniczy od postaci zastosowanych  sygnatéw
wejsciowych, co przy duzej réznorodnosci i dowolnosci ich wyboru uniemozliwia
przeprowadzenie jednoznacznej oceny uzyskanych modeli. W przypadku pomiaréw
dynamicznych musimy zatozy¢ zupetng dowolnos$¢ ksztattu sygnatéw mierzonych, a wiec
réznigcych sie w sposob istotny od sygnatéw standardowych i witasnie dla takich sygnatéw
btad odwzorowania winien obowigzywaé. Artykut, na przyktadzie kryterium catki z kwadratu
btedu, przedstawia metode okre$lania maksymalnego biedu odwzorowania modeli
uproszczonych wzgledem modeli nieuproszczonych. Warto$¢ tego bledu obowiazuje
niezaleznie od ksztattu sygnatu dynamicznego, natomiast jest funkcjg czasu jego trwania.
Metoda sktada sie z dwdch etapéw. W pierwszym wyznacza sie sygnat wejsciowy modelu
nieuproszczonego, ktéry w zadanym przedziale czasu generuje maksymalng warto$¢ catki z
kwadratu jego odpowiedzi rys.l. W etapie drugim optymalizuje sie parametry modelu
uproszczonego na minimum warto$ci catki z kwadratu roznicy odpowiedzi modeli
uproszczonego i nieuproszczonego, dla uprzednio wyznaczonego sygnatu wejsciowego.
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2. WARTOSC MAKSYMALNA CALKI Z KWADRATU
ODPOWIEDZI MODELU NIEUPROSZCZONEGO

Zapiszmy matematyczng posta¢ modelu nieuproszczonego za pomocg funkcji przejscia
dlan=m

ns) _

Us) XV’ °)

lub w postaci rownowaznej dla n < m poprzez wydzielenie statej c* 0 i ce 91*, bedacej
stosunkiem wspoétczynnikow a i b przy najwyzszych potegach operatora s

‘ (2)

U(s) 2 Vv "

Przedstawmy catke z kwadratu odpowiedzi / [y(f)] modelu (2) w postaci

T

/ 1X0] = J[ cu(t) +y(t)]2dt, 3
0
w ktorej
yi.t)= \k(t-z)u{T)dT, 4

a k{t) przedstawia odpowiedZ impulsowg transmitancji wystepujacej w prawej czesci
réwnania (2) dlan<m.

Rys.l. Schemat blokowy uktadu do wyznaczenia sygnatu uQt) maksymalizujgcego catke z

kwadratu wyjscia modelu nieuproszczonego
Fig. 1. Block diagram of the system for determination a signal ug(t) which maximises the

integral-square-output of non-simplified model
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Przedstawmy zalezno$¢ (3) za pomocg iloczynéw skalarnych w przestrzeni Hilberta:

I[KO] =c2( u,u) + F(u) ®)

gdzie
F(uy=<Hu, u), (6)
H=cG+cG*+ G G*, O]

a operatory (G u)(t), (G*u)(t) oraz (G G* u)(t) wynosza:

t

(G u)(t) =yif) = jk(t-r) u(o dr, 8)
0
T
(G*u)(t) = jk(T-t)u(T)dr, 9)
T t
(GG"wW)(i)= I (r-i)[  (r-v)u(v)dv]dr. (10)
i 0

Wyrazenie / [KO] (wzor (5)) osigga maksimum, jezeli jego obie sktadowe c 2{ u, u )i
F(u) sadodatnio okre$lone. Sktadowa c 2( u, u)jest zawsze dodatnio okre$lona:

c2{u,u) >0 Vu, u”"O, (11)
natomiast operator F(u) >0dlac =0orazF(u)>0 Vu, u¢0, c”"O, ce iF*,gdy
real [ G(o) +G*(h>)] > 0, (12)
gdzie G(<y) i G \ o) sa transformatami Fouriera operatorow G i G*.
Dla F(u) > 0 problem maksymalizacji | [KO] sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego
u0(0, dla ktérego:

max F(u) = F(u0) , (13)

czyli spetniony jest warunek optymalnos$ci u0(t):

<ArAL Liu-W))<o . (i4)
o u uo
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Rozwigzanie warunku (14) daje:

((H+H*)u0,(u-u0)) <0, (15)
skad po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
(HuQu) <((HuO,u0). (16)
oraz wynikajacy stad szukany warunek na u(t) = u”t) dajacy rownos$é we wzorze (16):
“(0=«0 (0 =sgn [HuJj)]. a7)
Odpowiadajacg sygnatowi u~t) warto$¢ funkcjonatu / [y(t)] przedstawia zatem réwnanie:
max\y(t)]=c2 ( u0,u0) +(HuO,u0). (18)

Uwzgledniajac we wzorach (17) i (18) zaleznosci (7) - (10) otrzymujemy ostatecznie

t T T X
“0(0 =sgn [c jk (t-r) uQ(r)dr+ c jk (r-t) u~r)dr+ jk (r-t) [jk (r-v) uQ(v) dvldr] (19)
0 | t o
oraz
t t T

max /[y(0] =c2T+ J |C jk(t-r)uf<r)dr+c jk(r-tyuj<r)dr+
0 0 1

r t
+jk (r-t) [jk (r-v) u0(v) dv] dr\dt. (20)
0

3. CZASY PRZELACZEN SYGNALU WEJSCIOWEGO

Czasy przetaczen i;, tj, .. sygnatu ujif) wyznaczajg miejsca zerowe funkcji j(t)
wystepujacej pod znakiem sgn we wzorze (19). Przyjmuje sie przy tym oczywiste zatozenie,
ze amplituda sygnatu uQ(t) maksymalizujgca kryterium I [y(t)J wynosi +1 lub -1. Zatézmy, ze
pierwsze przetgczenie uj(t) zachodzi z +1 na -1, co oznacza, ze dla 0 <t <tj sygnat uQ(t)= +1.

W przypadku jednego przetgczenia w t =ti mamy zatem:
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a funkcja f(t) wystepujaca pod znakiem sgn (19) ma postac:
dlat<tj:

1 1, T I, T
fit) =c f]]k (t-z)dz+ c jk(z-f)dz- c Jk (z-t) dr+/Jk (z-t) [Jk (r-v) dv] dz+
[ 0

T tx X
+ JKk(r-f)[ Jk (r-v) dv- Jk (r-v) dv] dz
l 0 I
orazdlat>i;:
<i | T T | y t
fit) =c 6k(t-z)dr- ¢ jk (t-z) dz- ¢ Mk(z-t)dz + Jk (r-/)[ jk(r-v) dv- Jk (r-v) dv] dz. (22)
l t 10 /,
W bardziej skomplikowanym przypadkutrzech przetagczen w i;, t2 i t3otrzymuje sie
zaleznosci:

2

[(/1) =0 =c "k(tj-z)dz-c jk(z-h)dz+ c Jk (r-i/) rfr-c |i(r-f;)</i+

0 % l /,
<2 4 T
+ Jk(r-f/)[ Jk(r-v) -Jk(r-v)dv]dr +
i, 0 \
h li h t
+ Jk(r-i;)[ jk(z-v)dv- jk(z-v)dv +jk (z-v) dv Jdz+
T I, <2 1, 1
+ Jk (r-f)[ Jk (r-v)dv - Jk (z-v)dv + jk(z-v) dv - Jk (r-v) dv ] dz
L 0 4 2 a
fl 2 i 7

fifi) = 0 =c Jk (t2-z)dz- c Jk (t2-z)dz + ¢ Jk (r-fe) dz- ¢ Jk (r-k)dr+
+ JK(r-Z2)[ jk (z-v) dv - jk(r-v) dv + Jk(r-v)dv]dz +

+ Jk(r-/2)[ jk(z-v)dv- jk(z-v)dv + jk(r-v) dv- Jk(r-v)rfv] dz
f, 0 ! i, 13

/ 2 | T

fits) = 0= ¢ JK (t3-z)dz- c JK (ts-z)dz + c Jk fe-r) dz- ¢ Jk (ts-z)dz+

+ Jk (ij-0)[ jk (r-v) - jk (r-v) dv + jk (r-v) ¢iv- Jk (r-v) av] air. (23)
I, 0 /, i, /,
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Odpowiadajaca przetaczeniom w i/, O i h funkcja J{t) ma w odno$nych przedziatach
nastepujacg postac:
dlat < ti:

I i i i T .
flt) = ¢ jk (t-r)de+c Ik (r-i)dr- ¢ Jk (r-i)dz+ ¢ Ik (r-i) dr-c Jk (r-i)dr+
i T |
+ Jk (r-i) [Jk (r-v) av] dr+
[ 0
il 0 T
+ Jk (r-i)[ Jk (r-v)dv- Jk (r-v) dv]dr +

o G

i i, i .
+ Jk (r-i)[ Jk(r-v) dv -JKk (r-v) dv+ Jk (r-v) dv]dr +
i 0 i i
T I i i .
+ JK (r-i)[ Ik (r-v) dv - Jk (r-v) dv+ JK (r-v) dv - JKk (r-v)dv ] dr ,
[ 0 [ a <J

dlai/< i< O

g ' il I, T
flj) = ¢ Jk (i-r)dr-c Jk (i-r)dr+ ¢ Jk (r-i)dr- ¢ JK (r-i) dr+c Jk (r-i)dr+
o 1 , 1 t, I,
I l i
+ JK (r-i) [ Ik (r-v) dv - Jk (r-v) dv] dr+
1j 11 Q ' t
+ Jk (r-)[ Jk(r-v) dv - Jk (r-v) dv+ Jk (r-v) dv]dr +
r i ii h t
+ Jk (r-i)[ JK (r-v) dv - JK (r-v) dv+ Jk (r-v) dv - Jk (r-v) dv] dr,
fj 0 11 2 i

dlait< i< i?

i2

/i) =c jk (i-r)dr- ¢ Jk (i-r)dr + ¢ Jk(t-r)dr +c Jk (r-i) dr- ¢ JK (r-i)dr+-

o} i 12 | @
h I 2 *
+ Jk (r-i) [ Jk(r-v) dv - Jk (r-v) dv+ JK (r-v) dv] dr+
10 i i2
T ( I 1 N

+ Jk (r-i)[ J‘k(r-v) dv - Jk (r-v) dv+ Jk (r-v) dv - Jk (r-v) dnj dr
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dlaf> t}:
f(t) —c<l (t-2)dr-c ’ (t-r)dr+ chk(t-r)d r- cJIfc (r-ndr-c ji (r-t)dr+
r ’ i ’ 2 r i, i « :
+ < (r-d)[ JN(r-v) il - Efc(r-v)r/v+|’J"(r-v)r/v-~:’i:(r-v)i/v] Jr. (24)

W sposdb analogiczny mozemy utozy¢ /i*) réwnan dla zatozonej liczby K przetaczen oraz
odpowiadajagcych im k+1 rownan fij). Poniewaz rozwigzanie uktadu rownan:

m =0, k=I,2, (25)

moze mie¢ kilka miejsc zerowych, kazde rozwigzanie winno by¢ sprawdzone poprzez
obliczenie odpowiadajgcej mu wartosci max | [y(t)j jako sumy modutéw funkcji fij)
okreslanych dla t <ti, ti <t <j2, i2 <t<ts .../ >f*. Proces poszukiwania optymalnej liczby
k przetaczen sygnatu uQ(t) zostaje zakoriczony, jezeli wartos¢ max 1 [y(I)] dla k+1 jest

mniejsza niz warto$¢ max | [y(0] dla k przetgczen.

4. STROJENIE MODELU UPROSZCZONEGO

Zatézmy podobngjak w przypadku modelu nieuproszczonego (2) matematyczna postac
modelu uproszczonego:

1 *
T Y A gla<in//<m (26)
U{s) yB,s*

oraz oznaczmy przez ku(t) jego impulsowa funkcje przejscia. Strojenie modelu uproszczonego
(rys.2) polega na znalezieniu takich wspotczynnikéw Ay i S, modelu (26), ktdre na sygnat uj,t)
(19) daja min max I [y(i) -y ut)]. Minimalizacje mozna przeprowadzi¢ za pomoca typowych
procedur stuzacych do wyznaczania ekstremum funkcji wielu zmiennych, natomiast
wyznaczenie wartoéci min max I \y(t) - y {t)\ sprowadza si¢ do wstawienia w miejsce k(t) w
zaleznosciach opisujacych funkcje flj) réznicy [;(i) - kuftj] i obliczenia sumy modutow tej
funkcji w odnosnych przedziatach czasu.
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Rys.2. Schemat blokowy uktadu do strojenia modelu uproszczonego
Fig. 2. Btock diagram for the adjustment ofthe simplified model

4. WNIOSKI

Przedstawione podstawy teoretyczne umozliwiajg wyznaczanie optymalnego
uproszczonego modelu matematycznego oraz maksymalnego btedu, z jakim odwzorowuje on
model nieuproszczony. Wyznaczony btagd odwzorowania obowigzuje dla dowolnych
ksztattdow sygnatow wejsciowych. Przedstawione rozwazania dotyczg wybranego kryterium
w postaci catki z kwadratu btedu. W zalezno$ci od potrzeb, w podobny do przedstawionego
sposobu mozna analizowaé przypadki syntezy modeli uproszczonych w oparciu o inne
kryteria btedéw dynamicznych. Ograniczenia przedstawionej teorii wynikajg z zatozenia
liniowej postaci modeli i w konsekwencji ich zapisu za pomocg transmitancji operatorowych.
Pomimo prostoty modeli, praktyczna aplikacja opracowanej teorii wymaga rozwigzywania
skomplikowanych réwnan catkowych. Wygodnie jest w tym celu stosowa¢ gotowe programy
matematyczne, np. MATHCAD 5+.
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Abstract

On the basis of an integral-square-error criterion introduced here by way of example the
article presents a certain method of synthesising simplified mathematical models, as well as,
determining the errors which occur when simplified models map non-simplified ones. It has
been assumed that the value of the mapping error must be valid for any shape of a dynamic
signal. To achieve this purpose, special signals of the bang-bang type which maximise
integral-square-output of a non-simplified model, have been applied. Switch-over moments of
the bang-bang signals result from the solution of the integral equations derived in the article.
The algorithm, which makes possible the solution of the above equations by means of
numerical calculations, is analysed in details for one and three switches by way of example
and can be easily generalised for any number of switches. The optimisation of the coefficients
of a simplified model, with an arbitrarily chosen order of equation, is realised by computing
the minimum of the integral-square-mapping-error affected by the previously determined
bang-bang signal. The algorithm of such an optimisation is also presented in the article. The
simplified mathematical model obtained on the basis of the presented method is an optimal
one with respect to value of the assumed error criterion. This value of error criterion is valid
independently of the dynamic signal shape.



