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WYMIENIAJĄCYM CIEPŁO Z CIAŁEM TRZECIM

Streszczenie. Praca niniejsza jest drugą częścią 
obszerniejszej pracy. Rozpatrzono a niej problem 
przewodzenia ciepła a układzie złożonym z dau przy
legających do siebie ciał, ograniczonym równoległymi 
do siebie płaszozyznami z uwzględnieniem skończonej 
i nieskończonej prędkości rozchodzenia się ciepła 
oraz a przypadku równania falowego. Z jednej strony 
przyjęto adiabatyczny warunek wymiany ciepła. Z dru
giej wymiana ciepła z otoczeniem odbywa się według 
prawa Newtona.

Zagadnienie podobnie jak w poprzednich pracach 
[4, 6J rozwiązano w dwu etapach. W pierwszym rozpa
trzono rozwiązanie prostsze, powstałe przez pominię
cie pewnych wyrażeń w transformacie Łaplaoe’a rozwią
zania. W etapie drugim wprowadzono pełne rozwiązanie 
jako pewną modyfikację rozwiązania przypadku pierw- 
dzego. Modyfikacja ta nie zmienia zasadniczego cha
rakteru rozwiązania.

1. Wstęp
Praca niniejsza nawiązuje do pracy autora [4], w której oma
wiano analogiczne zagadnienie w przypadku układu Jednowarstwo
wego. Dla celów porównawczych z przypadkiem układu o symetrii 
kulistej, przyjęto dla x = 0 warunek adiabatyczności. Wymia
nę z ciałem trzecim, zwanym otoczeniem przyjęto według prawa
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gdzie:

t - temperatura otoczenia,
Bfc, oĉ  <  0,0 - stałe rzeczywiste,
T - czas.

Podobnie jak w pracy [3] rozpatrzono dla celów porównaw
czych przypadek nieskońezenie dużej prędkości rozchodzenia się 
ciepła oraz przypadek współczynnika przewodzenia temperatury 
dążącego do nieskończoności.

2. Sformułowanie zagadnienia
Okład (rys. 1) składa się z dwu przylegających do siebie prze
wodników ciepła ograniczonych płaskimi powierzchniami prosto
padłymi do osi współrzędnych x prostokątnego układu współ
rzędnych. Pierwszy rozciąga się od x = a do x = b, drugi 
do x = 0 do x = a. Charakteryzują je stałe c^ aŁ, i =
= 1,2, przy czym

a^ - współczynnik przewodzenia temperatury ciała i-tego, 
c± - prędkość rozchodzenia się ciepła w ciele i-tym.

Rys. 1. Układ rozpatrywany
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Bównania różniczkowe problemu można napisać w następującej 

postaci

d2t^xtX) 1 at^i.T) 1 a2ti(x,T)
* _ + ą o 12)

a x c dT

i = 1, 2

a. <ę x <  b , ,

ar*

gdzie:
a^ — Oj byj — a j  a^  =  3 j b2 — b •

Warunki brzegowe przyjmujemy w następującej postaci 

t’yj(x,0) = ti>0 = const, i s 1,2

dt^r, 0)
et 

a t 2( o , t )  

a x

= t< » = const 1,0

= O

^(ajT) = tgCa.T)

at^CajT) \2 at2Ca,lO
a x a x

a t ^ ( b j T )  . r
 -— -----  = - kCbjT) - t (17)1

a x  N  L 1 J

przy czym
\jjj i = 1,2 - współczynnik przewodzenia ciepła, 
oc - współczynnik wnikania ciepła,
t^, i = 1,2- temperatura ciała i-tego.

(3)
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3« Rozwiązanie zagadnienia
Szczegóły, dotyczące zozwiązania zagadnienia brzegowego, po
dano w przypisach. Rozpatrzono dwa przypadki. W pierwszym po
minięto w mianowniku wyrażenia występujące przy czynniku
-2q2a -2q1(b-a)
e oraz przy e w liczniku zaś wyrażenia zawie-

-2q2a
tające czynnik e . Pozwala to otrzymać stosunkowo proste 
wyrażenia, w których występują charakterystyczne dla poszcze
gólnych przypadków cechy. V przypadku drugim podano pełne roz
wiązanie zagadnienia. Ponieważ jako rozwiązanie odniesienia 
przyjęto rozwiązanie przypadku pierwszego, można było skompli
kowane rozwiązanie ogólne zinterpretować podobnie jak w przy
padku pierwszym. Przejście do przypadku ogólnego nie wpłynęło 
więc na charakter rozwiązania.

Jak podano we wstępie przedyskutowano właściwość rozwiązań 
w trzech przypadkacht 1) najogólniejszym sformułowanym w za
leżnościach (1) do (3), 2) przy założeniu a^— oo oraz 3)
Cj—— oo.

3.1. Przypadek I 
W tym przypadku q^ =

Rozwiązanie problemu można napisać w następującej postaci
_ £l_-r
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. L"1 (I - III)
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k=1
dT

t2(x,T) - t2ł0 + t2|^(1 - • 2 ) =

h , o  “ *2.« ) - * 1 ,0 ’ +
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(5)

i s 1,2 (a^oo) z tą tylko różnicą, że w miejsce wyrażenia

i s 1,2 (ĉ -ooo) z tym, że należy opuścić wyrażenia zawiera
jące wartości początkowe pierwszych pochodnych.

Wyrażenia I - IV i (1) - (3) dla każdego z trzech wymie
nionych wyżej przypadków zostały podane w dodatku. Na podsta
wie podanych w dodatku funkcji czasowych można przy pomocy 
twierdzenia o splocie otrzymać funkcje ozasowe odpowiadające 
wyrażeniom I - I V i ( 1) - ( 3).

3.1.2. Sens fizykalny otrzymanych rozwiązań
Mimo formalnego podobieństwa rozwiązań w postaci (4-) i (5) 
ważnych z nieznacznymi modyfikacjami w rozpatrzonych trzech 
przypadkach, odpowiadających różnym definicjom wielkości q^, 
własności fizyczne rozwiązań są w tych przypadkach różne.

W przypadku najogólniejszym qi = j , i s 1,2,

jak widać z zestawienia wielkości podanych w dodatku, we 
wszystkie wyrażenia I - IV i (1) - (3) wchodzi czynnik G.̂
któremu odpowiada funkcja czasowa, przedstawiona innym wyrażę-
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rozwiązanie jest równe zeru. Wyraża to fakt, obserwowany w 
praktyoe, że czoło zmiany temperatury rozchodzi się ze skoń
czoną prędkością.

wyrażeniach czynniki w formie fal bieżących, funkcji delta Di
raca, zanikającej funkcji wykładniczej lub funkcji trygonome
trycznej. Występowanie funkcji delta Diraca nie jest niebez
pieczne, ze względu na stosowanie twierdzenia o splocie funk*

z problemów przewodzenia ciepła z prędkością nieskończenie du
żą.

5.2. Przypadek II
Kozwiązanie otrzymane w przypadku I, wyprowadzono przy szere
gu założeń upraszczających. Dzięki temu w sposób stosunkowo 
przejrzysty występują w nim charakterystyczne ceohy, właści
we poszczególnym typom równań różniczkowych, rozpatrzonych w 
pracy. Można uwolnić się od tych założeń upraszczających i 
przejść do pełnych rozwiązań. Uczyniono to w dwu krokach. Po 
pierwsze przez wprowadzenie pominiętych w liczniku wyrażeń. 
Występują w nicii wyrażenia analogicznie zbudowane, jak w przy
padku I, mnożone przez czynnik o postaci analogicznej do jed
nego z wyrażeń tego przypadku. Przez stosowanie twierdzenia o 
splocie można więc stąd otrzymać wyrażenia podobnie zbudowane 
jak w przypadku I.

Druga poprawka pochodzi od wyrazów nieuwzględnionyoh w mia
nowniku. Jeżeli porównamy pełny mianownik w równaniach (P 7) 
i (P 8) i mianownik równań (P 12), wtedy widzimy na podstawie 
równań (P 33) i (P 34), że w pierwszym można wyłączyć mianow
nik przypadku I przed nawias, natomiast odwrotność drugiego 
wyrażenia rozwinąć w szereg nieskończony, przez który będą 
mnożone wyrażenia występujące w uzupełnionym liczniku. Każdy 
wyraz przypadku I oraz każdy z dodatkowych wyrazów pominię
tych w przypadku I, zostaje zastąpiony obecnie przez nleskoń^-

cji.
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czenie wiele wyrazów, powstałych przez mnożenie jego przez wy
razy nieskończonego szeregu. Otrzymane tak wyrażenia są tego 
samego typu co rozpatrzone w przypadku I, więc jeżeli chodzi 
o sens fizykalny, nie wnoszą niczego nowego. Wynik może być 
zinterpretowany w ten sposób, że zagadnienie rozwiązujemy przy 
pomocy nieskończonego szeregu odpowiednio umieszczonych źródeł, 
metoda znana i stosowana w tego rodzaju zagadnieniach brzego
wych. Zastosowana w pracy metody pozwala prosto wyliczyć funk
cje źródła, trudne zresztą w innych warunkach do wyznaczenia.
W przypadku równania falowego miejsce funkcji źródła zajmują fe 
le d’Alemberta.Własności występujących w pracy funkcji dla trzeci 
rozpatrzonych w pracy przypadków przedyskutowano w pracy [5]. 
Ze względu na szczupłość miejsca i złożoność rozwiązań nie po
dano tych rozwiązań explicite, szkicując w przypisach drogę 
do ich otrzymania. Otrzymane tam wyrażenia po zastosowaniu 
twierdzenia o splocie pozwalają na uzyskanie wzmiankowanego 
rozwiązania. Z punktu widzenia celu pracy nie podanie tych 
rozwiązań jest nieistotne, ponieważ charakter tych rozwiązań 
jest jasny na podstawie przeprowadzonych w przypisach rozwa
żań.

4. Przypisy

4.1. Rozwiązanie zagadnienia brzegowego (2) - (3) metodą cał
ki Laplace a

Oznaczamy przez p parametr transformacji ze względu na czas. 
Tj_(x,p) - transformaty temperatur składników układu, i = 1,2. 
T(p) - transformata temperatury otoczenia.

Transformaty równań różniczkowych (2) oraz warunków brzego
wych (3) są następujące:

d^Cx.p) 
^ 2 ---dx

Jjjp TjU.p) - tlj0jjł - X  [p^U.p)- p tij0 - 

*1,0’] - 1 * (P 1)
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d T2(0,p)
~"3x = o

T^(a,p) = TgCa.p

d T^(a,p) d T2(a,p)
TET = K dx

(P 2)

d T^b.p) 
dx ■ - -f; - T^>]

-Jeżeli oznaczymy

tli0 ♦ -łji], i . 1= 1,2 (P 5)

przy czym
df.(x,p)

eE = °-

*±'\ i c«

i = 1,2

i = 1,2
(P 4)

możemy napisać rozwiązanie zagadnienia (P 1), (P 2) w nastę
pującej postaci:

i r qi^b”x^Tl(x,p) = - U C p J -  L®
q,j(.b-x)

C<>1 - - 6 <Łi
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ą-Ca-x) A 2 i
+ ch q2a) - e q2 sb q2a - qi  ch q2a)J + f^.p)

ch q2x r r -q«.(b-a)
T2(x’P> “ I CpJćrq-2i {^(a.p) [ - e (q1 -

- - q } “ e + - q }] - P2Cb»P> [(T f  *2 8h *2a +

^"2 r+ q^ ch q2a)- (-^q q2 sb q2a - q1 oh qga) + M(p) [^(a.p) -

- f2(a,p)Jj + f2(x,p) (P 5)

^(a,p) = - [f^Ca.p) - f2(a,p)] sb q2a . -j£

* 2 (&fP) = ” “ t<p)] &  6)

ęUe(a*"ł)) w» Ap
M(p) = - a (q,,----— ) *A^ q2 #h q2a ~ q1 ch q2a  ̂ *

^ ( a - b )  A 2
- e Cq1 + *2 8h *2a + q1 ch ^2a'#

W celu otrzymania wyrażeń dogodnych do obliczania funkcji 
Greena podobnie jak w [3] po prostych przekształceniach,wpro
wadzając funkcje wykładnicze w miejsce hiperbolicznych, otrzy
mujemy

m , ^'(a.p) r -q^(b-a+b-x)®^Cx,p)   — —-—  I e (q1 - -r— ) -
1 M (p) L 1 A1
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-*1**"*)/ cx J V (b»p) ir -«ŁiC*-*),

♦ - < 4 ^  - i » * " * ]  - [ Ą  *  - * , « 4 *  %  *

-2q?al -q^Cx-a+b-a) |
+ <ł<j) «  J  6 i ♦ f^Cx.p)

_ , , PV  (a»p) f ^q^Cb-a)T2(x,p) = - ch q-x . -,• ■-■■“-----  (q* - -y~) • ' +M (p)ch q2a L 1 ^

a 1 q1 »2 ib»P> -^Cb-a)
+ (ql + T 7 } “ « H ÿ t  — 77-7 • +A 1 J M (p)eh q2a

+ eh' qgk~ [*1<«.P> - + f2(x»P} (p

przy czym

2 M'(p) = - [-(q1 - -gjO a“41 • *2 + (qi + -^-)] .

r -2qpÄ-i
• [(~  q2 + qi> - (i q  q2 - qV e J»

2P’ Ca.p) « - (-"»° ~ - 2»0 + — ------ r ^ T ^ , (p 8>
p q1 C1 q2 °2

A,
• - q  q2(1 -
ow’ iv ^  . _£L  !L + ..̂ 3 >9’ ■ _ ’y  -- ^ — )
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Dokonując w (P 7) i (P 8) przejścia granioznego oo, 
i s 1,2 otrzymujemy

<łi = i = 1,2 (P 9)

i równanie (2) przechodzi w równanie falowe.
Dokonując przejścia granicznego ĉ —̂ *-oo , i = 1,2 otrzy

mujemy

qŁ =

oraz kładąc

tit0' = °> i = 1,2 CP 11)

otrzymujemy klasyczne równanie przewodzenia ciepła*
Celem otrzymania funkcji czasowych, zbudowanych z funkcji 

Greena, stosujemy podobne postępowanie jak w [3], rozpatrująo 
dwa przypadki szczególne,

4.2. Przypadek pierwszy
Najprostsze funkcje czasowe otrzymujemy pomijając w mianowniku-2qpawyrażenia, w których występuje jako czynnik e oraz
-2q,.(b-a)
e oraz w liczniku wyrażenia zawierające czynnik
-2q?a
eW tym przypadku otrzymujemy:

_ i i *  _ .. S p . .. _ ± 1  _

i = 1,2 (P 10)
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_ t0 ’ A 0 t* _ - t0 t. !m } _ 2,0 2,0 _  2 s_1,0_____2j_0  ,1jO ... _T2U,p; - 2 _ Ź “ A* p + e ż ’ 2
c2 q2 1 q1

_  ) (/))’ + _2L i°-!L + — _ ''S' — ^ --- ) (2)’ +c ż ’ A* P + 2 "  2 Z, P -oc. > *
c2 q2 " C1 q1 k=1 *

+ ( „1, o  2 , 0 + 1 ,P..2-------------------------( 3 y

1 q1 c2 q2
(P 12)

przy czym przyjęto mianownik w postaci

2 M'(p) = (ą^ + -7q)(4 f  q2 + q1̂  <E 13)

oraz

I =
q1(q1 ~ ~fef} 6

-<ł,,(b-a+b-x)

(q1 + X ^ (T ^  q2 + q1} 

-^(s-a)
II = q2

i q  q2 + qi

n i

IV =

-q^(b-x)
: ^ ■ ■ ■ — — i.

. & qi + ~
Ap
(x ;  %  - ■»i)

-qi(x-a+b-a)

(qi + (T f  q2 + q1 }

(P 14)
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Józef Szpllacic
CD’ * (3y  - J 2-----------

(1)’ = (3)’ -¿ Ą  ą2— 11
i q  q2 + ^i

(2)’ = ----------
(2)’ . (5)’ «g-* > M

^  * •fc) (T T  “2 ł (I-i)
( 3) ' .  * V  .

4.2.1. Przypadek, gdy dane eą w postaci (P
4 W ty *  Pjr?yp4d)ntJU)żna: ^ap ls«ó  » p o s ta c i (P

S fcya pjreypadku aożna napisać:
I s  61.1 [ 1 * 2 CT ^  Bil C1D1P
A c »1,1 j1 ” 2 c7^' B1J G1S1V
n  « Gi ^CgDip

n i  «

17 = -  2 C1)D1P

( f f * r  C & £ 21(1 ~ 2 ci>BiP

4).

(P 15)
(P 15)
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przy czym oznaczono

^i,k = 9 B̂̂ C* i=1»2t....k » 1 ...... 7

m ^ s b - a  + b - x ,  mg = x - a

m j = b - X = b — a + x — a

m j s b - a  g s a ł 2 na + X

= a + 2 n a - x  (P 16)

oC
*1 + - q

C1 =      , 1 - 1 , 2
2

x ;  *2 + «i

D 1  =  — I 5 1 - 1 , 2

P

W cala obliczenia funkcji czasowej odpowiadającej funkcji 
Gf k przekształcamy wielkość do postaci

« 2 2  « 4Ot o

* h

wtedy
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gdzie: ®i,kt2 P°<is'bai»iono w miejsce funkcji wielko
ści występujących po prawej stronie.

Na podstawie tablic [1]

ci2t

O dla 0 < t < “k

2 V *2 - \
=1 * J 5 .i °iTi“ ------- =- +L ł{Gi,k,3}

m.
dla t>- (P 19)

gdzie: mk°i
2 S T

Gi,k,3 równa się iloczynowi funkcji e i przez czyn-
mknik przesuwający czas o

c^2 t

-1 i 1 ŹSi
ł  f i . * , 4 = 8

mkO dla O <  t<-£

Zo( ^ ^ t2  d la

(P 20)

IQ(x)f I1Cx) funkcje Bessela pierwszego rodzaju urojonego ar
gumentu.

Funkcję L"1 

jąc pomocniczo

Ol
wyliczamy na podstawie [1], wylicza-
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przy pomocy zależności

L  { B i f  =  c i e  +  / c i 0

. I^Cu) du.

Wyrażenie przekształcamy następująco:

C4 =
“4  q2 + ^

i 2 __!i 
«1 °2

P +

C1
P + 17

(P 22)

00 » n
[1 ł Z < 7 q - ^  (-1)1  <F23)

w tablicach [1] znajdujemy

-1 jp"1(^)j= ~  je IQ(&T) + Coc—p.) /  e_oCu. I0(P>u)duj

^  ^  {p-1 c§) CP 24)

1 ,° 1  C2

*2Parzyste potęgi r— obliczają się według prostszej formuły np.
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^2Kolejne nieparzyste potęgi ~  nogą być przedstawione w posta-
1 q2oi iloczynu parzystej potęgi i czynnika

q1
Przy pomocy twierdzenia o splocie funkcji można obliczyć 

na tej podstawie funkcje czasowe odpowiadające poszczególnym 
wyrazom szeregu (P 23).

4.2,2. Przypadek a i = 1,2.i o ±

W tym przypadku otrzymujemy następujące transformaty I-IV
i (1)V- (3)’l

1 = G1 , 1 V

m “ G1.3B
CD* = (3)’d2 

ch(]p)
(3)’ = —cbCES)

II = G1f2D2 

IV a G1ł4* B 0/j

(2)’ = C3)D1 B C1 G1>5

(P 26)

przy czym 

1 = 1 - 2  (-2-) B

B ô cc
p + T 7  

± .

5 5
l- + i-
c2 C1

1 .2

(P 27)

i * 1 - 2 D„

dla i * 1,2 i k = 1 do 5 oznaczono jak poprzednio.
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Funkcje czasowe obliczają się w sposób elementarny. Należy 
tylko zwrócić uwagę, że stałym w wyrażeniach A I S  odpowiada 
funkcja delta Diraca, Gi}i przedstawia przesunlęoie skali cza
su, charakterystyczne dla równania falowego

ir1 (cj)(3)j = 1 + 1 $  608 [(n “ i H  <$] •
1 } n»1 * “ Z

. cos [(n - J)3CT dla - a <  x <  a . (P 28)

Fizykalnie mamy tu nieskończony szereg fal bieżących, zbieżny 
jednostajnie.

A.2.3» Przypadek » 1 = 1»2

W tym przypadku wyrażenia I-IY i (1) i (2) można przedsta
wić podobnie jak w poprzednim przypadku, z tym, że w miejsce 
B wchodzi B a^.
Oznaozenia są następującet

A - 1 - 2 f i  B

B =
P ♦ (jgf> f i

D, . t 3 S   i . 1,2 (P 29)
1 ii -J-.-l.

‘' f i  f i
E = 1 - 2 D1
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Oznaczenia m^ jak w poprzednim przypadku. 
Funkcje czasowe mają następującą postać i

1 3  1 - 5 l -
L”1 {Gi,k} = (i)a: 5 V  »i 8 SiT

i i  i _ i _ 1 ? i
L"1 |(p? + oc r 1j = 3C ^ T  2 -oce<x T erfc(ccT )

^  ( • + » } •
~ i  - \ - 5bt

ch

cb (a "\̂ ~)

%

 i  J L . a  ( x" a 5 x ^V2a a2
iffT

(P-30)

przy czym funkcja eliptyczna Jacobiego jest określona przy 
pomocy szeregu jednostajnie zbieżnego

« 2n 2iTT(n + t?)
(i3̂ (v,T) = 2 6 sin3T (2n + 1)v. (p 31)

n=0
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4.3. Przypadek II
Wyrażenia poprawkowe pochodzące od wyrazów pominiętych w licz
niku

A A t. — t t Ą ’
A. = - -j t  ( 1,0 ■ 2ł2 + V — Ó  y?-*V -) (I - II) .
1 A 1 P ■ q22 o22

1 ^1 C1 k=1 *
A- -̂2
T 7  q2 " X T  q2 + q1 -2q2a

. ( (III) -----------(IV) --------- ) e (P 32)
7 q ~  q2 + qi i q  q2 “ qi

> , . 4 a  (*1,?' *g.<>„. - h Ą  P 4 - )  d r .
2 A 1 P q^2 c /  q /  c /

. [,‘2q2a . ■q-'(b-<') (1 - 2 -g- B,)] . ®

. _ > 4 _  y  ^ _ )^ (2)-. - qi(b-a ) .a 2 2 p -cCj. A/i O./,q1 C1 n=1

+

W wyrażeniach tych nie występują w porównaniu z poprzednio 
rozpatrzonymi żadne nowe typy funkcji, więc uwzględnienie tych 
wyrazów nie zmienia zasadniczego charakteru rozwiązań.
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Mianownik w tym przypadku można napisać w postaci następu
jącej s

-2q2a -4q2a
(1 + P e - p2 e +

‘ '(p) - £*> <■% %  *«,>

* p3 - ...) (1 - « ♦ Q2 33)

gdzie*

*4^2 - <H

7^ *2 + «1

Q

(P 54)

, -2i2* , 2 -*«2* , ------ 3—  (P - e )(1 + Pe - P • +...)
oC

Wyrażenie na P posiada szczególnie prostą postać w przypad
ku oraz q^ = i = 1 »2, mianowicie Jest wielko
ścią stałą.
W wyrażeniu Q czynnik = i - 2(-̂ j*)B̂  został poprzednio
przedyskutowany. W niektórych wyrażeniach występują składniki 
stałe. Nie wprowadzają os« niczego nowego« gdyż są mnożone 
przez transformaty, występujące w przypadku I.

W przypadku najogólniejszym q. = "V£” = ^-5» i = 1,2 
wyrażenie C1
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oraz wyrażenie P = 1 - 2 były poprzednio przedyakutowane.

-2 <jy.(b-a) -2 q2a
Wyrażenia e oraz typu e mogą być przedsta
wione jako iloczyny p.Dĵ  ozaz funkcji typu Gi k. Ich funk
cje czasowe były popzzednio przedyskutowane.

4.4. Rozważania, dotyczące zbieżności otrzymanych wyrażeń
Sumy występujące w liczniku rozwiązań w przypadku £ i II są
skończone. Natomiast wskutek rozwinięcia mianownika w przy
padku II w szereg nieskończony( rozwiązania w tym przypadku 
zawierają szeregi nieskończone i wymagają zbadania ich zbież
ności.

Wyrażenia otrzymane w postaci przetransformowanej przedsta
wiają zawsze szeregi jednostajnie zbieżne. Pozostaje do zba
dania zbieżność odpowiadających im nieskończonych szeregów 
funkcji czasowych.

Mamy do zbadania szeregi o następujących transformatach: 
w równaniach (P 33) i (P 34)

1 ♦ P . ' 2 ’2* - P2 e”4 ,2* ♦ p5 .■* 'ł2*- ... (.)

oraz

-2 ouCb-a) -4 ą^Cb-a)
1 - Q e ♦ Q . e - ... (b)

W równaniu (P 23)

OO
^  <b  n  1 

( - 1 )
A1 q1 C c )

W równaniu (P 15)

OO

2  <a2’“n,6 * W
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Najbardziej skomplikowanie przedstawia się przypadek

' 1 =  1 , 2
Zbieżność szeregów Ca), (b) w tym przypadku jest uzależnio

na od zbieżnośoi szeregu typu (e). Jeżeli przejście do funkcji 
czasowych wymaga w tym przypadku dla parzystych potęg —  zna
jomości teorii dystrybucji« to elementarnie daje się rozpatrzeć 
wyrażenie

% • - w ] » ~

ponieważ

5i
*1

+ p

+ P
(P 57)

oraz

*22

< 7
1 + -1*

°2

fl
»i

-il
»i + p

(P 38)

Podstawiając (P 37)» (38) do (P 36) i uwalniając od nawiasu 
otrzymujemy szereg w którym każdemu wyrazowi odpowiada ogra
niczona funkcja czasowa.

Jeżeli oznaczymy majorantę wyrazu

P-1 (P 39)
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przez A oraz majorantę

I (P 40)

-2q2a
przez C, otrzymamy majorantę p' e w postaci

A o t
(P 41)

szereg transformat jest więc bezwzględnie i jednostajnie zbież
ny.

Podobnie, jeżeli uwzględnimy, że C± występuje w połączeniu 
z innymi czynnikami, otrzymujemy również zbieżność bezwzględną 
i jednostajną wyrażeń zawierających C^.

Podobnie można wykazać zbieżność szeregu (a), (b).
Jeżeli chodzi o szereg (d), to odpowiadające mu funkcje 

czasowe mają tę właściwość, że zaczynają być różne od zera 
w pewnej chwili, przechodzą przez ekstremum i następnie dążą 
do zera, przy czym maleją gdy rośnie indeks k. Stąd wynika, 
że ponieważ ektrema funkcji są zawsze skończone, charakter 
tej nieskończonej sumy będzie taki sam jak każdej poszczegól
nej funkcji.

W pozostałych dwu przypadkach P jest wielkością liczbo
wą mniejszą od 1 , mianowicie w przypadku 9.̂ = f”
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V przypadku qŁ

P ..jS .llS ' ,.'-  S _ . cp 43)
  1

Al1*2 1^1

W przypadku qA = -2— funkcja czasona odpowiadająca czyn- 
-2q?a inikowi e i jego wyższym potęgom, oznaozają przesunię

cie skali czasu, ze względu więc na P<1 szeregi odpowiada
jące (P 33) i (P 3*) b«dą zbieżne.

W przypadku qŁ = -2- funkcje czasowe odpowiadające
-2q9a -Są^Cb-a) e i e są dystrybucjami, ale można łatwo

przejść $1 nich do funkoji czasowych skończonych stosując
twierdzenie o splocie. Otrzymane w ten sposób z (P 33) i (F 34)
szeregi będą bezwzględnie zbieżne dzięki P d .
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M3MEHEHMH TEMIEPATmi B IIJIOCKOfl CHCTEME flByX TEIIJIOIIPOBOflHimiX 
TEJI, OEMEHiTOHX TEnjIOTy C TPETHM TEJIOM

P e 3 K> M e

BTa paÖOTa hbaaeT ca  BTOpofl RacTfcn ßoaee oömapHOfl paÖOTH.B n e p -  
BO« w a d u  [4 ] pacciiaTpRBaeTca npoOaeua TenaonpOBOXROcTH T e ra ,  
orpaRmeBHOro asysta napaa-neabhhmk nrocKOCTauH. C oahoA CTopOHU 
npHHHToe axRaÖaTHaecxoe ycaoBRe TenaooßiieHa, c xpyrofl -  T enao- 
oöueR norvHHeH s&xoay Hu t o b s .  Bo BTopoit aacTR noAOÖHaa n p oöae-  
ua paccuaTpKBaeTCH a r a  chct6 mh AByx T ea , orpaHRReHRiix n a p aa-  
aea&HUMR naocxocTaiiH c n oao6hnmr rpaaKVRHiot ycaoBaawH. IIpoö- 
aew a, xax  b opejpnecTBycntett paOoTe asTopa [6 ]  a a a  Tea c$epwRe- 
cxofl CMuueTpMH peweRa aaa  Tpëx cayu aeB : TenaonpOBOaaocTH o x o -  
HeRROH R OeCKOHeRHOfi CXOPOCTBD aSHXeHRH TeilXOTH M *a a  BOAHOBO- 
ro  ycpaBHeHRa.

IIoayaeHHoe peneRRe CBHxeTeakCTByeT o tom, xax BoapacTacT 
MareMaTRRecxRe TpyaaocTM, ecax ot cayBaa ßecxoHeRHOfl cxopocTH 
nepexoARTca x cayman xoHeaHOfl, eoaa RcnoabayoTca <J>yHxuHR rpa- 
Ba. Kax 6hao cxa3aH0 b [6], xaa ncxoÖRO» npoOaeuu co c$epRRe- 
cxoft CRuueTpRett, nepexox npocTofl ripx HCHoabaOBaHXR pajOB $ypfce. 
rioaoöHHe CBottcTBa HueoT pemeRRH xaa naocxofl npoOaeuH HB-sa 
$opMaabHoro noAOßaa peoeHRtt. BoaHOBoe ypaBReHKe paccuaTpHBaeT- 
ca Toxe xax npexeaLHHit cayaafi.

B noayBeHHOu pemeBRR Bupaxeau xapaxTepHue ocoßeHHOCTR $yHX- 
URR TpRHa, npHHaxaexaniHx k btzu  Tpeu cay B aau . Ohh soxpoßHO 
paccuaTpRBanTca b [5].

üpoßaeua pemeHa b  AByx marax xax b  npeAłeCTByi)ąHX paCoTax
[4] . BnepBEie paccuaTpuBaeTca 6oaee npocToe pemeHRe, coayBeRHoe 
npa RcnoaB30BaHRH HexoTopux ynpomeHR»;bo BTopou, noaHoe peme- 
HHe, xax HexoTopoe BRAORSueHeRRe nepBoro. 3to He HapymaeT cob- 
cesi xapaxTepHnx ocoßeHHOCTeft nepBoro pemeHRa.
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TEMPERATURE VARIATIONS IN A FLAT SYSTEM CONSISTING OF THE TWO HEAT CONDUCTING BODIES, EXCHANGING HEAT WITH 
A THIRD BODY

S a m m a r 7

This paper is a second part of a more extense paper. In the 
first one [4] the problem of heat conduction in a body, boun
ded by parallel planes has been discussed. From one side an 
adiabatic heat exchange condition «as assumed, from the other 
side the heat exchange follows the Newton law.

In the second part a similar problem has been discussed 
for a system, composed of two adjacent bodies, bounded by pa
rallel planes, with analogous boundary conditions. The problem, 
similarly as in the foregoing author's paper regarding the sys
tems with spherical symmetry [6] has been solved for three oa
ses: of the heat conduction with finite and infinite heat pro
pagation velocity and for wav* equation. The obtained solution 
gives information,how the complexity of solution increases, 
when a transition is made from the case of infinite heat pro
pagation velocity to that of the infinite one, when Greene's 
functions are being used. As has been in [6] mentioned, for 
analogous problem with spherical symmetry, the transition is 
very simple, when Fourier series are used. Similar properties 
have the solutions for plane problems in spite of formal si
militude of solution.

The wave equation is also regarded as a limiting case.
In the obtained solution the characteristic feature for 

each Greene's functions has been expressed. The properties of 
these functions were considered in [5]•

The problem is solved in two steps similarly as in the fo
regoing paper [4]: In the first one is the simpler solution 
considered, received by some simplifying assumptions. In the 
second step is the full solution discussed, as a modification 
of the first one. This does not influence the fundamental cha
racter of the solutions.


