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Streszczenie. W pracy rozpatrzono zagadnienie nie-
Scisliwego naptywu ze statag predkoscig na powierzch-
nie ptaska. Problem sprowadzono do rozwigzania upro-
szczonych roéwnan Naviera-Stokesa i1 rownania energii.
W wyniku ich rozwigzania otrzymano podobne rozkdady
temperatur wzgledem czasu t, dla ciepta tarcia roéw-
nego zeru i1 przy Jego uwzglednieniu. Dla obliczonego
pola temperatur podano wyrazenia dla strumieni cie-

pta.

1. Wstep

Rozpatrujac rownania Naviera-Stokesa zauwazamy mozliwos¢ ich
uproszczenia dla wszystkich wypadkéw bardzo matych wartosci
konwekcyjnych cztondéw przyspieszenia. W procesach (tzw. pro-
cesach naptywu) opisywanych tego rodzaju uproszczonymi rowna-
niami rownowage przeptywu okresla przyspieszenie lokalne oraz
sity tarcia. Dla niescisliwego przeptywu pitaskiego (rys. 1)
przy statej wartosci lepkosci kinematycznej (V) oraz zatoze-
niu statego cisnienia uproszczenie to prowadzi do réwnania
dyfuzji o postaci [1]*

(1)

gdzie:
t - wsp6trzedna czasowa, pozostate oznaczenia na rys. 1.
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Znajac pole predkosci otrzymane z rozwigzaniaodpowiednie-
go zagadnienia brzegowego opartego o réwnanie (‘1) mozna for-
mudujgc nowe zagadnienie brzegowe polegajace na rozwigzaniu
rownania (1) i1 uproszczonego réwnania energii z odpowiednimi
warunkami granicznymi okresli¢ rozk#ad temperatur oraz warun-
ki wymiany ciepta we wszystkich procesach ptaskich, dla kto-
rych stusznymi sag nierdéwnosci?

o

u 0T oT

flu .
ot ax’ alBu ax ’

gdzie:
T - temperatura bezwzgledna.

Uproszczenie réwnania energii oparte jest na zatozeniu
istnienia rownowagi miedzy lokalng zmiang temperatury oraz
jej zmianami wskutek przewodzenia ciepta i powstawania ciepta
tarcia. Posta¢ réwnania energii przy dodatkowym zatozeniu o
niezmiennosci ciepta wkasciwego cp i wspotczynnika przewo-
dzenia ciepta X przedstawia réwnanie (2).

@

gdzie:

a:/\ o
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Wnikliwe przedstawienie problemu rozk#adu temperatur w po-
blizu ptaszczyzny dla przypadku stacjonarnego mozna znalez¢ w
pracach [i] ,[2]-

2. Zagadnienie brzegowe

Rozwazmy problem: jak ksztattowaC sie bedzie rozktad predkosci
i temperatur w poblizu nagle wprowadzonej w ruch z predkoscig
statg VQ ptaszczyzny umiejscowionej w okreslonym czynniku.
Wspoétczynniki v,A oraz wartosci Cp i ~ uwazaC bedziemy za
przyjete wartosci state. Tak sformudowany problem réwnowazny
jest zagadnieniu brzegowemu:

icu =v efu (1)

et Oy
@
tsgo u =0, T=Tgq dla 0 < y< oo (©)
t>0 u = VQt T =Tw dlay =0
u=0, T - Tq dla y - oo .

Rozwigzanie rownania (1) z odpowiadajacymi mu warunkami gre =
nicznymi przedstawia formuta (6) [1]-

®
gdzie

7= - —
= Tt

oznacza nowg bezwymiarowg wspodrzedng.
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3. Rozktad temperatur

Po wprowadzeniu do réwnan (1), (@), (3, (4) nowej zmiennej tj,

liczby Prandtda Pr oraz wykorzystaniu zaleznosci (56) otrzymu-
jemy nowe zagadnienie brzegowe dla okreslenia rozkdadu tempera-
tur:

)

T = Tq dla P = oo @)
T=Tw dla P=0. (8)

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego (6), (7)> (8) przedsta-
wimy w postaci upraszczajgcej dyskusje rezultatdédw jego roz-

wigzania:
T - TO =[(Y,, - TO)-(Ta - TOIL,(D.PHEt t~_Pr)
gdzie:

L] (1?,Pr) - jest ogolnym rozwigzaniem warunku brzegowego:

=1 dla P=0
Bj=0 dla Q=° an

E2 (®,Pr) jest rozwigzaniem szczeg6lnym roéwnania:
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dla warunkéw brzegowych:

- -=0 dla 17=0

€C)
K2 =0 dla P =00 .

W réwnaniu (9) roéznica Ta - TQ wyraza sie przez K2(0,Pr),
[patrz (18)] -

Méwigc inaczej rownanie (10) wraz z podanymi warunkami gra-
nicznymi okresla problem chtodzenia bez uwzglednienia ciepta
tarcia przy zachowaniu AT = T~ - TQ, natomiast roéwnanie (12)
okresla rozktad temperatur dla nieprzewodzacej ptaszczyzny przy
uwzglednieniu zrodta ciepta powstatego wskutek tarcia.

a) rozwigzanie zagadnienia brzegowego (10), (11).

Rozwigzaniem rownania (10) dla warunkéw (11) jest formuta:

lub uwzgledniajgc rownosc:

0
KIiCrjPr) = 1 - § ("Prrj) . a4)
gdzie:

mHMPrT?) jest catkg prawdopodobienstwa zmiennej "jPr
Pole temperatury przedstawimy w postaci:
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Otrzymane rozwigzania dla réznych liczb Pr sg podobne
wzgledem zmiennej t. Oznacza to, ze dla kazdej wartosci tej
zmiennej mozna otrzyma¢ rozwigzanie warunku brzegowego (10),
(11) przez odpowiednie przyjecie skali dla zmiennej y. Rys. 2
ilustruje rezultaty obliczen dla kilku wartosci kryterium Prand-
tla. Zaznaczmy, ze dla Pr = 1 pole temperatur jest identyczne
z rozktadem predkosci okreslonym rownaniem (1) z odpowied-
nimi warunkami granicznyfii. Z rysunku 2 wynika,ze proces wy-
rownywania temperatur zachodzi gioéwnie w pewnej warstwie przy-
Sciennej, ktdérej grubos¢ yg yd®st proporcjonalna do I[vt. Np.
dla Pr = 2 nS = 1,3= “onb czyli yS = 2,6 Yiyt.
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b) rozwigzanie warunku brzegowego (12), (13).

Rozwigzanie rownania (12) z warunkami granicznymi (13) otrzy-
mane metoda uzmiennienia statej wyraza sie przez:

konaniu catkowania rozwinietej funkcji, "("»P?) wyrazac¢ sie
bedzie przez:

2 Ir (? Prik _2k+1
Z2(™,Pr) = Pr xp(-Prl )~ (1) <gf\(;kTTJ g dg. (l6a)

k=0
Ostateczne rozwigzanie dla KgOrjjPr) otrzymujemy catkujac prze
czesci prawg czes¢ wyrazenia (16a)

k=0 o1

Wyrazenie (16b) stanowigce ostateczne rozwigzanie warunku
brzegowego (12), (13) jest szybko zbiezny dla Pr>1. Natomias
dla wartosci kryterium Pr <1 rozwigzanie nie istnieje.

Wartos¢ R2(0,Pr), ktéra charakteryzuje tzw. temperature wilg
ng scianki otrzymuje sie z rownania (16b) przyjmujgc w drugiej
czesci tego rownania a« = k. Uzyskany szereg jest zbieznym dla
wszystkich Pr>1.
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Dla <huzyr wartosci kryterium Prandtla Pr>500 szereg (17)
mozna z 4 doktadnosciag (btad nie bedzie przekraczat
zastgpi¢ nieskonczonym szeregiem:
tA)
e,0,pr) a¢ Vo @17a)
k=0

Okreslona w rownaniu (9) temperatura whkasna Scianki Ta wyra-
za¢ sie bedzie teraz przez:

272 y 2

2V,2V -Dk(-Fr)k
™ - T = (-Dk( ) - b (PN=r s
18)
gdzie:
r = ﬁg—= g - To oznacza czesto spotykany w literaturze tzw
v 2 <P

recovery factor”.

Wartosci "s” dla Srednich wartosci kryterium Prandtla poroéwny-
walne sa z wartesciami otrzymanymi dla wypadku stacjonarnego
optywu ptaszczyzny [i]-

Wartosci b(Pr) z réwnania (18) d#a kilku wartosci Pr podano
w tablicy 1»

Tablica 1

Pr 1 2 7 15 50

t 0,772 1 1,461 1,732 2,275

Zgodnie z (12), (15) funkcja K?({?,Pr) okresla rozktad tem-
porat»r T2 (@) dla przypadku ale przewodzacej ptaszczyzny z
wzglednioniem ciopta tarcia, Mamy wiec:

Vi?) - T ur?, Pi)
—T.-H = icroirir (€))
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Zaleznos¢ (19) dla Pr = 2 przedstawiono na rys. 3.

T -7
Bys. 3. Zaleznos¢ ¥¥ dA—=fC- ~r) dla Pr = 2
Xxa "™ o 2™ vt

Ogélne rozwigzanie warunku brzegowego (1), (@), (3)» (&)
dla Pr 21 zgodnie z (9), (4-)» (16b) wyraza sie przez:

2 00
T-T,
p k=0
o0
2V, ol - (-1)* (2-Pr, VZk
C-PrifH)[ k! 2k +
fp Lk=0
00 K

(20)
k=0 «C=1
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@G» @

Bezwymiarowe pole temperatur dla warunku "brzegowego (1), (2),
otrzymane po podzieleniu réwnania (9) (powracamy do

wygodniejszego zapisu rozwigzania (20) przez - TO bedzie
okreslone przez wyrazenie:

J2 = [i - 80b(Pr)I PP+ | © ZgiipPi) @D
W (0]

bedace funkcjg jedynie

Pr i0.

SzczegOlnie proste do osiggniecia wyrazenie dla (21) otrzy-
ma¢ mozna dla Pr = 2, ktdore przedstawia dla réznych wartosci
© rys. 4.

Lrt.
Tw-fc

T -7
Sys. 4. zaleznos¢ M
w "

= f(-*=r) dla réznych wartosci ©,Pr=2
o] 2>t
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4. Wymiana ciepta

Strumien ciepta od ptaszczyzny do otaczajacego czynnika w oza-
sie t wyraza sie przez formutes

g(t)«-XC-2-2) - 22)
dy y=0
Uwzgledniajgc okreslenie dla = otrzymujemy:
2 1vt
<M m - "0 # NO <ER>

a) strumien ciepta dla wypadku gdy ciepto tarcia przyjeto
réwne zero.
Na podstawie rownania (15) otrzymuje sie dla q(t) ostatecznie:

q(t) = i[Pr X(T_ - TO) . (23)
'V 3Vt W °

Podkreslenia wymaga fakt zaleznosci q(t) od I[Pr.

b) strumien ciepta w wypadku uwzglednienia ciepta tarcia.
Wychodzgc z (22a) oraz z okreslonej z réwnania (9) wartosci:

(FlOP=0 = * (Tw* Vv

otrzymujemy ostatecznie:

q(t) = =¥ APX(T -T) . (€Z))
AXVE
Wptyw ciepta tarcia na wymiane ciepda wyraZznie uwidoczniony
jest na rys. 4* przedstawiajgcy» pola temperatur [zgodnie z (20)]
dla Scianki na;srzanej (©>0) oraz dla Scianki nagrzewanej (e<0).
Ula (©>-—]- temperatura warstwy granicznej na skutek powsta-
jJacego ciepta tarcia jest wyzsza niz temperatura Scianki T**
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Fakt ten uniemozliwia chtodzenie Scianki. Nieréwnos¢ 0<-~ (Pr=2)
sprowadzajgca sie do:
2 Ty -
a -T1j>" - 4 -2 Yo

irc 3r r

P

okresla warunki przy ktérych moze zaistnie¢ efektywne chtodze-
nie nagrzanej scianki dla procesu laminarnego naptywu czynnika
na nieruchomg ptaszczyzne.

5. Uwagi koncowe

Stosowalnos¢ otrzymanego rozwigzania (20) okreslajg warunki:

du dT
aTT" u TTx cxaz TE>>U -9x »

ktdére muszg zaistnie¢ by zagadnienie brzegowe (1), (2), 0),
(M miato Fizyczny sens. Drugi z tych warunkéw mozna zastgpic

przyblizonym kryterium u @H'") » okreslonym dla
ecp ay
stacjonarnego optywu plaszczyzny cieczg niescisliwg. Warunek

ten sprowadza sie do:

Pr - Pr

Tw -V OV caer) Y% | CEDacn 1))
2
- Pr o, (25)
°p
gdzie:

= okresla rozktad predkosci dla optywu stacjonarnego,
* \

aipr) =(0,332/ J F & > @2
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Korzystajac z rozwigzali iSckerta-Drewitza [1] oraz Howartha
[1] mozna droga bezposrednich obliczen okresli¢ warunki dla
ktorych spei#niona jest nierdwnosc¢ (25).

Dla Pr<1 nierdéwnos¢ (25) jest mocno sprzeczna, Tym tdu-
maczy¢ mozna brak rozwigzania naszego zagadnienia brzegowego
dla tych wartosci Pr.
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THE TEMPERATURE DISTRIBUTION NEAR THE PLANE WHILE SUDDEN
SETTING 1T IN MOTION

Summary

In that publication the question of incompressible inflow on
the plane has been discussed. The problem has been solved by
using the simplified Navier - Stockes equations and simpli-
fied energy equation. The temperature distributions in a rela-
tive to time "t" as well as for the heat friction being equal
0 and different from O are similar. The expressions for
heat stream of the calculated temperature distribution has
Ffinally been given.



