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ZAGADNIENIE SZEREGOWANIA ZADAN W SYSTEMACH TASMOW YCH
ZE SPECYFICZNYMI WYMAGANIAMI

Streszczenie. W niniejszej pracy przedstawia sie szereg algorytmow heurystycznych dla
zagadnienia kolejnosciowego taSmowego z wymaganiami typu "bez czekania" oraz
z terminami dostepno$ci zadan. Przedstawiono wyniki obliczeniowe algorytmoéw oraz
analize poréwnawczg.

SEQUENCING OF JOBS IN CONSTRAINED FLOW-SHOP PROBLEM

Summary. In the paper flow-shop scheduling problem with "no wait" requirements and
with job release dates is considered. Some approximation algorithms, computation
results and discussion of the performance of algorithms are presented.

1. Wstep

W niniejszej pracy rozpatrywane jest zagadnienie szeregowania zadan w systemie
taSmowym, charakteryzujgcym sie brakiem mozliwosci czekania ("bez czekania™) zadan
w trakcie ich realizacji. Tego rodzaju specyficzne wymagania wystepujg w procesach
zwigzanych z "obrébka" chemiczng lub zmianami stanu parametréw fizycznych wyrobéw (np.
produkcja wyrobéw betonowych, odlewanie i obrobka wyrobéw metalowych). Drugim
istotnym wymaganiem (organizacyjnym) jest istnienie terminéw dostepnosci realizowanych
zadan. Termin ten moze réwniez wynika¢ z wykonywania zadan na maszynach
0 nieograniczonej przepustowos$ci ("bez ograniczen") podczas optymalizacji gniazd
krytycznych w dyskretnych procesach produkcyjnych. Celem optymalizacji jest znalezienie
takiej kolejnosci wykonywania zadan, aby termin zakonczenia wszystkich byt minimalny. W
pracy przedstawiono: sformutowanie zagadnienia, krétki przeglad literatury, algorytmy

heurystyczne, wyniki obliczeniowe oraz analize poréwnawcza.
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2. Sformutowanie problemu

Rozpatrywane w pracy zagadnienia mozna sformutowac¢ nastepujgco : dany jest zbiér
zadan ktore nalezy wykona¢ przy uzyciu zbioru maszyn M= {M],M2 mM ,J ¢
Zadanie Jj musi by¢ wykonane kolejno na maszynach czas trwania realizacji
zadania Jj na maszynie Mk wynosi pjk. Kazda maszyna moze wykonywa¢ w danej chwili nie
wiecej niz jedno zadanie, wykonywanie zadania na danej maszynie nie moze by¢ przerywane,
kolejnos¢ wykonywania zadan na kazdej maszynie jest taka sama. Realizacja zadania na
maszynach musi nastepowac¢ niezwiocznie ("bez czekania"). Ponadto z kazdym zadaniem
zwigzany jest jego termin dostepnosci m tj. najwcze$niejszy termin, po ktérym mozna
rozpoczaé realizacje zadania Jj. Zagadnienie optymalizacji polega na okresleniu takiej
kolejnosci wykonywania zadan, aby minimalizowa¢ termin zakonczenia realizacji wszystkich
zadan Cmax=tnaxJCp gdzie C, jest terminem zakonczenia realizacji zadania Jf Oznaczmy przez
Sk termin rozpoczecia wykonywania zadania Jj na maszynie Mk oraz przez Cjk=Sjk+pjk termin
jego zakonczenia na tej maszynie. Dalej oznaczmy przez w={x(1),n(l),n(l),...n(n)}
permutacje wykonywania zadan na maszynach. Zauwazmy, ze zestaw liczb Sjk jest
rozwigzaniem dopuszczalnym dla danej permutacji n wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa

nastepujace nieréwnosci :

And*\)k~"n(j)k="Ir(j)k+Pno)k (=1,2,..., W (1)
(2)
¢=2,3,...1» ®)

Nieréwnos$¢ (1) opisuje ograniczenia wynikajace z przyjetej kolejnosci rr wykonywania
zadan, nierowno$¢ (2) przedstawia ograniczenia zwigzane z terminem dostepnos$ci, natomiast
zalezno$¢ (3) wynika z wymagan typu "bez czekania" ( tzn. wykonywanie zadania n(j) na
maszynie /r-tej musi sie rozpocza¢ niezwlocznie po zakornczeniu wykonywania tego zadania na
k-1 maszynie. Ponadto, jezeli najwcze$niejszy terminzakonczeniawykonywania  zadania
n(j) napierwszej maszynie C/li=max(r*), SA**+ p~J+ p”™ jest mniejszy od terminu
zwolnienia drugiej maszyny przez zadanie n(j-\), wowczas nalezy przesunaé termin
rozpoczecia wykonywania zadania n(j) na maszynie pierwszej, czyli SA-C .~ j-p
Z zaleznosci (1)-(3) wynika, ze dla danej permutacji «-rozwigzanie dopuszczalne moze byé

wyznaczone za pomocg wzoréw rekurencyjnych (dlaj - 1,2,3,...,«):

Smim" ax(S#.iji+P w r (4)

-W i Hy*-V-  k=\2,...m (5)

NrOk-1=Stg)k-pra)k.| k-\,2,...ym (6)
k=1,2,...,m

Roéwnanie (4) okresla najwczesniejszy termin rozpoczecia wykonywania zadania n(j) na
pierwszej maszynie, rownanie (5) przedstawia najwcze$niejszy termin rozpoczecia

wykonywania zadania n(j) na i-tej maszynie, réwnanie (6) okre$la przesuniecie terminéw
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rozpoczecia wykonywania zadania n(j) na k-1 oraz ;-tej maszynie, co wynika z wymagan "bez
czekania".

Teraz problem nasz mozemy sformutowaé¢ nastepujaco: znalez¢ kolejnosc
wykonywania zadan n* takg, ze CaJn)=rninj[Cmm)=mmJSmm +pmK), gdzie Sm ,, moze
by¢ wyznaczony przy uzyciu zaleznosci (4) - (6).

Na rys.l przedstawiono przykfad dopuszczalnego uszeregowania dla n—4, m=2,
Tt=(l, 3, 1, 4). Rozpatrywane zagadnienie, juz dla m>2 jest NP-zupetne. Stad tez ewentualne
zastosowanie metod doktadnych staje sie niemozliwe dla zagadnien o rozmiarach
wystepujacych w praktycznych zastosowaniach. Dlatego tez wydaje sie celowe poszukanie
szybkich algorytmow heurystycznych. Wiasnie w niniejszej pracy przedstawia sie szereg tego
typu algorytméw opartych na statycznych i dynamicznych regutach priorytetowych oraz na
technice "wstawiania" [4][5], WSszystkie te algorytmy posiadajg wielomianowg ztozono$é
obliczeniowa.

Pewne szczegblne przypadki naszego zagadnienia byly rozpatrywane w literaturze.
| tak, dla rj=0,j=\,2,...,n przeglad algorytmow zostat przedstawiony w pracy [2], Natomiast,
jezeli dodatkowo zatozymy, ze m-2, to w pracy [1] zaprezentowano algorytm wielomianowy

o ztozonos$ci O(mliw), znajdujacy rozwigzanie optymalne.

Rys. 1. Przyktad uszeregowania dopuszczalnego
Fig. 1. An example of feasible solution

3. Opis algorytmow

3. |. Algorytmy oparte na statycznej regule priorytetowej
Opis : Uszereguj zadania wedtug statycznej reguty priorytetowej,
a) algorytm HI
reguta priorytetowa: niemalejace rj

ztozonos¢ obliczeniowa: 0(nln«)
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b) algorytm H2
reguta priorytetowa: niemalejgca warto$¢ r+ ~ pXk
k-1

ztozonos$¢ obliczeniowa : 0(mn+nlinn)

3. 2. Algorytmy oparte na dynamicznej regule priorytetowej
Opis: Niech K oznacza zbidér zadan dotychczas jeszcze nie uszeregowanych. Ze zbioru K
wybierz zadaniej wedtug dynamicznej reguty priorytetowej i wstaw je jako ostatnie
w uszeregowaniu czesciowym. Usun zadaniej ze zbioru K. Powtarzaj postepowanie az
zbiér K bedzie zbiorem pustym.
algorytm H3

n

dynamiczna reguta priorytetowa : najmniejsza warto$¢ siy * (S k-C k), gdzie Ck jest

i-i
terminem zakoriczenia wykonywania zadan w uszeregowaniu cze$ciowym na
i-tej maszynie;
ztozono$¢ obliczeniowa : O(mu2)

3. 3. Algorytmy oparte na technice wstawiania
Opis: Niech Ls oznacza uporzadkowang, wedtug reguty priorytetowej, liste zadan jeszcze
nieuszeregowanych. Z listy Ls wybierz (i usun) pierwsze zadanie j. Wstaw zadanie j
tak, aby warto$¢ funkcji celu wzrosta najmniej, analizujagc wszystkie mozliwe miejsca
wstawienia zadaniaj w uszeregowaniu czeSciowym. Powtarzaj postepowanie az lista
Ls bedzie pusta.
algorytm H4

n

reguta priorytetowa : nierosngca wartos¢ f.+2"p jk
k-1

ztozono$¢ obliczeniowa : O(mr¢) (po zastosowaniu techniki obliczania warto$ci funkcji

celu zawartej w [6] O(mn*))

3. 4. Algorytm oparty na technice losowania kolejnosci wykonywania zadan
algorytm H5. Wybierz losowo kolejno$é wykonywania zadan n
ztozono$¢ obliczeniowa : O(mn)

4. Wyniki badan testujgcych

Algorytmy HI, H2, H3, H4 i H5 zostalty zakodowane w jezyku C++ i byly testowane
na komputerze IBM RISC System/6000 200 MHz. Badania testowe przeprowadzono na
przyktadach, dla ktérych plk zostaty wygenerowane losowo wg rozktadu réwnomiernego ze

zbioru {1, 2, .... 100}, r] wg rozktadu réwnomiernego ze zbioru {0,l,...,«*/?*«}, gdzie ajest



Zagadnienie szeregowania zadan 33

pewnym parametrem, natomiast R*n jest wartosScig oczekiwang Cmex dla naszego problemu
(rj-0). Dla kazdego z «=10, 50, 100, 200, m=2, 5 10 oraz a=0.0, 0.5, 1.0, 2.0, 5.0
wygenerowano 100 przyktadow testujagcych. Dla kazdego przyktadu wyliczono nastepujace
wielkosci :
CH - wartos$¢ funkcji celu otrzymana algorytmem H dlaHe{H\, H2, H3, H4, H5},
Cm=niinH(CH - najmniejsza warto$¢ funkcji celu otrzymana jednym z algorytmow
HI. H2. H3, H4, H5.
Na podstawie tych wielkosci obliczono :
r,,=\00% (Cf'-C"")/Cm- wzgledny btad rozwigzania otrzymanego algorytmem H wzgledem
najlepszego rozwigzania otrzymanego jednym z algorytmow///, H2, H3, H4 i H5,
rHir - sredni wzgledny biad dla algorytmu H,
pR - procent przyktadéw dla ktérych CH=Cm.

Tablica 1
Wyniki badan
nxm yn p"2  pin  pin LIS g, rHR  riid, fJU, rns.
a=0,0
10x 2 0 1 17 8 0 1981 1262 4,31 0,23 20,09
10x 5 0 0 10 90 0 29,01 18,79 7,29 0,19 31,03
10x10 0 0 10 92 0 29,05 17,98 6,76 0,07 29,98
50x 2 0 0 53 49 0 24,06 14,73 0,62 0,62 24,33
50x 5 0 0 46 54 0 41,69 24,32 1,04 0,85 41,41
50x10 0 0 15 86 0 46,73 26,27 2,42 0,13 47,34
100x 2 0 0 8 19 0 26,24 16,64 0,13 0,97 26,26
100x 5 0 0 92 8 0 46,20 27,49 0,08 2,36 46,85
100x10 0 0 45 55 0 52,88 30,56 0,60 0,45 53,43
200x 2 0 0 96 4 0 28,01 17,71 0,02 1,29 27,95
200x 5 0 0 100 0 0 52,82 3321 0,00 521 53,20
200x10 0 0 99 1 0 60,70 36,31 0,00 2,29 60,80
nxm Pin pin piu pin  pHS rm. [H2 rH3 fJI5
a=0,5
10x 2 0 1 3 74 0 11,75 1381 3,24 0,57 37,72
10x 5 0 1 34 66 0 15,84 15,77 3,52 0,99 36,66
10x10 0 0 28 72 0 15,60 17,02 4,52 0,72 37,36
50x 2 0 0 92 9 0 19,76 20,40 0,06 2,54 65,74
50x 5 0 0 97 3 0 27,67 28,43 0,06 3,72 73,63
50x10 0 0 91 9 029,88 30,44 0,09 441 76,71
100x 2 0 0 98 2 0 23,15 23,34 0,00 3,65 73,09
100x 5 0 0 100 0 0 35,03 35,16 0,00 7,06 90,58
100x10 0 0 100 0 038,81 38,82 0,00 8,04 94,73
200x 2 0 0 100 0 0 25,86 26,06 0,00 4,53 80,12
200x 5 0 0 100 0 0 42,20 41,90 0,00 10,32 103,89
200x10 0 0 100 0 0 45,79 45,83 0,00 11,67 109,69
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q=1,0
10x 2 24 14 46 74 0 4,68 6,30 157 0,49 43,80
10x 5 14 15 4 77 0 525 6,48 195 0,46 40,55
10x10 23 18 52 78 0 495 6,32 19 0,51 37,57
50x 2 6 6 67 51 0 441 496 018 0,61 75,73
50x 5 7 7 63 51 0 4,46 463 036 058 7391
50x10 7 3 64 52 0 509 495 0,36 0,57 73,17
100x 2 3 1 68 42 0 437 450 011 0,75 83,89
100x 5 7 2 66 57 0 361 391 0,15 0,46 82,18
100x10 9 3 65 53 0 327 3,70 016 0,40 80,66
200x 2 2 3 81 34 0 371 381 003 055 8951
200x 5 4 4 73 42 0 328 339 0,06 040 87,67
200x10 4 2 67 48 0 291 3,05 0,07 0,38 86,52
9=2,0
10x 2 71 63 78 96 0 085 1,14 0,29 0,04 27,52
10x 5 72 68 79 98 2 0,72 103 0,47 0,03 24,99
10x10 72 67 81 98 1 088 132 0,28 0,02 24,00
50x 2 74 76 89 94 0 014 0,16 0,04 0,01 38,49
50x 5 69 62 77 97 0 019 0,29 0,09 0,00 38,24
50x10 72 63 80 94 0 0,19 0,24 0,09 0,02 36,78
100x 2 74 60 83 91 0 006 0,16 0,02 001 4158
100x 5 78 72 84 94 0 0,06 0,12 0,03 0,01 40,77
100x10 66 67 76 94 0 0,10 011 0,04 0,01 40,78
200x 2 74 69 82 92 0 0,03 0,05 001 001 44,22
200x 5 70 61 71 95 0 0,04 0,06 0,03 0,00 42,90
200x10 70 61 85 97 0 0,05 0,09 002 0,00 43,26
g=5,0
10x 2 97 98 97 99 3 0,03 0,02 0,02 0,00 11,30

10x 5 98 95 98 100 4 0,00 0,07 0,02 0,00 11,22
10x10 98 91 95 99 5 0,02 0,15 0,06 0,00 10,59

nxm PN P2 p,3 pm  pHS mi - rll2  rH) ey T

g=5,0

50x 2 93 91 95 100
50x 5 91 92 96 98
50x10 92 90 94 100
100x 2 96 90 96 100
100x 5 94 89 95 100
100x10 90 88 93 100
200x 2 96 91 95 99
200x 5 91 87 97 98
200x10 89 84 88 99

001 002 0,00 0,00 14,29
001 0,02 001 0,00 14,01
0,01 0,02 001 0,00 13,69
0,00 001 0,00 0,00 1543
0,00 0,01 0,00 0,00 1528
001 001 0,00 0,00 15,03
0,00 0,00 0,00 0,00 16,96
0,00 001 0,00 0,00 24,84
001 001 001 0,00 32,52

O O O O O O o o o
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Z tablicy 1 wynika, ze najlepszymi algorytmami sg H3 i H4. Rozwigzania otrzymane
jednym z nich, poza nielicznymi przypadkami, sg najlepsze sposréd rozwigzan otrzymanych
badanymi algorytmami. Algorytm H3 jest zdecydowanie najlepszym algorytmem dla duzej
liczby zadari («>50). Sredni btad wzgledny tego algorytmu zmniejsza sie wraz ze wzrostem
liczby zadan « i nieznacznie zwigksza si¢ wraz ze wzrostem liczby maszyn m, osiagajac $Srednig
warto$¢ mniejszg niz 0.1% dla «=200. Algorytm H4 daje najlepsze wyniki dla matych warto$ci
« (dla «=10 $redni btad wzgledny nie przekracza 1%). Wraz ze wzrostem liczby zadan biad ten
zwieksza sie osiggajac wartos¢ wieksza od 10% dla a=0.5, «=200. Warto zauwazy¢, ze dla
klasycznego problemu taSmowego $redni btgd wzgledny tego typu algorytmu maleje wraz ze
wzrostem «. Potwierdzaja to badania zawarte w [3], Srednie btedy wzgledne algorytméw H1 i
H2 dla matych wartos$ci a sg poréwnywalne z btedami algorytmu H5. Z tego powodu sg one
praktycznie bezuzyteczne dla tego rodzaju danych, natomiast dla duzych wartosci a=5.0
(podobnie jak algorytmy H3 i H4) znajduja one przeszto 80% najlepszych rozwigzan. Dla
matych warto$ci « zdecydowanie najlepszym algorytmem jest algorytm H4, natomiast dla

duzych wartos$ci «, niezaleznie od a, algorytm H3.
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Abstract

This paper deals with sequencing of jobs in the flow-shop problem with release date
and no-wait requirements. This problem can formulated as follows. There is the set ofjobs

Jn, each of « jobs has to be processed on machines MIM 1...,Mm in that order.
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A machine can process only one job at a time and preemption of a job is not permitted.
Furthermore, between the pairs of machines (Mh there are "no wait"
requirements. The purpose of the optimization is to find such a schedule ofjobs on machines
that maximum completion time ofjobs is minimized. Our problem belongs to the class of NP-
hard problems what justifies searching for heuristic algorithms. In the paper we propose
several approximation algorithms based on statistical and dynamical priority rules. Finally, the

computational results and discussion of the performance of algorithms are presented.



