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Z A S T O S O W A N IE  M O D E L I  U P R O S Z C Z O N Y C H  W  C Y F R O W Y C H  U K Ł A D A C H  
S T E R O W A N IA  Z E  S P R Z Ę Ż E N IE M  O D  ST A N U

S tre sz c z e n ie . Z as to so w a n ie  sp rzężen ia  zw ro tn eg o  od  stanu  p o zw ala  p rz e su w ać  b ieguny  
u k ład u  w  d o w o ln e  po łożen ie, a  tym  sam ym  p o p raw iać  je g o  dynam ikę. W  uk ład ach , w  
k tó ry ch  zm iennych  s tan u  nie m ożna  w  sp osób  b ezpośredn i p o m ierzyć , z as to so w an ie  
m odeli u p ro szczo n y ch  do  b u d o w an ia  o b se rw a to ra  s tan ó w  p o zw ala  na  u p ro szczen ie  
u k ład u  i u ła tw ia  je g o  p ro jek tow an ie .

T H E  A P P L IC A T IO N  O F  S IM P L IF IE D  M O D E L S  T O  D IG IT A L  C O N T R O L  
S Y S T E M S  W I T H  S T A T E -V A R IA B L E  F E E D B A C K

S u m m a ry . T h e  ap p licatio n  o f  s ta te -variab le  feedback  perm it to  co n tro l th e  lo ca tio n  o f  
th e  c lo sed -lo o p  system  poles and co rrec t the  system ’s dynam ic. U sing  o f  sim plified 
m o d els  to  c rea te  th e  o b se rv er sim plifies th e  system  and facilita tes system  design .

1. W stę p

R o z p a tru ją c  o b iek t rzeczyw isty  i je g o  w łasności dynam iczne s tw ie rd zam y  b a rd zo  często , 

że je s t  on  zb y t w olny. W y stęp u je  w  tak im  p rzypadku  k o n ieczn o ść  za s to so w an ia  u k ład u , k tó ry  

skoryguje  dyn am ik ę  o b iek tu  i p rzysp ieszy  je g o  działanie. Je d n ą  z  c zę s to  s to so w an y c h  m eto d  

jest w y k o rzy stan ie  sp rzężen ia  od  stanu  do p rzesuw an ia  b ieg u n ó w  u k ładu  zam k n ię teg o .

Z as to so w a n ie  u k ład ó w  ze sprzężen iem  od stanu  nie n a s tręcza  żadnych  tru d n o śc i, jeżeli 

zm ienne s tan u  m o żn a  w  sp o só b  bezp o śred n i pom ierzyć  w  uk ładzie. Jeżeli m am y do  czyn ien ia  z 

obiektem , w  k tó ry m  zn an e  je s t  ty lko  w ejście  i w yjście, to  istn ie je  k o n ieczn o ść  z b u d o w an ia  

o b se rw a to ra  stan ó w . D la  o b iek tu  w yso k ieg o  rzędu  w ym agany  o b se rw a to r  m usi b y ć  b a rd zo  

ro zbudow any , co  k om pliku je  uk ład  i a lgory tm  ste row an ia . Is tn ie je  m o ż liw o ść  p rzesu w an ia  

b iegunów  p rzy  za s to so w an iu  m odeli up ro szczo n y ch  o b iek tu  c iąg łego  w  cy fro w y ch  u k ład ach  ze  

sprzężen iem  od  stanu . Z as to so w an ie  m odelu  o  z red u k o w an y m  rzęd z ie  p o zw ala  na  z n aczn e  

up ro szczen ie  u k ład u  k o ry g u jąceg o  dynam ikę. R ó w n o cześn ie  dzięki o g ran iczen iu  liczby
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p ie rw ia s tk ó w  es ty m a to ra  u ła tw io n e  zosta je  p ro jek to w an ie  uk ładu, g d y ż  zm nie jsza  się  liczba 

b ieg u n ó w , k tó re  należy  przesunąć.

2. W yznaczanie m odeli uproszczonych m etodą rozkładu na ułam ki proste

Jeżeli po  p rzep ro w ad zen iu  identyfikacji ob iek tu  ok aże  się, że  u zyskany  m odel p o siad a  

sk o m p lik o w an y  opis, to  m o żn a  po szu k iw ać  m odelu  u p ro szczo n eg o  o  z red u k o w an y m  rzędzie . 

Is tn ie je  sz e re g  m eto d  b u d o w an ia  m odeli uproszczonych . W  pracy  z a s to so w an o  m eto d ę  

redukcji lin iow ych  m odeli dynam iki, w yk o rzy stu jącą  rozk ład  z e r i b ieg u n ó w  [3], S ze ro k ie  

z a s to so w an ie  tak ich  narzędzi, ja k  M A T L A B , M A T H C A D  po zw ala  w  p ro sty  sp o só b  

p rzek sz ta łc ić  d o w o ln ą  tran sm itan c ję  do postaci zer i b ieg u n ó w  :

M o ż n a  p rz ep ro w a d z ić  red u k cję  następu jących  cz ło n ó w  tej transm itancji:

n ( l  + 2P|jT,jS + T,2Js2) j

n ( i - s r 2m) ( i + sTz)"z
m \ *■/

___________ i___________  i
( l + 2 p 2cT2cs +  T 2 s2)(l +  sT z ) n‘ '  (l +  sT lz) n"

i + sr, _ i 
1 +  2P2c^2c^ T ^ s -  1 +  2 p zTzs +  Tz s*"

 1 = 1______

(l +  2 p 2cT 2cs +  T 22 s 2) ( l + 2 P 2dT 2ds +  T22d s2 ) “  1+ 2 P zT 7s +  T 72s2

P rzy  w yzn aczan iu  p a ram etró w  m odelu  u p ro szczo n eg o  (2 ) k o rzy sta  się z  zależnośc i:

( 1)

K  (O) = K  m (o) (6)

(7)

( 8)

W  celu  u p ro szczen ia  (3 ) d o d a tk o w o  musi być spełn iona zależność:

n z i  n ]z < n z + 2 . (9)
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P a ra m e try  z a s tę p cz e  d la  m odelu  (4) w yznacza  się z  zależności:

T z = T2c + r ,2 - 2 p 2cT2cr,

n _  2P2cT 2c “  T]

( 10)

( U)

(12)

(13)

W aru n k i za s to so w an ia  u p ro szczeń  (2), (3), (4), (5), dające  błąd  m o d elu  d la  o d p o w ied zi 

skokow ej m nie jszy  o d  0 .0 5 k , pod an e  są  w  lite ra tu rze  [3],

3. Z astosow anie obserw atora z otw artą pętlą w  układzie ze sprzężeniem  od stanu

D la  m o d e lu  u p ro sz cz o n e g o  m ożna  znaleźć  opis w  p ostaci d y sk re tn y ch  zm iennych  stanu  

przyjm ując, ż e  s te ro w an y  je s t  on  z  ek strap o la to ra  zero w e g o  rzędu , a  je g o  sygnał w y jśc io w y  

p o d aw an y  je s t  na  p rz e tw o rn ik  A /C . Z b u d o w an y  cyfrow y m odel ob iek tu  je s t  ró w n o cześn ie  

przybliżonym  o b se rw a to re m  stanu  z  o tw a r tą  pętlą. U zyskuje  się tym  sam ym  p ew n e  p rzy b liżo n e  

zm ienne s tan u  o b iek tu , k tó re  m o żn a  w y k o rzy stać  do  realizacji sp rzężen ia  od  stanu .

W y k o rzy stu jąc  cy fro w e  uk łady  ste ro w an ia  do  o b iek tó w  ciągłych, należy  o d p o w ied n io  

dobrać  c zę s to tliw o ść  p ró b k o w an ia . M o żn a  przyjąć, że  o k res p ró b k o w an ia  p o w in ien  w yn o sić  

około  0.1 cza su  u s ta len ia  się  odp o w ied zi skokow ej [2],

3.1. Z astosow anie m odelu uproszczonego do sprzężenia od stanu dla obiektu  w ielo- 
inercyjnego

D la  o b iek tu  w ie lo inercy jnego  do w yznaczen ia  m odelu  u p ro sz c z o n e g o  m o żn a  

w y k o rzy stać  z a leż n o ść  (2). Z najdu jąc  taki m odel m ożna  w y k o rzy stać  g o  do  sp rz ęż e n ia  od  

stanu. M o ż liw o ść  tak ie g o  z a s to so w an ia  najlepiej z ilu stru ją  p rzykłady.

P rzykład  3.1.1

O b iek to w i o p isan em u  transm itancją :

K ( s) =  ?------ u 2' '3 V 1--------- \w  (l +  s)(l +  2s)(l +  0.5s)

m ożna p rz y p o rz ą d k o w a ć  m odel u p roszczony :

M s)=
(l +  1.416 7 s)2
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P rzy jm u jąc  o k re s  p ró b k o w an ia  T = l[ s ] ,  w yznaczono  op is m odelu  u p ro sz c z o n e g o  w  

p o stac i d y sk re tn y ch  zm iennych stanu  i z as to so w an o  g o  w  uk ładz ie  ze  sp rzężen iem  od 

stanu  (rys. I).

[""I S U p Input

2 / 3  i  »  1__________

t 3 * 3 . 5 »  ^  ♦  3 . 5  * ♦  1

y ( t j

model uproszczony

-<£/T

- < i ] *

Rys. 1. Schem at uk ładu  dla p rzykładu 3.1.1 
Fig. 1. T he d iagram  fo r the exam ple 3.1.1

B ieg u n y  d y sk re tn eg o  m odelu  u p ro szczo n eg o  w y n o szą  z i .2= 0 .5 . Z a p ro je k to w a n o  tak  

w arto śc i sp rzężen ia  z w ro tn eg o  F, żeby uzyskać zas tęp cze  bieguny układu: 

a) Z|,2=0.3 b) Zi,2=0. 1

U zy sk an e  ch arak terystyk i sk o k o w e ob iek tu  p rzed staw io n o  na ry s.2. Jak  w id ać  na 

ry su n k u , p rzesu w ając  zas tęp cze  b ieguny  ob iek tu  (b ieguny m odelu  u p ro sz cz o n e g o ) u zy sk u je  się 

p rzy sp ieszen ie  u k ład u . N ależy  p rzy  tym  zw rócić  uw ag ę  na ko n ieczn o ść  zm iany w zm o cn ien ia  w  

uk ład z ie  w  celu  uzyskan ia  tej sam ej am plitudy  na w yjściu dla różnych  w arto śc i z as tęp czy ch  

b ieg u n ó w . K o re k ta  w zm ocn ien ia  uw zględniona  zo sta ła  w  uk ładzie  na rys. 1 p rzez  za s to so w an ie  

w zm acn iacza  v. S to su jąc  m eto d ę  przesuw an ia  b iegunów  ob iek tu  p rzez  sp rzężen ie  od  s ta n ó w  

m o żn a  w p ły w ać  na p o łożen ie  b iegunów  układu  bez m ożliw ości k o re k ty  p o ło żen ia  z e r  [1]. 

P o w o d u je  to  zm ianę w sp ó łczy n n ik ó w  m ianow nika transm itancji, a tym  sam ym  zm ianę  

w zm o cn ien ia  sta ty czn eg o . W arto ść  w zm ocnien ia  sta tycznego  m ożna  sk o ry g o w ać  w y zn acza jąc  

w a rto ść  w zm o cn ien ia  k o ry g u jąceg o  w g  zależności:

v =  l im - ^ o r ( z ) , (1 4 )
z—>1 M  (z)

g dzie : M ,u ,(z )  -  m ianow nik  dysk re tn eg o  m odelu  u p ro szczo n eg o  po sk o ry g o w an iu  p o ło żen ia  
b ieg u n ó w  do  zad an eg o  położenia;

M (z )  - m ianow nik  dysk re tn eg o  m odelu  u p ro szczo n eg o  b ez  korekcji p o ło żen ia  b ieg u n ó w .
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R ys.2. O d p o w ie d z i sk o k o w e  o b iek tu  dla przykładu  3.1.1 bez  korekcji o ra z  z k o re k c ją  b ieg u n ó w  
Fig. 2. S tep  Outputs fo r th e  p lant for exam ple  3.1.1

P rzykład  3 .1 .2

D la  o b iek tu  o p isan eg o  transm itancją :

K (S ) =
(l +  2 s)2 (l +  0 .5s)2 

znaleziono , z  w y k o rzy stan iem  zależności (2), m odel uproszczony :

(l +  2s)

P rzy jm u jąc  o k re s  p ró b k o w an ia  T = l[ s ]  w yzn aczo n o  opis m o d elu  u p ro sz c z o n e g o  w  

postaci d y sk re tn y ch  zm iennych  stanu , dla k tó reg o  b ieguny  p rzy jm ują  w a rto ść  Z ],2=0.6l. 

P rz e p ro w ad z o n o  k o re k tę  dynam iki ob iek tu  p ro jek tu jąc  układ  p rzesu w ający  b ieg u n y  m odelu  

u p ro szczo n eg o  do : a) Zi,2=0.3 b) Zi,2=0.2 c )z i ,2 = 0 .1.

U zy sk an e  o d p o w ied z i na  sk o k  jed n o s tk o w y  d la  o b iek tu  p rzed  k o re k c ją  i p o  k o rek cji 

o raz  d la d y sk re tn eg o  m o d elu  u p ro sz cz o n e g o  p rzed staw io n o  na rys. 3.

N a leży  z w ró c ić  uw ag ę , ż e  p rzesun ięcie  b ieg u n ó w  układu  za s tę p cz e g o , p o w o d u ją c  

przyśp ieszen ie  o b iek tu  m o że  ró w n o cześn ie  sp o w o d o w ać  w ystąp ien ie  o d p o w ied z i sk o k o w ej o 

ch arak te rze  oscy lacy jnym . M o ż e  się w ięc  okazać, że  w zro s t o scy lacy jności o d p o w ied z i 

spo w o d u je  w y d łu żen ie  się czasu  regulacji. W  rozw ażanym  przy k ład zie  n ie o p łaca  się 

p rzesuw ać b ieg u n ó w  d o  z u = 0 .1 ,  gd y ż  k ró tszy  czas regulacji i za razem  m niejsze
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p rz e re g u lo w an ie  uzy sk u je  się  d la Z|,2=0.2. W artość , do  jak ie j należy p rzesu n ąć  b ieg u n y  uk ładu  

za s tę p cz e g o , m o żn a  d o b ierać  m e to d ą  eksperym entalną.

R ys. 3. O d p o w ied zi sk o k o w e  ob iek tu  i m odelu  u p ro szczo n eg o  d la p rzy k ład u  3 .1 .2  
Fig. 3. S tep  o u tp u ts  fo r the  exam ple 3 .1 .2

3.2. Z astosow anie m odelu uproszczonego do sprzężenia od stanu dla obiektu  
zaw ierającego człony oscylacyjne

Jeżeli o b iek t m a ch a ra k te r  oscylacyjny, tzn. je g o  opis m atem atyczny  z aw ie ra  sk ła d o w ą  

o scy lacy jną, to  m o żn a  sp ró b o w ać  z red u k o w ać  rząd  m odelu  s to su jąc  u p ro sz cz e n ia  (3 ), (4 ) lub 

(5). U zy sk an e  tą  m e to d ą  m o d ele  u p ro szczo n e  m ożna s to so w ać  w  uk ład ach  z e  sp rzężen iam i od 

stanu .

P rzyk ład  3.2.1

O b iek t o p isany  transm itancją :

1
K (s )  =  -

s2 +  0.4s + l) (s2 +  0.2s + l)(7s +  l )2

d aje  się  sp ro w ad z ić  d o  m odelu  up ro szczo n eg o :

K ,n (s) =  -
(1 +  7.3s)

D la  o k re su  p ró b k o w an ia  T = 5[s] m ożna znaleźć op is dysk re tn y  w  p o stac i zm iennych  

stanu . P ierw ias tk i ró w nan ia  ch arak te ry sty czn eg o  w y n o szą  Zi,2,3=0.44. P rz e su n ię to  b ieguny  

z as tę p cz e  uk ład u  ze  sp rzężen iem  zw ro tnym  od stanu do  w artości: a) Z|,2,3=0.3, b ) Z].2.3=0.1. 

O d p o w ied zi sk o k o w e  uk ładu  p rzed staw io n o  na rys. 4. Jak  w idać na w y kresie , p rzesu w an ie  

z a s tęp czy ch  b ieg u n ó w  p o w o d u je  zw iększen ie  w pływ u czło n ó w  o  c h a ra k te rze  o scy lacy jnym  na



Zastosow anie modeli uproszczonych 85

zach o w an ie  się  ob iek tu . Z jaw isk o  to  m oże  p o w o d o w ać , że  czas regulacji n ie zm nie jszy  się 

bądź, że  u k ład  stan ie  się  w ręcz  niestabilny. D o b ó r po łożen ia  b ieg u n ó w  należy  p rz ep ro w a d z ić  

tak  sam o  ja k  d la  u k ład ó w  o c h arak te rze  inercyjnym  m eto d ą  dośw iadcza lną .

Rys. 4. O dpow iedzi sk o k o w e  dla p rzykładu  3.2.1 
Fig. 4 . S tep  o u tp u ts  fo r the  exam ple  3.2.1

4. W pływ doboru częstotliw ości próbkow ania na zachow anie się układu

Z m n ie jszen ie  o k resu  p ró b k o w an ia  znaczn ie  poniżej p rzy ję teg o  TwO. l* c z a s  regulacji, 

p ow odu je  p rzesu n ięc ie  się  b ieg u n ó w  układu  w  okolice  p u n k tu  z = l .  W  tak im  p rzy p ad k u  istn ie je  

trudność  w  d o b o rz e  odpo w ied n ich  w arto śc i sk o rygow anych  b iegunów , d a jących  u k ład  stabilny  

o odpow iedniej szybkości. P rzykładem  teg o  m oże  być o b iek t i m odel u p ro sz cz o n y  tak i sam  jak  

w przyk ładzie  3 .2 .1 , ale  d la o k re su  p ró b k o w an ia  T = 0 .1 [s]. O k azu je  się, że  p o ło żen ie  b ieg u n ó w  

m ożna k o ry g o w a ć  ty lko  w  n ieznacznym  zakresie, gd y ż  d la  w iększych  zm ian  p o ło że n ia  uk ład  

staje się n iestabilny . N a  rys. 5 p rzed staw io n o  o dpow iedzi sk o k o w e  tak ieg o  u k ład u  d la  różnych  

w artości sk o ry g o w an y ch  b iegunów . Jak  w idać, d la teg o  uk ładu  n a w e t n iew ie lk ie  zm iany 

położenia b ieg u n ó w  p o w o d u ją  ba rd zo  duży  w zro st oscylacji i tym  sam ym  w y d łu żen ie  a n ie 

skrócenie czasu  regulacji. D ob ierając  często tliw o ść  p ró b k o w an ia  należy  u w zg lęd n ić  ró w n ież  

ten aspekt.
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R ys.5 . O d pow iedzi sk o k o w e  d la  p rzykładu  3.2.1 d la  T = 0 .1 ,[s]
Fig. 5. S tep  o u tp u ts  fo r th e  exam ple 3.2.1 fo r T = 0 .1 [s]

5. Z astosow anie obserw atora asym ptotycznego z predykcją dla m odelu uproszczonego w  
układzie ze sprzężeniem  od stanu

R o zw ażan y  d o ty ch czas  o b se rw a to r z  o tw a rtą  p ę tlą  p o siad a  tę  w ad ę , ż e  n ie istn ie je  w  

nim p ę tla  sp rzężen ia  z w ro tn eg o , po zw ala jąca  zw ery fikow ać czy  w y zn aczo n e  estym aty  

zm iennych  stan u  są  p o p raw n e. W ady  takiej nie p o siada  o b se rw a to r a sy m p to ty czn y  z  p redykcją , 

w  k tó ry m  w y stęp u je  w eryfikac ja  popraw ności w yznaczen ia  estym at zm iennych  stanu  na 

p o d sta w ie  p o ró w n an ia  w yjścia  ob iek tu  z  e sty m atą  w yjścia. Z as to so w a n ie  tak ieg o  uk ładu  

p o zw ala  na  zw ięk szen ie  d o k ładności estym ow an ia  zm iennych stanu. W ydaje  się  w ięc  ce lo w e  w  

uk ład ach  ze  sp rzężen iam i od  stanu  sto so w an ie  w łaśn ie  tak ieg o  esty m a to ra . N a  rys.6  

p rz ed s ta w io n o  o d p o w ied zi uk ład u  z  p rzyk ładu  3 .1 .2  dla sk o ry g o w an y ch  b ieg u n ó w  ró w nych  

zi.2= 0 .2 , d la  o b se rw a to ra  z  o tw a r tą  p ę tlą  i dla o b se rw a to ra  a sy m p to ty czn eg o  z  p redykcją . 

O k a zu je  się, ż e  z as to so w an ie  o b se rw a to ra  asy m pto tycznego  z  p red y k c ją  k o m p lik u je  u k ład  i 

m o że  w rę c z  p o g o rsz y ć  zach o w an ie  się układu.
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R ys.6 . O d p o w ie d ź  uk ład u  z  zas to so w an iem  o b se rw a to ra  z  o tw a r tą  p ę tlą  i o b se rw a to ra
asy m p to ty czn eg o  z  p redykcją  

F ig.6. S tep  o u tp u ts  fo r  th e  system  w ith  th e  open -lo o p  o b se rv er and the  a sy m p to tic  p red ic tio n
o b server

6, W nioski końcow e

P rz e d s taw io n e  w  p racy  przyk łady  pokazu ją , że  m o żn a  p o p raw ić  dynam ikę  ob iek tu  

przez z a s to so w an ie  m o d elu  u p ro szczo n eg o  w  uk ładzie  ze  sp rzężen iem  zw ro tn y m  o d  stanu. 

S tosując p ro s ty  u k ład  m o żn a  zm niejszyć czas regulacji, ro zum iany  ja k o  czas  u sta lan ia  się 

odpow iedzi sk o k o w ej. W  tak ich  uk ładach  z  p o w odzen iem  m ożna  s to so w a ć  m odele  

zap ro p o n o w an e  w  p racy , o b łędzie  chw ilow ym  m niejszym  od  5%  w arto śc i u sta lonej d la skoku . 

D alszych b ad ań  w ym aga sp raw dzen ie  m ożliw ości s to so w an ia  m odeli u p ro szczo n y ch  

w yznaczanych w ed łu g  innych k ry terió w  o raz  poszuk iw an ie  an a litycznego  k ry teriu m  d o b o ru  

położenia sk o ry g o w an y ch  b ieg u n ó w  układu.
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A bstract

T h e  ap p lica tio n  o f  sta te -v ariab le  feedback perm it to  con tro l th e  loca tion  o f  th e  c lo sed - 

lo o p  sy s tem  poles , and c o rre c t th e  dynam ic o f  system . T his m ethod  can  b e  m o re  co m p lica ted  if  

s ta te  v a riab le  can  n o t  b e  ob ta ined  from  the  plant. In such case  w e  m ust m ake  th e  o b se rv er. I f  

th e  re la tio n  desc rib in g  th e  p lan t are  com plica ted , then  ob tained  system  is co m p lica ted  to o . It is 

p o ss ib le  to  c re a te  th e  o b se rv er using  sim plified m odels. T h ere  a re  m any m eth o d s to  ob tain  

sim plify  m odel. M o d e ls  w ith  in stan tan eo u s e rro r less then  5%  o f  th e  s te ad y -s ta te  step  o u tp u t 

a re  u se d  in th e  p aper. U sing  red u ced  o rd e r m odel can  sim plifies th e  system  and facilita tes 

system  design . In  th e  p a p e r a re  p resen ted  sam e exam ple o f  using  th e  sim plify m o d els  in s ta te - 

v a riab le  feed b ack . T h e  m ulti-tim e-lag  p lant and th e  oscilla to ry  p lant a re  co n sid ered . T h e  

lo ca tio n  o f  system  p o les can be  sta ted  by experim ental w ay. It is n ecessary  b ecau se  w e  co n tro l 

th e  lo ca tio n  o f  th e  p o les o f  sim plified m odels, instead  o f  real p o les o f  th e  plant. T h e  best 

sam pling  in te rval T  is 0.1 o f  se ttin g  tim e. I f  the sam pling in terval is to  sm all, all p o les  lie near 

th e  p o in t (1 0). In th a t case  it is difficult to  s ta te  the  loca tion  o f  po les and system  can  be 

u nstab le . T h e  exam ple  o f  u sing  th e  asym pto tic  p red ic tion  o b se rv er is p resen ted  in th e  paper. 

T h is o b se rv e r  m ak e  system  m ore  com plica ted  then  open -lo o p  o b se rv er and can  m ak e  w o rse  

d y nam ic  o f  system . T h e  p a p e r show s th a t the  o p en -lo o p  o b se rv er is b e tte r  in s ta te  variab le  

feed b ack  i f  sim plified  m odel is using.


