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Streszczenie. W  pracy om ów iono możliwość zastosow ania algorytm ów  genetycznych 
do optym alizacji rozkroju materiałów w  dwuwym iarowym problem ie rozkroju. Problem  
polega na rozkroju prostokątnych płyt na szereg prostokątnych części przy założeniu 
g ilo tynow ego cięcia dw ustopniow ego. Przedstaw iono sposób kodow ania rozw iązań oraz 
opera to ry  genetyczne. Zam ieszczono rów nież wyniki obliczeń dla przykładow ych zadań 
rozkro ju  dw uw ym iarow ego i jednow ym iarow ego.

O PIM IZA TIO N  O F C U T T IN G  M A TER IA LS IN THE 2D C U T T IN G  ST O C K  
PRO BLEM  U SIN G  G E N ET IC  A LG O R ITH M S

Sum m ary. The paper presents the application o f  genetic algorithm  for optim ization o f  
the cutting  in the 2D  C utting Stock Problem. The problem o f  cutting rectangular pieces 
from  rectangular sheets with minimum loss is analysed. M oreover, w e assum e that the 
cu tting  m achine is ju s t able to  cut the rectangles in tw o phases w ith a single straight cut. 
The coding m ethod o f  this problem and the genetic operators are shown. The numerical 
exam ples to  illustrate the proposed algorithm are solved.

1. W stęp

W ażnym  zagadnieniem  w  zarządzaniu przemysłem jes t problem  oszczędności surow 

ców i m ateriałów . Jedną z operacji technologicznych, przy której pow stają  znaczne odpady, 

jest rozkrój m ateriałów  na części potrzebne do wykonania określonego w yrobu. S posób podej

ścia do problem u rozkroju  je s t w  dużej m ierze uzależniony od dziedziny produkcji, w  której 

proces cięcia je s t realizowany. W ynika to z różnorodności rozkraw anych m ateriałów  w yjścio

wych, technik rozkroju  i organizacji procesów  produkcyjnych [5], W  pracy rozw ażany jest 

problem optym alnego rozkroju prostokątnych płyt na szereg prostokątnych elem entów . R oz- 

krawanym m ateriałem  m ogą być: drew niane płyty, arkusze papieru czy też  tafle szkła.

O ptym alizacja rozkroju m ateriałów  dokonyw ana jes t często z  rozróżnieniem  dw óch 

faz: generow ania w zo rów  rozkroju oraz rozw iązyw ania zadania optym alizacyjnego, polegają

cego na określeniu, ile płyt należy pociąć zgodnie z każdym w zorem , aby w ykonać zam ów ienie
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produkcyjne. W  opisanym w  pracy podejściu do problemu obie te  fazy przebiegają jednocze

śnie. W  każdym  kroku zaproponow anego algorytmu przetwarzany jes t zb iór dopuszczalnych 

rozw iązań danego zadania, przy czym pojedyncze rozwiązanie uw zględnia od razu sposoby 

rozkroju w szystkich płyt w ykorzystanych w  procesie produkcyjnym. Aby przetw arzanie tak 

dużej ilości informacji przebiegało efektywnie, zdecydow ano się na zastosow anie algorytm ów  

genetycznych.

W ażnym  celem pracy było zaprojektow anie takiego sposobu kodow ania o raz  dobranie 

takich opera to rów  genetycznych, aby każde przetw arzane rozw iązanie było rozw iązaniem  do

puszczalnym .

2. O pis problem u

Problem  polega na rozkroju prostokątnych płyt o jednakow ych w ym iarach na szereg 

prostokątnych elem entów  z uwzględnieniem ograniczeń co do liczby części poszczególnych 

typów . C ięcie odbyw a się jedynie po liniach prostych, rów nolegle do kraw ędzi arkusza przez 

całą jeg o  długość. W  fazie pierwszej cięcia otrzymujemy pasy, natom iast w  fazie drugiej - żą

dane części (cięcie dw ustopniow e [5]). Jako kryterium oceny rozw iązań przyjęto wydajność 

rozkro ju , tj. stosunek sumy pól powierzchni wycinanych części do sumy pól pow ierzchni roz

krojonych m ateriałów  wyjściowych (w  %). Kryterium to podlega maksymalizacji, co je s t rów 

now ażne minimalizacji odpadu pow stałego w  procesie cięcia.

Rys. 1. Przykładowy w zór rozkroju 
Fig. 1. Some pattern o f  cutting

K ażdy sposób rozkroju materiału będziemy nazywać wzorem  cięcia. R ysunek 1 przed

staw ia przykładow y w zór rozkroju płyt z zadania 1, rozpatryw anego w  dalszej części pracy.

W prow adźm y oznaczenia i pojęcia. Załóżmy, że  dysponujemy jednym  rodzajem  arku

szy w yjściow ych o w ymiarach W  i S. Przyjmijmy rów nież założenie, k tó re  będzie obowiązy

w ać w  całej pracy, że pierwsza faza cięcia odbyw ać się będzie prostopadle do wymiaru W,
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nazywanego um ow nie w ysokością arkusza. Indeksami i = l , . . . ,n  oznaczm y poszczególne 

rodzaje części p ,  k tó re  chcem y uzyskać w  procesie rozkroju. Niech i s,- będą wymiarami 

elementu p r  K ażdy elem ent m oże wystąpić w  dw óch orientacjach: (w,-, ±)) lub (s] , w{). Z biór 

wszystkich rodzajów  elem entów  z  uwzględnieniem ich orientacji m ożem y zapisać w  postaci:

P = { P \ , P 2  Pn ’Pl >Pl ’■■■>Pn )

Górny indeks oznacza orientację elem entu, a dolny jego  rodzaj. Z  każdym  elem entem  zbioru P  

związany je s t inny rodzaj pasa, jaki m ożna uzyskać w  pierwszej fazie rozkroju. Z biór pasów  

oznaczmy przez K  = {/ć| ,K .\ , . . . ,K j , , K j , K f  }.

W  pierw szym  etapie działania algorytm u dla każdego elem entu p t w yznaczana je s t ta 

ka liczba pasów  typu K} i K f , aby wykonać zamówienie produkcyjne przy jednoczesnej 

minimalizacji odpadu bocznego związanego z  pasem K f , gdzie / = 1 ,2 , . . . ,« ,  j  =  1,2. W a

runki te  m ożem y zapisać w  postaci:

i min ( k ) y )  + k f y f )  dla k)y)  + k f y f  >x ,

[m in [^ '( S v ] - y lt w lS, )  + k * ( Sv f  - y ^ s , ) } '

gdzie:

Xj - zapotrzebow ana liczba elem entów  /-tego typu,

k j  - liczba pasów  typu K f ,

y j  - liczba elem entów  typu p { zaw artych w pasie K f ,

v f  - w ysokość pasa typu K f  , przy czym vj -  wh  a v? = sh

W artość  w yrażenia k j y j  + k f y f  określa uzyskaną liczbę elem entów  /-tego  typu, a  w y

rażenie S v f  - y f w j S j  - w ielkość odpadu dla pojedynczego pasa K f . Przyjm ując założenie, że 

każdy nadm iar ponad zapotrzebow aną liczbę elem entów  /-tego typu rów nież traktujem y jako  

odpad, drugi w arunek w  układzie (1) należałoby zapisać w  postaci:

m in j^ C ^ /w ,+ £ i2Ą-)“ */wi-si] (2)

Przy ustalonej w artości k j ,  minimalną liczbę pasów  typu K f ,  po trzebną do w ykonania 

zamówienia, znajdujem y ze wzoru:

k~ = ceil
yj

( 3 )

gdzie ceil je s t funkcją zaokrąglającą daną liczbę w  górę  do najbliższej liczby całkow itej. Zatem , 

aby w yznaczyć takie kj  i k f , dla których odpad boczny je s t najmniejszy, m ożna posłużyć się 

procedurą, k tó ra  dla ustalonego / oraz zmieniających się w pętli w artości k j  od 0 do



158 I. K ierkosz

ceil —  oblicza ze w zoru (3) wartości k f  oraz wielkość odpadu, zapam iętując najlepsze
y y \ J

rozw iązanie. Przy wyznaczonych ju ż  dla każdego i w artościach k} i k f  sform ułowany 

w  pracy dw uw ym iarow y problem rozkroju z  cięciem dw ustopniowym  sprow adza się do roz

kroju z  cięciem jednostopniow ym , który z kolei można utożsam iać z rozkrojem  jednow ym ia

row ym . N asze zadanie możem y teraz sform ułować następująco: pew ną liczbę arkuszy wyj

ściow ych o w ysokości W  należy pociąć na określoną liczbę ( k f ) pasów  o w ysokościach v f . 

Problem  optym alizacji rozkroju polegać będzie na znalezieniu takich sposobów  rozkroju płyt 

w yjściowych, dla których łączny odpad pow stający przy cięciu będzie minimalny. Kryterium 

minimalizacji odpadu m ożna zamienić na kryterium minimalizacji liczby rozcinanych płyt wyj

ściowych potrzebnych do uzyskania zamówionej liczby części. Fakt ten wynika ze w zoru na 

rzeczyw istą w ydajność rozkroju

n
Iw,-

F cel = ^ ----------, (4)
m W S

gdzie m  je s t liczbą zużytych podczas rozkroju płyt wyjściowych. Im mniej płyt zużyjemy, tym 

w ydajność będzie w iększa, a co za tym idzie - mniejszy pow stanie odpad.

Przyjm ując stuprocen tow e wypełnienie arkuszy wyjściowych ze w zoru (4) wyznaczyć 

m ożna m inim alną liczbę arkuszy potrzebną do wykonania zamówienia:

= ceil
WS

(5)

Po uw zględnieniu założeń dla sform ułowanego w  pracy problem u m ożem y ze wzoru 

(4) w yznaczyć kres górny możliwej do uzyskania wydajności rozkroju (w  %):
n

Z w -

^ s u p  =  ~  w e - ' ' 0 0 %  ( 6 )

Z astosow ana m etoda będzie om ów iona dla przykładow ego zadania optym alizacji roz

kroju elem entów  płaskich. Przykład ten ma charakter ilustracyjny.

Przykład: Firm a posiada surow iec w  postaci płyt o jednakow ym  wym iarze. Otrzymuje 

zam ów ienie produkcyjne na w ykrojenie czterech typów  elem entów , po 10 sztuk każdego ro

dzaju. Przyjmijmy:
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- w ymiary płyt (arkuszy) -  140 x 208,

- w ym iary elem entów : y?, -  64 x 30, p 2 -  4 5 x 3 6 , p 3 -  7 0 x 2 5 ,  p A -  5 5 x 5 0 . 

W yliczmy dla tego zadania minimalną liczbę płyt potrzebną do w ykonania zam ów ienia oraz 

maksymalną m ożliw ą do uzyskania wydajność rozkroju. Ze w zorów  (5) i (6) otrzymujemy: 

rnmn = ceil(2 .76) = 3 ; F Jup = 9 2 .0 3 % .

3. R eprezentacja rozw iązania

B ardzo  istotnym  aspektem  badań nad m ożliw ością zastosow ania algorytm ów  gene

tycznych w  różnych zagadnieniach optymalizacji jes t zaprojektow anie odpow iedniej do zadania 

struktury reprezentacji rozwiązania. Jednym z celów  podjętych prac było opracow anie takiego 

sposobu kodow ania rozw iązania oraz zastosow anie takich operatorów  genetycznych, aby każ

de o trzym ane i przetw arzane rozw iązanie było rozwiązaniem  dopuszczalnym . Chodziło 

w dużej m ierze o to , aby uchronić się przed koniecznością stosow ania różnych m etod napraw y 

rozwiązania lub nakładania kary na rozw iązania naruszające określone ograniczenia. W  zasto 

sowanym algorytm ie każde rozw iązanie kodow ane jest w  postaci perm utacji Ipas liczb natu-

n
ralnych, gdzie l p a s = ^ { k ]  + k f )  - liczba pasów. Perm utacje te  określają kolejność, z  jak ą

i = i

w rozkroju uw zględniane są  poszczególne pasy. Zilustrujm y to na przykładzie.

W  pierwszym  etapie działania algorytm u, zgodnie z opisaną m e to d ą  znajdow ana jes t 

liczba pasów  każdego typu ,po trzebna do wykonania zamówienia. D la om aw ianego zadania 

otrzymano następującą macierz:

'o 4 ' '64 30 '

2 0
dla A /  =

45 36

1 1 70 25

_1 2 55 50

D la przykładu k 2 = 2  oznacza, że w  rozkroju należy uw zględnić 2  pasy o w ysokości 

45 ( A 2 = 4 5 ) .  Poniew aż Ipas = 1 , zatem  rozw iązania będą kodow ane w  postaci 11-elem en

towych perm utacji.

N a podstaw ie m acierzy k i  i A j  tw orzony jest w zorzec, względem  k tó rego  dekodo

wane będą rozw iązania:

w zór  = (70 55 50 50 45 45 30 30 30 30 25)
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N a poszczególnych pozycjach tego w zorca um ieszczono w ysokości pasów  (posorto 

w ane), jak ie  będą uwzględniane w  rozkroju. Założono ponadto, że w zorzec ten odpow iada 

perm utacji:

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11)

D la losow o wygenerowanej permutacji można określić teraz w zory rozkroju poszcze

gólnych płyt. Perm utacji

7 =  (6 2 9 11 3 8 7 4 5 1 10) 

odpow iada następujący ciąg pasów:

(45 55 30 | 25 50 30 30 | 50 45 | 70 30)

Po uw zględnieniu ograniczenia, że sum a wysokości pasów  um ieszczonych na jednym 

arkuszu nie m oże przekroczyć wysokości arkusza (W  = 140), otrzym ujem y sposoby rozkroju 

poszczególnych płyt oddzielone separatorem  " | . Oczywiście, kolejność pasów  w  poszcze

gólnych w zorach, jak  rów nież kolejność samych w zorów  rozkroju nie są  istotne, stąd  też  dla 

różnych perm utacji możem y otrzym ać taką sam ą wydajność rozkroju.

O bliczona ze w zoru (4) wydajność rozkroju dla perm utacji T  wyniosła 69.02% .

4. O pis algorytm u

Jako m etodę przetw arzania rozwiązań zaproponow ano algorytm y genetyczne. 

W swojej budow ie zastosow any algorytm bazuje na elementarnym algorytm ie genetycznym

[1], W -

K roki algorytm u:

° G enerow anie p o p u lac ji począ tkow ej

Populacja początkow a składa się z  losowo wygenerowanych perm utacji, k tó re  stano

w ią zakodow any zbiór rozw iązań danego zadania. Każdy osobnik populacji początkow ej pod

lega rozkodow aniu  i ocenie.

G łów na pętla programu

2° Selekcja  osobników

Selekcja do puli rodzicielskiej odbyw a się m etodą w yboru losow ego w edług reszt bez 

pow tórzeń  [1], [4],

3° K rzyżow anie

W  celu dobrania odpow iednich m etod przetw arzania rozw iązań eksperym entowano 

z różnym i operatoram i genetycznymi, opisanymi w literaturze, a stosow anym i do zadań z  repre
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zentacją porządkow ą (zadanie komiwojażera, harm onogram owanie). P rzebadano trzy  opera to 

ry krzyżow ania [4]: krzyżow anie z częściowym odw zorow aniem  (PM X ), krzyżow anie bazują

ce na porządku  o raz  krzyżow anie cykliczne (CX). N ajlepsze efekty uzyskano dla krzyżow ania 

cyklicznego. Z achow uje ono bezwzględne pozycje elem entów  u rodziców . M echanizm  krzy

żow ania cyklicznego zilustrujm y dla przykładowych dw óch rodziców:

R l  = (1  2 3 4 5 6 7 8 9 10 11)

R 2 = (6 9 2 1 1 3 8 7 4 5  1 10).

S tartu jąc od pierw szego elementu pierwszego rodzica tw orzym y cykl odw zorow ań:

<-> 6 <r-> 8 <-> 4 <-> 11 <-> 10 .

P o tom ków  tw orzym y pozostaw iając na tych samych pozycjach elem enty uw zględnione 

w w yróżnionym  cyklu, natom iast pozostałe elementy wymieniamy miejscami m iędzy rodzica

mi. O trzym ujem y w  ten  sposób dw óch potom ków:

D l = (1  9 2 4 3 6 7 8 5 10 11)

D 2 = (6 2 3 11 5 8 7 4 9 1 10 ).

4° M utacja

M utacja  jes t operacją  przeprow adzaną na pojedynczych osobnikach. Z astosow ano ope

rator polegający na zamianie miejscami dw óch losow o wybranych elem entów  w  ciągu. 

Osobnik

7? = (1 9 2 4 3 6 7 8 5  10 11) 

poddany mutacji dałby w  wyniku ciąg:

D  = (1 9 7 4 3 6 2 8 5 10 11)

5° O cena p o p u la c ji

K ażdy osobnik w  populacji podlega procedurze dekodow ania i oceny. O cena osobnika 

polega na obliczaniu zgodnie ze w zorem  (4) jego  przystosow ania (w ydajności rozkroju).

K oniec pętli

O puszczenie pętli następuje po przekroczeniu ustalonej liczby iteracji lub w  m om encie 

uzyskania w ydajności równej / 'jup.

6° W yprowadzenie wyników
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5. W yniki obliczeń

W  przeprow adzonych obliczeniach przyjęto następujące w artości param etrów  algoryt

mu genetycznego:

• rozm iar populacji = 50,

• liczba pokoleń =  80,

• praw dopodobieństw o krzyżow ania = 0.6,

• p raw dopodobieństw o mutacji = 0.1.

Poniżej przytoczono wyniki obliczeń dla przykładowych zadań rozkroju. Z e względu 

na dużą  liczbę rozkraw anych płyt ograniczono się jedynie do podania uzyskanych wydajności 

rozkroju. W ydajność rozkroju wyliczana jest zgodnie ze w zorem  (4), a co za tym idzie - każdy 

nadm iar ponad zam ów ioną liczbę elem entów danego rodzaju rów nież trak tow any  je s t jako 

odpad.

Z adanie 1. W ymiary arkusza - 4 0 x 2 0 8 . Wymiary i wym agana liczba elem entów :

w ysokość 64 45 70 55
szerokość 30 36 25 50
liczba elem. 100 100 100 100

U zyskana w ydajność rozkroju: 86.28 % .

Z adan ie 2. W ymiary arkusza - 80 x 360.

w ysokość 60 57 54 51 48 45 42 39 36 33 30
szerokość 15 16 18 19 21 22 24 25 27 28 30
liczba elem. 80 80 90 90 100 100 110 110 120 120 130

U zyskana w ydajność rozkroju: 92.77%  .

Z adanie 3. Rozkrój jednow ym iarow y [H] [mag]. Wymiary arkusza - 4 x 1 .

w ysokość 3 4 5 6 7 8 9 10
szerokość 1 1 1 1 1 1 1 1
liczba elem. 5 2 1 2 4 2 1 3

U zyskana w ydajność rozkroju 97.62%  jes t rów na Fsup dla tego zadania i została  znalezio

na w  23 pokoleniu.

Przebieg procesu poszukiwania rozwiązania m ożna zilustrow ać w ykresam i średniego 

przystosow ania populacji, w yrażonego przez wydajność rozkroju (w  % ) w  kolejnych pokole

niach. N a rysunku 2 przedstaw iono takie wykresy dla zadania 1 oraz dla dw óch typów  krzy

żow ania: CX i PM X.
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Rys.2. W ykresy średniego przystosow ania populacji w  kolejnych krokach algorytm u gene
tycznego dla krzyżow ania CX i PM X  

Fig.2. D iagram s o f  the average fitness o f  population in the next steps o f  genetic algorithm  
fo r C X  and PM X  crossover

6. U w agi końcow e i w nioski

R óżnorodność  zagadnień rozkroju materiałów nie daje podstaw  do form ułow ania ogól

nych w niosków  na tem at budow y modeli zagadnień rozkroju i m etod ich rozw iązyw ania. Co 

praw da w iele zadań rozkroju daje się sform ułować w  postaci modeli program ow ania liniow e

go, w iąże się to  jednak  z koniecznością uwzględniania różnorodnych ograniczeń zw iązanych z 

danym zagadnieniem  oraz z  ogrom ną liczbą w zorów  cięcia, k tóre  pow inny być brane pod 

uw agę w  obliczeniach. Składa się to  na dużą złożoność obliczeniow ą problem u rozkroju. Jed

nak ze w zględu na kom ercyjne znaczenie rozw iązania tego zagadnienia celow e w ydaje się po

szukiwanie efektyw nych algorytm ów  obliczeniowych. W śród alternatyw nych m etod poszuki

wania optym alnego (bądź bliskiego optym alnem u) rozw iązania coraz w iększą popularnością 

cieszą się algorytm y genetyczne. Podjęte badania miały na celu zbadanie efektyw ności algo

rytmów genetycznych w  poszukiwaniu rozw iązań pewnych typów  zadań optym alizacji roz

kroju. Z asto sow ana  m etoda nie gw arantuje, co praw da, uzyskania optym alnego rozw iązania, 

jednak zam ieszczone w  pracy wyniki wydają się obiecujące.

Przew iduje się kontynuację podjętych prac. B ędą one zmierzały w  kierunku poszuki

wania bardziej efektywnych, heurystycznych operatorów  genetycznych, jak  rów nież innych 

sposobów  kodow ania rozw iązania, wierniej oddających charakter problem u. W  celu poszerze

nia obszaru zastosow ań zaproponow anej m etody należy rów nież uw zględnić m ożliw ość okre

ślania różnych rozm iarów  arkuszy wyjściowych.
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A bstract

T he paper presents the possibilities o f  applying genetic algorithm s to  optim ize the cu t

ting o f  m aterials in the 2D Cutting Stock Problem. The problem consists in cutting  many 

rectangular elem ents (item s) o f  different size from rectangular sheets w ith the minimum w aste 

o f  material. T he cutting machine is able to  cut rectangles in tw o steps with a single straight cut 

(tw o-step  cut).

T w o different types o f  strips, which can be obtained in the first phase o f  cutting, are 

connected  w ith each element. A t the beginning w e determine such a set o f  strips that the lateral 

w astage is minimised and the production order is completed. Thus our problem  is reduced to 

the cutting  problem  w ith one-step cut. N ow  each potential solution to  a problem  may be repre

sented as a perm utation o f  the strips from this set. Strips are cut in the order in w hich they are 

represented  in the perm uted list (chrom osom e). An initial population is built by generating  ran

dom  perm utations. T he reproduction operators have been borrow ed from the T ravelling Sale

sm an Problem. T hree types o f  crossover operators: partially m apped recom bination (PM X), 

cycle recom bination (C X ) and order-based recom bination have been analysed. T he best results 

have been obtained for the C X  crossover. The Second genetic opera to r - m utation - replaces 

tw o random ly chosen num bers in a sequence.

T he results o f  the research show that genetic algorithms can be useful in searching for 

the optim al (near optim al) solution o f  the Cutting Stock Problem. It w ould be advisable to 

indicate th e  heuristic operators, specific to this problem.


