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ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW GENETYCZNYCH DO OPTYMALIZACIJI
ROZKROJU ELEMENTOW PLASKICH

Streszczenie. W pracy oméwiono mozliwo$¢é zastosowania algorytmoéw genetycznych
do optymalizacji rozkroju materiatbw w dwuwymiarowym problemie rozkroju. Problem
polega na rozkroju prostokatnych ptyt na szereg prostokatnych czesci przy zatozeniu
gilotynowego ciecia dwustopniowego. Przedstawiono sposéb kodowania rozwigzah oraz
operatory genetyczne. Zamieszczono réwniez wyniki obliczen dla przyktadowych zadan
rozkroju dwuwymiarowego ijednowymiarowego.

OPIMIZATION OF CUTTING MATERIALS IN THE 2D CUTTING STOCK
PROBLEM USING GENETIC ALGORITHMS

Summary. The paper presents the application of genetic algorithm for optimization of
the cutting in the 2D Cutting Stock Problem. The problem of cutting rectangular pieces
from rectangular sheets with minimum loss is analysed. Moreover, we assume that the
cutting machine is just able to cut the rectangles in two phases with a single straight cut.
The coding method of this problem and the genetic operators are shown. The numerical
examples to illustrate the proposed algorithm are solved.

1. Wstep

Waznym zagadnieniem w zarzadzaniu przemystem jest problem oszczedno$ci surow-
cow i materiatow. Jedng z operacji technologicznych, przy ktérej powstajg znaczne odpady,
jest rozkréj materiatdw na czesci potrzebne do wykonania okreslonego wyrobu. Sposéb podej-
Scia do problemu rozkroju jest w duzej mierze uzalezniony od dziedziny produkcji, w ktdrej
proces ciecia jest realizowany. Wynika to z r6znorodnoS$ci rozkrawanych materiatow wyjscio-
wych, technik rozkroju i organizacji proces6w produkcyjnych [5], W pracy rozwazany jest
problem optymalnego rozkroju prostokatnych ptyt na szereg prostokatnych elementéw. Roz-
krawanym materiatem mogg byé: drewniane plyty, arkusze papieru czy tez tafle szkia.

Optymalizacja rozkroju materiatbw dokonywana jest czesto z rozrdznieniem dwaéch
faz: generowania wzoréw rozkroju oraz rozwigzywania zadania optymalizacyjnego, polegaja-

cego na okresleniu, ile ptyt nalezy pocig¢ zgodnie z kazdym wzorem, aby wykonaé zamdéwienie
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produkcyjne. W opisanym w pracy podejsciu do problemu obie te fazy przebiegajg jednocze-
$nie. W kazdym kroku zaproponowanego algorytmu przetwarzany jest zbiér dopuszczalnych
rozwigzan danego zadania, przy czym pojedyncze rozwigzanie uwzglednia od razu sposoby
rozkroju wszystkich ptyt wykorzystanych w procesie produkcyjnym. Aby przetwarzanie tak
duzej ilosci informacji przebiegato efektywnie, zdecydowano sie na zastosowanie algorytmow
genetycznych.

Waznym celem pracy byto zaprojektowanie takiego sposobu kodowania oraz dobranie
takich operatorow genetycznych, aby kazde przetwarzane rozwigzanie byto rozwigzaniem do-

puszczalnym.

2. Opis problemu

Problem polega na rozkroju prostokatnych piyt o jednakowych wymiarach na szereg
prostokatnych elementéw z uwzglednieniem ograniczei co do liczby czesci poszczegdinych
typow. Ciecie odbywa sie jedynie po liniach prostych, réwnolegle do krawedzi arkusza przez
catg jego dtugos¢. W fazie pierwszej ciecia otrzymujemy pasy, natomiast w fazie drugiej - za-
dane cze$ci (ciecie dwustopniowe [5]). Jako kryterium oceny rozwigzan przyjeto wydajnosé
rozkroju, tj. stosunek sumy pdl powierzchni wycinanych czesci do sumy p6l powierzchni roz-
krojonych materiatdéw wyjsciowych (w %). Kryterium to podlega maksymalizacji, co jest row-

nowazne minimalizacji odpadu powstatego w procesie ciecia.

Rys. 1. Przyktadowy wzdr rozkroju
Fig. 1. Some pattern of cutting

Kazdy spos6b rozkroju materiatu bedziemy nazywaé¢ wzorem ciecia. Rysunek 1 przed-
stawia przyktadowy wzdr rozkroju plyt z zadania 1, rozpatrywanego w dalszej czesci pracy.

WprowadZzmy oznaczenia i pojecia. Zatézmy, ze dysponujemy jednym rodzajem arku-
szy wyjsciowych o wymiarach W i S. Przyjmijmy réwniez zatozenie, ktére bedzie obowigzy-

waé w catej pracy, ze pierwsza faza ciecia odbywac sie bedzie prostopadle do wymiaru W,



Zastosowanie algorytmow genetycznych 157

nazywanego umownie wysokos$cig arkusza. Indeksami i=1,...,n oznaczmy poszczeg6lne
rodzaje czesci p, ktére chcemy uzyskaé w procesie rozkroju. Niech i s- beda wymiarami
elementu pr Kazdy element moze wystgpi¢ w dwoch orientacjach: (w,-,%)) lub (s],w{). Zbior
wszystkich rodzajow elementéw z uwzglednieniem ich orientacji mozemy zapisa¢ w postaci:
P={P\,P2 Pn’Pl >PIl ’ mmPh)

Gorny indeks oznacza orientacje elementu, a dolny jego rodzaj. Z kazdym elementem zbioru P
zwigzany jest inny rodzaj pasa, jaki mozna uzyskaé w pierwszej fazie rozkroju. Zbiér paséw
oznaczmy przez K = {/¢| ,K\,...,Kj,,K j,Kf }

W pierwszym etapie dziatania algorytmu dla kazdego elementu pt wyznaczana jest ta-
ka liczba paséw typu K} i K f, aby wykona¢ zamdéwienie produkcyjne przy jednoczesnej
minimalizacji odpadu bocznego zwigzanego z pasem K f, gdzie /=1,2,..., «, j=12. Wa-
runki te mozemy zapisa¢ w postaci:

imin(k)y) + kfyf) dla k)y) + kfyf >x,
[min[~'(Sv]-ytwlS)) +k*(Svf -y~s, )}’

gdzie:
Xj - zapotrzebowana liczba elementéw /-tego typu,
kj - liczba paséw typu Kf,
Yij - liczba elementéw typu p{zawartych w pasie Kf,
vf - wysoko$¢ pasa typu Kf, przy czym vj - wh a v? =sh

W arto$¢ wyrazenia kjyj +kfyf okres$la uzyskang liczbe elementéw /-tego typu, a wy-
razenie Svf -yfwjSj - wielko$¢ odpadu dla pojedynczego pasa K f. Przyjmujac zatozenie, ze

kazdy nadmiar ponad zapotrzebowang liczbe elementéw /-tego typu réwniez traktujemy jako

odpad, drugi warunek w uktadzie (1) nalezatoby zapisa¢ w postaci:

minjrC™w ,+£RA-)" */wi-si] (2)

Przy ustalonej warto$ci kj, minimalng liczbe paséw typu Kf, potrzebng do wykonania
zamoOwienia, znajdujemy ze wzoru:

k~ =ceil . (3)

Yl

gdzie ceil jest funkcjg zaokraglajaca dang liczbe w gdre do najblizszej liczby catkowitej. Zatem,
aby wyznaczy¢ takie kj i kf, dla ktérych odpad boczny jest najmniejszy, mozna postuzy¢ sie

procedurg, ktéra dla ustalonego / oraz zmieniajgcych sie w petli wartosci kj od 0 do
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ceil —  oblicza ze wzoru (3) wartosci kf oraz wielko$¢ odpadu, zapamietujgc najlepsze
yy\J

rozwigzanie. Przy wyznaczonych juz dla kazdego i wartosciach k} i kf sformutowany
w pracy dwuwymiarowy problem rozkroju z cieciem dwustopniowym sprowadza si¢ do roz-
kroju z cieciem jednostopniowym, ktéry z kolei mozna utozsamia¢ z rozkrojem jednowymia-

rowym. Nasze zadanie mozemy teraz sformutowaé nastepujgco: pewng liczbe arkuszy wyj-
$ciowych o wysokoséci W nalezy pocigé na okre$long liczbe (kf) paséw o wysokos$ciach vf.

Problem optymalizacji rozkroju polega¢ bedzie na znalezieniu takich sposobdéw rozkroju phyt
wyjsciowych, dla ktérych tgczny odpad powstajacy przy cieciu bedzie minimalny. Kryterium
minimalizacji odpadu mozna zamieni¢ na kryterium minimalizacji liczby rozcinanych piyt wyj-
Sciowych potrzebnych do uzyskania zaméwionej liczby czesci. Fakt ten wynika ze wzoru na

rzeczywistg wydajno$é rozkroju

Fcel = A —ooommeen , 4)

gdzie m jest liczbg zuzytych podczas rozkroju ptyt wyjsciowych. Im mniej ptyt zuzyjemy, tym
wydajnos$¢ bedzie wieksza, a co za tym idzie - mniejszy powstanie odpad.
Przyjmujac stuprocentowe wypetnienie arkuszy wyjsciowych ze wzoru (4) wyznaczy¢

mozna minimalng liczbe arkuszy potrzebng do wykonania zamdéwienia:

=ceil WS (5)

Po uwzglednieniu zatozen dla sformutowanego w pracy problemu mozemy ze wzoru

(4) wyznaczy¢ kres gorny mozliwej do uzyskania wydajnosci rozkroju (w %):
n

Z W -

Asup = - we-""00% (6)

Zastosowana metoda bedzie omowiona dla przyktadowego zadania optymalizacji roz-
kroju elementéw ptaskich. Przyktad ten ma charakter ilustracyjny.

Przyktad: Firma posiada surowiec w postaci ptyt o jednakowym wymiarze. Otrzymuje
zamoéwienie produkcyjne na wykrojenie czterech typéw elementéw, po 10 sztuk kazdego ro-

dzaju. Przyjmijmy:
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- wymiary piyt (arkuszy) - 140 x 208,

- wymiary elementéw: y? - 64 x30, p2- 45x36, p3- 70x25, pA- 55x50.
Wyliczmy dla tego zadania minimalng liczbe ptyt potrzebng do wykonania zaméwienia oraz
maksymalng mozliwg do uzyskania wydajnos$¢ rozkroju. Ze wzoréw (5) i (6) otrzymujemy:

rnmn =ceil(2.76) =3 ; Flp=92.03%.

3. Reprezentacja rozwigzania

Bardzo istotnym aspektem badan nad mozliwoscig zastosowania algorytmow gene-
tycznych w réznych zagadnieniach optymalizacji jest zaprojektowanie odpowiedniej do zadania
struktury reprezentacji rozwigzania. Jednym z celéw podjetych prac byto opracowanie takiego
sposobu kodowania rozwigzania oraz zastosowanie takich operatoréw genetycznych, aby kaz-
de otrzymane i przetwarzane rozwigzanie bylo rozwigzaniem dopuszczalnym. Chodzito
w duzej mierze o to, aby uchronié¢ sie przed koniecznos$cig stosowania r6znych metod naprawy
rozwigzania lub naktadania kary na rozwigzania naruszajace okre$lone ograniczenia. W zasto-

sowanym algorytmie kazde rozwigzanie kodowane jest w postaci permutacji Ipas liczb natu-

n
ralnych, gdzie Ipas=~"{k] +kf) - liczbha paséw. Permutacje te okres$lajg kolejnos¢, z jaka

w rozkroju uwzgledniane sg poszczeg6lne pasy. Zilustrujmy to na przyktadzie.
W pierwszym etapie dziatania algorytmu, zgodnie z opisang metoda znajdowana jest
liczba paséw kazdego typu,potrzebna do wykonania zamdéwienia. Dla omawianego zadania

otrzymano nastepujaca macierz:

‘o 4’ '64 30
2 0 45 36
dla A/ =
11 70 25
1 2 55 50

Dla przyktadu k2 =2 oznacza, ze w rozkroju nalezy uwzgledni¢ 2 pasy o wysokosci
45 (A2 =45). Poniewaz lpas=1, zatem rozwigzania bedg kodowane w postaci 11l-elemen-
towych permutacji.

Na podstawie macierzy ki i Aj tworzony jest wzorzec, wzgledem ktérego dekodo-
wane beda rozwigzania:

wzér = (70 55 50 50 45 45 30 30 30 30 25)
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Na poszczeg6lnych pozycjach tego wzorca umieszczono wysokosci paséw (posorto-
wane), jakie beda uwzgledniane w rozkroju. Zatozono ponadto, ze wzorzec ten odpowiada
permutacji:

123456789 10 11)
Dla losowo wygenerowanej permutacji mozna okresli¢ teraz wzory rozkroju poszcze-
golnych ptyt. Permutacji
7=(6 29 11 387 4 5 110)
odpowiada nastepujacy ciag paséw:
(45 55 30 | 25 50 30 30 | 50 45 | 70 30)

Po uwzglednieniu ograniczenia, ze suma wysokos$ci paséw umieszczonych na jednym
arkuszu nie moze przekroczy¢ wysokos$ci arkusza (W = 140), otrzymujemy sposoby rozkroju
poszczegdlnych ptyt oddzielone separatorem " | . Oczywiscie, kolejno$¢ paséw w poszcze-
golnych wzorach, jak rowniez kolejnos¢ samych wzoréw rozkroju nie sag istotne, stad tez dla
réznych permutacji mozemy otrzymac takg samg wydajnos¢ rozkroju.

Obliczona ze wzoru (4) wydajnos¢ rozkroju dla permutacji T wyniosta 69.02%.

4. Opis algorytmu

Jako metode przetwarzania rozwigzah zaproponowano algorytmy genetyczne.
W swojej budowie zastosowany algorytm bazuje na elementarnym algorytmie genetycznym
[11, W-
Kroki algorytmu:
° Generowanie populacjipoczatkowej

Populacja poczatkowa sktada sie z losowo wygenerowanych permutacji, ktére stano-
wig zakodowany zbi6r rozwigzan danego zadania. Kazdy osobnik populacji poczatkowej pod-
lega rozkodowaniu i ocenie.

Gtéwna petla programu

2° Selekcja osobnikéw

Selekcja do puli rodzicielskiej odbywa sie metodg wyboru losowego wedtug reszt bez
powtdrzen [1], [4],
3° Krzyzowanie

W celu dobrania odpowiednich metod przetwarzania rozwigzan eksperymentowano

z ré6znymi operatorami genetycznymi, opisanymi w literaturze, a stosowanymi do zadan z repre-
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zentacjg porzagdkowgq (zadanie komiwojazera, harmonogramowanie). Przebadano trzy operato-
ry krzyzowania [4]: krzyzowanie z czeSciowym odwzorowaniem (PMX), krzyzowanie bazuja-
ce na porzadku oraz krzyzowanie cykliczne (CX). Najlepsze efekty uzyskano dla krzyzowania
cyklicznego. Zachowuje ono bezwzgledne pozycje elementéw u rodzicow. Mechanizm krzy-
zowania cyklicznego zilustrujmy dla przyktadowych dwéch rodzicow:
RI =(1 2 34 56 78 9 1011)
R2=(6 921138745 110).
Startujac od pierwszego elementu pierwszego rodzica tworzymy cykl odwzorowan:
<> 6 9> 8 <> 4 <> 11 <> 10
Potomkéw tworzymy pozostawiajac na tych samych pozycjach elementy uwzglednione
w wyréznionym cyklu, natomiast pozostate elementy wymieniamy miejscami miedzy rodzica-
mi. Otrzymujemy w ten sposéb dwoch potomkow:
DI =(1 9 24 36 78 5 1011)
D2=(6 2 311 587 4 9 110).
4° Mutacja
Mutacja jest operacjg przeprowadzang na pojedynczych osobnikach. Zastosowano ope-
rator polegajacy na zamianie miejscami dwéch losowo wybranych elementéw w ciaggu.
Osobnik
7”=(1 92 4 36785 10 11)
poddany mutacji datby w wyniku ciag:
D=1 97 4 36285 10 11)

5° Ocenapopulacji
Kazdy osobnik w populacji podlega procedurze dekodowania i oceny. Ocena osobnika
polega na obliczaniu zgodnie ze wzorem (4) jego przystosowania (wydajnosci rozkroju).
Koniec petli
Opuszczenie petli nastepuje po przekroczeniu ustalonej liczby iteracji lub w momencie
uzyskania wydajnosci réwnej /'jup.

6° Wyprowadzenie wynikow
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5. Wyniki obliczeh

W przeprowadzonych obliczeniach przyjeto nastepujace warto$ci parametréw algoryt-

mu genetycznego:

* rozmiar populacji = 50,

« liczba pokolen = 80,

e prawdopodobienstwo krzyzowania = 0.6,
e prawdopodobienstwo mutacji = 0.1.

Ponizej przytoczono wyniki obliczen dla przyktadowych zadan rozkroju. Ze wzgledu
na duzg liczbe rozkrawanych ptyt ograniczono sie jedynie do podania uzyskanych wydajnosci
rozkroju. Wydajno$¢ rozkroju wyliczana jest zgodnie ze wzorem (4), a co za tym idzie - kazdy
nadmiar ponad zaméwiong liczbe elementéw danego rodzaju réwniez traktowany jest jako
odpad.

Zadanie 1. Wymiary arkusza - 40x208. Wymiary i wymagana liczba elementow:

wysokos$é 64 45 70 55
szerokosé 30 36 25 50
liczba elem. 100 100 100 100

Uzyskana wydajno$¢ rozkroju: 86.28 % .

Zadanie 2. Wymiary arkusza - 80 x 360.
wysokosé 60 57 54 51 48 45 42 39 36 33 30
szeroko$é 15 16 18 19 21 22 24 25 27 28 30
liczba elem. 80 80 90 90 100 100 110 110 120 120 130
Uzyskana wydajno$¢ rozkroju: 92.77% .

Zadanie 3. Rozkrdj jednowymiarowy [H] [mag]. Wymiary arkusza - 4x1.

wysoko$é 3 4 5 6 7 8 9 10
szerokosé 1 1 1 1 1
liczba elem. 5 2 1 2 4 2 1 3

Uzyskana wydajno$¢ rozkroju 97.62% jest rowna Fsup dla tego zadania i zostata znalezio-

na w 23 pokoleniu.

Przebieg procesu poszukiwania rozwigzania mozna zilustrowa¢ wykresami $redniego
przystosowania populacji, wyrazonego przez wydajno$¢ rozkroju (w %) w kolejnych pokole-
niach. Na rysunku 2 przedstawiono takie wykresy dla zadania 1 oraz dla dwéch typéw krzy-

zowania: CX i PMX.
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Rys.2. Wykresy $redniego przystosowania populacji w kolejnych krokach algorytmu gene-
tycznego dla krzyzowania CX iPMX

Fig.2. Diagrams ofthe average fitness of population in the next steps of genetic algorithm
for CX and PM X crossover

6. Uwagi kornicowe i wnioski

Ro6znorodno$¢ zagadnien rozkroju materiatdw nie daje podstaw do formutowania ogél-
nych wnioskéw na temat budowy modeli zagadnien rozkroju i metod ich rozwigzywania. Co
prawda wiele zadan rozkroju daje sie sformutowaé¢ w postaci modeli programowania liniowe-
go, wigze sie to jednak z koniecznos$cig uwzgledniania réznorodnych ograniczen zwigzanych z
danym zagadnieniem oraz z ogromng liczbg wzoréw ciecia, ktére powinny by¢ brane pod
uwage w obliczeniach. Skiada sie to na duzg ztozonos$¢ obliczeniowg problemu rozkroju. Jed-
nak ze wzgledu na komercyjne znaczenie rozwigzania tego zagadnienia celowe wydaje sie po-
szukiwanie efektywnych algorytméw obliczeniowych. Wéréd alternatywnych metod poszuki-
wania optymalnego (badZ bliskiego optymalnemu) rozwigzania coraz wieksza popularnoscia
ciesza sie algorytmy genetyczne. Podjete badania miaty na celu zbadanie efektywnosci algo-
rytméw genetycznych w poszukiwaniu rozwigzan pewnych typdw zadan optymalizacji roz-
kroju. Zastosowana metoda nie gwarantuje, co prawda, uzyskania optymalnego rozwigzania,
jednak zamieszczone w pracy wyniki wydajg sie obiecujace.

Przewiduje sie kontynuacje podjetych prac. Beda one zmierzaty w kierunku poszuki-
wania bardziej efektywnych, heurystycznych operatoré6w genetycznych, jak réwniez innych
sposob6w kodowania rozwigzania, wierniej oddajacych charakter problemu. W celu poszerze-
nia obszaru zastosowan zaproponowanej metody nalezy réwniez uwzgledni¢ mozliwo$¢ okre-

$lania réznych rozmiaréw arkuszy wyjsciowych.
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Abstract

The paper presents the possibilities of applying genetic algorithms to optimize the cut-
ting of materials in the 2D Cutting Stock Problem. The problem consists in cutting many
rectangular elements (items) of different size from rectangular sheets with the minimum waste
of material. The cutting machine is able to cut rectangles in two steps with a single straight cut
(two-step cut).

Two different types of strips, which can be obtained in the first phase of cutting, are
connected with each element. At the beginning we determine such a set of strips that the lateral
wastage is minimised and the production order is completed. Thus our problem is reduced to
the cutting problem with one-step cut. Now each potential solution to a problem may be repre-
sented as a permutation of the strips from this set. Strips are cut in the order in which they are
represented in the permuted list (chromosome). An initial population is built by generating ran-
dom permutations. The reproduction operators have been borrowed from the Travelling Sale-
sman Problem. Three types of crossover operators: partially mapped recombination (PMX),
cycle recombination (CX) and order-based recombination have been analysed. The best results
have been obtained for the CX crossover. The Second genetic operator - mutation - replaces
two randomly chosen numbers in a sequence.

The results of the research show that genetic algorithms can be useful in searching for

the optimal (near optimal) solution of the Cutting Stock Problem. It would be advisable to

indicate the heuristic operators, specific to this problem.



