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O PEWNYCH PRZYPAEKACH NIEUSTALONEGO F ZEPLYWU W RURZE

Streszczenie. W pracy ro .patrzono nieustalony prze-
24yw laminarny dla dowol%((—:tjj periodycznej zalezno»
‘ci gradientu cisnienia czasu. Ogolne rozwigza-
nie zagadnienia otrzymano przy zatozeniu przepdywu
cieczy niescisliwej. Ponadto przedyskutowano kilka
rozwigzan dla pewnyoh przyjetych analitycznie lub
za pomoog wykresu zaleznosci gradientu cisnienia
od ozasu.

1. Wstep

W wielu przypadkach istnieje koniecznos¢ okreslenia rozkdadu
predkosci w rurze o przekroju kotowym przy zmieniajacym sie
okresowo w czasie gradiencie cisnienia. Czasowe Wahanie gra*
dientu cisnienia moze zosta¢ wywokane np. przez okresowe zamy-
kanie 1 otwieranie zasuwy wmontowanej w rurocigag w ktérym ba-
damy przeptyw. Ela rozwigzania zagadnienia wykorzystamy lami—
naray model przeptywu osiowo-symetrycznego cieczy niescisli-
wej w rurze przy zatozeniu niezmiennosci skkadowej osiowej
predkosoi u od wspotrzednej z (rys. 1). Opis takiego modelu
przeptywu przedstawia liniowe réwnanie roézniczkowe (@) E],

(1)

z warunkami brzegowymi :

u(r,t) =0 r =R

u(r,t) < M<«~r = 0 Ca



138 Tadeusz Chmielniak

Rys. 1. Przeptyw w rurze o przekroju kotowym

gdzie:
gestos¢ oraz - wspotczynnik lepkosci kinematycznej sa
wielkosciami statymi.

Cisnienie p ogo6lnie biorgc moze by¢ dowolng okresowg funk-
cja p(z,r,t) okreslong dla kazdego rozpatrywanego rodzaju
przeptywu. Nasze rozwazania ograniczymy do przypadkéow takiej
funkcji p by gradient cisnienia - 1/e » by+ Jednoznacznag
funkojg czasu T(t) (oznacza to, ze nasz model przeptywu uzu-
petniamy zatozeniem o mozliwosci pominiecia strat olsnienia w
kierunku przeptywu) .

Zaktadamy, ze dowolnos¢ okresowej funkcji Ff(t) ograniczona
jest warunkami  Dirichleta oraz warunkiem rézniozkowalnosoi jej
szeregu Fouriera*).

2. 0golne rozwigzanie zagadnienia

Rozwigzania rownania (1) dla warunku (1a) przy ustaleniu ze:

- % Si - *(*) “£ “©ic )

szuka¢ bedziemy w postaci:

u(r,t) =JT dk () eikt ©)

x)Zatozenia te sprowadzajg sie do ciggtosci f(t) dla Wszyst—
kich t, skonczonej i|OSCI unktow nleC|ag+osc ﬁE
przed2|ale - oraz by f() 1 ¥ @®© a koncach prze-
dziatu miaty skonczone roznice.
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Po wprowadzeniu zaleznosci (@) 1 3 w (@) 1 uwzglednieniu
zatozen dotyczacych funkcji Ff(t) otrzymujemy dla okreslenia
d™ zagadnienie brzegowe (@), (4a).

g oA LA 1
dk +Fdk =T dk T Sk @
arr) =0 r =R

(42)
dk@®@ < M r =20

Rownanie (4) jest niejednorodnym réwnaniem Bessela, ktore-
go rozwigzanie dla warunku brzegowego (4a) ma postac:

k@ --ir 1- 77 ’ ®)

gdzie:

fi «)2n
vV > -1 aT n V -

oznacza funkcje Bessela rzedu zerowego.
Ostatecznie wieo rozwiagzanie dla u(r,t) zgodnie z 3 i ®)
wyraza sie przez zwigzek (4b)

1. =£) (40)
Jo<E \

Wspotczynniki ¢ rozwiniecia () wystepujgce w zaleznosci.
(@4b) dane sg przy pomocy zwigzku (6)-

ok = g+ I*i&) e*ikEdE 6)
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Dla celdw obliczeniowych rozwigzanie (@4b) praktyczniej jest
przeksztatci¢ do postaci i

i o . k- Ibk
C»*) “ 571 (2 - r2) . Zk*

V BA) .

Ok + bk N L (F#> oy - ek ikl ».Crw)l

Si ’1 "USK™
*
1. <ST*7 Sinke (40)
gdzie:
Ji
ak m t(L) cos kt dk k —-0,1,2, 3y eee @
r
I7*» jp j f() sin kt dt k -1,2,3, ... o

sa wspotczynnikami rozwiniecia w szereg Fouriera funkoji F(t).

3. Pewne przypadki szozegdlne

Rozpatrzmy obecnie kilka przyktadow rozwigzan (4c) dla kon-

kretnie zatozonych wielkosci gradientu olsnienia — 1/p ™ m

- (V) 2 .
I. f(t) m A cos nkc + B sin at

gdzie: A 1 B salwielkosciami statymi.

Z @ 1 (O otrzymujemy:

aQ - o a « A bN * B k &m ©



0 pewnych przypadkach nieustalonego przepdywu w rurze 141

Rozwigzanie (40) dla wartosoi (e) redukuje sie do:

u(r,t) a-i 6&@\#@%@ NGO\ N i e v #
Jo (eN -

=1 *)_
Jo<r \ ., A+iBr,
11 ST (8)

+ sin ot A%)IF
=IHK iJ
™). JOE#) 1]
Ze wzgladu na to, ze interpretacja zwigzku (B) jest bardzo
utrudniona przeprowadzimy jego analiza dla dwu szczegdlnych
zatozen w stosunku dc wielkosci R

a) R przyjmuje wartosoi mate mniejsze od 0,5 (drgania
o bardzo matej czestotliwosci)e
Zatozenie to umozliwia funkcje JQ wystepujace w (8) zastgpic
przez:

TAAR*™
!

T "®"? "
’\J:P) IR R
:?rﬂ’?ﬁi‘--« ®
Jn(H fi?)

Uwzgledniajac (d), (e) otrzymujemy z (8) zwigzek postaci:
u(r,t) » - ) (A cos mt + B sin mt) (C2))

Z zaleznosci (7) i1_j8a) wynika, ze w wypadkach stusznosci roz-
wigzania (G (R mate) fazy wymuszenia 1 rozwigzania sg
takie «are, Hadto w tym przypadku dla t = o otrzymujemy zgod-
nie z (8a) dla u(r,t) analogiczne wyrazenie jak dla rozwig-



142 Tadeusz Chmielnlak

zania ustalonego przeptywu w rurze przy stalej wartosoi gra-
dientu cisnienia réwnej:

- H &§F-A

Ilustracja zaleznosci (Ba) dla kilku charakterystycznych okre-
sOw czasu przedstawia rys. 2a (A * B, = 0,45).

b) R (E przyjmuje wartosoi > 5 (impulsy o duzej czesto-
sci) -

W tym przypadku funkcja JQ(@) mozna zastgpi¢ jej asympto-
tycznym rozwinieciem dla duzych wartosci argumentu z [5].-

ihez L' 12 9)

Uwzgledniajagc (P otrzymujemy ze zwigzku (8) po pewnych prze-
ksztatceniach rozwigzanie dla u(r$) w postaci:

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego (1), (ia) dla funkcji:
() = A cos mt

czyli rozwigzanie (Ba) i @b) dla B » 0 bydo dyskutowane
przez T. Seila i Uohide [1] w zwigzku z wykrytym przez E.G.
Riohardsona zjawiskiem przesunleoia maximum u(r$) poza
r = 0 (tzw. Annulareffekt).

Ilustracje rozwigzania (8b) dla A a B, R "(QJ=5 przed-
stawia rys. 2b z ktérego wynika, ze maxymalne wartosci u(x$)
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ATHSMT a)

Cosmt

Smmt+cosmt

Ryn. 2. Rozkdad predkosci w przekroja poprzecznym rnry dla kil-
ku oharakteryetyoznyoh momentéw ozasu zgodnie z (8a) i1 (80)
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dla rozpatrywanego czasu t * t wystepujg przy roznych warto-
sciach r wyznaezalnych z warunku

Ou 1 n
OT I t*T >

Il1. Funkcja T(t) okreslona jest za pomocg wykresu

We wszystkich wypadkach gdy funkcja f(t) okreslajaca gradient
cisnienia podana jest analitycznie okreslenie wspodczynnikow
ar 1 przy pomocy zwigzkéw (@ 1 (b) nie przedstawia na
ogot wiekszych trudnosci. Istnieje wiec dla tych przypadkéw w
zaleznosci od uzyskanych wartosci dla i b\ zgodnie z
(4e) zamkniete (np. typu 8) lub w postaci szeregu rozwigzanie
zagadnienia brzegowego (1), (1a)- W wielu jednak konkretnych
przypadkach moze sie zdarzy¢ ze funkcja f(t) = - B nie
moze zosta¢ okreslona analitycznie lecz wykresSlnie. Aby w tym
wypadku oprze¢ sie na rozwigzaniu ogolnym (4c), nalezy wspok-
czynniki a® i1 b~ okresli¢ przy pomocy jednej ze znanych
metod analizy harmonicznej (wypadki bardziej skomplikowanego
przebiegu funkcji) [2], [3] lub opierajac sie o przyblizone
metody analizy wykresu funkcji (np. metody wizualno-intuicyj-
nej) [ -

Uieoh funkcja f(t) = - s © podana jest w postaci wy-
kresu (rys. 3). Droga prostej analizy wizualnej dany na rys. 3
impuls F(t) mozna roztozy¢ na dwa pojedyncze drgania okre-
Slone odpowiednio przezj

7

A sin 2t

f2(® = B cos 9t
Uwzgledniajac zaleznosci fazowe w przekroju z-z (rys. 3) mo-
zemy ostatecznie zapisaC¢ dang na wykresie funkcje f(t) w

prostej postaci analitycznej:

f(t) =f]@® + f2() = A sin 2t + B cos 9t ©
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Zaktadajgo, ze B2/V>12,5 B "5 oraz A « 4B, roz-
wigzanie warunku brzegowego (1), (1a&) dla funkcji wyrazonej

przez (9 zgodnie z (8b) zapiszemy w postaci:

E-n
u(r,t) » Asin 9t - e N "sin[ot - @éG-n] +

- cos 2t + \[Be " Noox[2t - N~ (B-N1i (10

Eys. 3. Eozk#ad predkosci w przekroju rury dla kilku charakt«
rystyeznyeh momentdéw ezasu zgodnie z (10)
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Zaleznos¢ (10) ilustruje dla kilku charakterystycznych momen-
tow czasu rys. 3.

1. f() = At2 (rys. 49

Ze wzgledu na to, ze funkcja Atp Jest parzysta jej szereg

Fouriera bedzie rozwinieciem weddtug oosinusow

VAN _ AN
At2 = +U L (-Dk 2££kt ED)

2AH2 (S)

ek (-Dk K k=1, 2, 3 @i
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Rozwigzanie zagadnienia brzegowego (1), (1a) bedzie sie
wieo dla f(® « At2 wyrazato po uwzglednieniu (@) 1 ()

przez zwigzek:

u(r,t) = (R2 - r2) - 21ANS=%¢£
*_0# )
vk
oos kt + i i=tf 2. J0C
sin kt @)

Posta¢ rozwigzania (12) w przeciwienstwie do stosunkowo
prostych zamknietych rozwigzan (8b) i1 (10) stanowi forme bar-
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dziej ztozong. W celu sprawdze: przebiegu obliczono war-
tosci kilku jego cztonéw dla i wykonano wykresy
przedstawione na rys. 5. Stanowig one ilustracjg szybkosci i
rodzaju zbieznosci szeregu (12) 1 tym samym okreslaja wptyw po-
szczegolnych cztonéw na rozwigzanie u(r,t) (rozwigzanie u(r,t)
w rozpatrywanym przypadku catkowicie charakteryzuja czdony:
k«0O, k»1l,k*»2,k = 3» Resztg cztonow mozna pomingc).

W podobny spos6b jak w punkcie 1, 11, 11l mozna na podsta-
wie (4b) okresli¢ rozwigzania nieustalonego przeptywu w
rurze dla wielu innych funkcji Ff(t) podanych dla badanego
przeptywu.
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0 HEKCTOKjIX CJiyMAHX HECTAUMOHAPHOrO TEUEHIIH B TPyBE
Peadhe

B pa00Te paccMOTpeHO HecTauHOHapHoe TeweHue b Tpyfie jyia npona-
BOJibHOft aaBKCHuocTH rpajiiehts jtaBJiemiK ot Bpeuemi. 06me peme-

HHe sagana nojiyueHO npti aanozeHHn TeweHHH HeczMuaeuott zhjkocth.
Kpoue toto o6cyseHO Hecxoatko pemeHHi+ ms HexoTopux aHaiHTjrae-
ckh ppHHFfITux 3aBHCHMOCTH rpaaneHTa xaBJieHHfi ot BpeweHH.

SOME PROHLaiS OP REESTABLISH PLOW IE THE TUBE
Summary

In this paper a unestablish laminar flow for arbitrary perio-
dic time function of pressure gradient has been presented,

A general solution of this problem by assumption of incompres-
sible flow has been given. Some particular solutions for ana-
litical functions and graphical dependences of pressure gra-
dient on time has been obtained.



