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WPLYW SKONCZONEJ PREDKOSCI ROZCHODZENIA SIE CIEPLA
RA ZJAWISKA PRZEWODZENIA W SFERYCZNYM UKLADZIE
JEDNOSKEADN IKOWYM

Streszczenie. W pracy autor rozpatruje zagadnie-
nie, jak bardzo zmieniajg sie rozwigzania rowna-
nia przewodzenia ciepta, jezeli zamiast powszech-
nie stosowanej postaci (1) odpowiadajacej nieskon-
czonej predkosci rozchodzenia sie ciepla, przej-
dzie sie do postaci (2;, gdy predkos¢ rozchodzenia
sie ciepta jest skoriczona, na.przyktadzie uktadu
Jjednosktadnikowego o symetrii kulistej, wymienia-
Jacego ciepto z otoczeniem o temperaturze zmiennej
wedtug prawa (5), z statymi warunkami poczgtkowy-
mi . Zagadnienie rozwigzano metoda szeregow Fourie-
ra, w ktérym to przypadku Wystepuj% jedynie nie-
znaczne roéznice formalne 1 metodg funkcji Greena,
kiedy rozwigzanie komplikuje sie znacznie.

1. Wstep
W pracy swej z roku 1960 pt. "Wpkyw skonczonej predkosci roz-
chodzenia sie ciepta na zjawiska przewodzenia ciepta w ukta-
dzie kulistym jedno i dwuwarstwowym™, autor poruszyt zagad-
nienie skonczonej predkosoi rozchodzenia sie ciepta w przewod-
nikach.

W przewazajacej ilosci monografii podaje sie (W przypadku
symetrii kulistej) roéwnanie przewodzenia ciepta w nastepujgcej
postaci

G/AIY[r t(r, ] = [ t(r.nN] @
gdzie:
t - temperatura,
r - wspotrzedna biezaca,
t ~ czas
a - wspotczynnik przewodzenia temperatury.
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Wynikaja zen niefizykalne wnioski o nieskoniczenie duzej pred-
kosci rozchodzenia sie ciepla.

W nielicznych monografiach np. [6] podana jest pedniejsza
teoria w ktoérej przyjmuje sie skonczonag predkos¢ rozchodzenia
sie ciepla. T tym przypadku w miejsce rownania (1) otrzymujemy

[d2/6r2) [r t(r, N] = Wa) (e/ar) [r t(r, N] +
+ (1/c2)(a2/ar2) [r t(r,r)] 2

gdzie:
c - predkos¢ rozchodzenia sie ciepla.

Poniewaz w literaturze brak#o danych o predkosci o, dla
cieczy 1 gazéw, autor korzystajac z wynikéw, ktoére na podsta-
wie analogii elektryczno-cieplnych przyporzadkowuja przewodni-
kowi ciepta, opor, pojemnos¢ i1 indukcyjnos¢ cieplng [Z] , wy-
prowadzi4 wzory pozwalajgce oszacowaC¢ wielkos¢ tej predkosci
dla cieczy i gazdw. Z wzordéw tych wynika rowniez zaleznos¢ tej
predkosci od czestosci oraz wniosek, ze predkos¢ ta powinna
by¢ dla uzytych danych stosunkowo nieduza.

Poniewaz w przypadku ciat stalych istnieje teoria termo-
sprezystosci, oparta na termodynamice procesow’nieodwracalnych,
pozwalajgca na wyprowadzenie wielkosci takiej predkosci [1,

3, ﬂ, nalezato spodziewa¢ sie, Ze réwniez na gruncie termody-
namiki prooesow nieodwracalnych uda sie podobne zaleznosci wy-
prowadzi¢ w przypadku cieczy i1 gazéw. W istocie ukazata sie
praca [5], ktdéra na gruncie nieliniowej teorii termodynamiki
procesow nieodwracalnych wyprowadza uogélnione prawo Fouriera
w postaci

1=-*@t/dr) - rr 4 (3

gdzie:
q - jednostkowy strumien cieplny,
X _ wspokczynnik przewodzenia ciepla,
rr - czas relaksacji.
Kropka u goéry oznaczono pochodng wzgledem czasu.
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Czas relaksacji wyprowadzono, rozpatrujgc odchylenie ukdadu
od stanu réwnowagi cieplnej, jako czas potrzebny do osiggnie-
cia tej rownowagi. Przy pomocy r zdefiniowano predkos¢ roz-
chodzenia sie. ciepta

®

gdzie;
cv - ciepto wkasciwe,
9 - gestosc.

Przy pomocy wzoru () i (4 wyprowadzono uogélnione roéwna-
nie przewodzenia ciepta w postaci (2).

Jako orientacyjne dane podano nastepujace dane dotyczace
czasow relaksacji

dla azotu c¢ = 150m/s, Tr m 10  sec,

dla aluminium r_ =10" "1 sec.

Tak mate czasy nie sg mierzalne. Sg jednak mozliwe takie war
runki, gdy drugi wyrazw Tformie (3)nabliera znaczeniai staje
sie poréwnywalny z pierwszym, mianowicie gdy g jest duze.

Jak z powyzszego wynika zagadnieniem tym zainteresowali sie
uczeni 1 z tego powodu bedzie ciekawe poda¢ na pewnych przykkar
dach, jakie konsekwencje jezeli chodzi o rozwigzanie réwnania
przewodzenia ciepta wprowadza modyfikacja tego rdéwnania.

Dla pordéwnania rozwigzan réwnan (O i1 () wybrano nastepu-
jJace zagadnienie brzegowe. Sferyczny przewodnik ciepta () o
promieniu a jest otoczony osrodkiem o temperaturze, zmiennej

weddug prawa

n
™M= 1 e ®
i=1
gdzie;
Ak* "Nk 0 _ rzeczywiste state,

przy warunkach poczgtkowych; temperaturze réwnejy € 0 i
czasowej pochodnej temperatury réwnej t,*v
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2. Zagadnienie brzegowe

Réwnanie przewodzenia ciepta dla przewodnika (1) ma nastepu-
jJaca postac

(W/c2)a2 [r t,(r, t)] /7dt2 + (/S) S[r ti(r, r)] fdt »
& o62[rtl (r, B] /7 dr2 ®

przy czym

0« r « a, TS0
Warunki brzegowe mozna napisac¢ nastepujaco:
™(r,0) =t 0= const, dt.j(r,0)/dt = t~ Q"= const
0@, 0)/flr + (M) Jjr®) - 8 @,2)] =0 @)
&t1(0,F)/ dr » 0

przy czym indeksem 1 oznaczono wielkosci odnoszace sie do cia-
+a @), - wspotczynnik wnikania ciepla.

3. Rozwigzania zagadnienia brzegowego (6) - (7) z warunkiem ®)
przy pomocy transformacji tapigce*a

Oznaczajac transformaty temperatur T(p), T<|(r,p) iprzez p
parametr transformacji, mozna prosto problem sprowadzi¢ do na-
stepujacej postaci

0/c*) [P2 r TAr,?) - prt Q- rti + (/a%jp r T°r,?) -
- r t1j0] = d2 [r I-(r,p)J /d tc (8>

(a»P)/ Or + («/~jfKp) -  (ap)] =0 9)
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dr,, (0,p)/ dr = 0

T(p) m ZT A-/(p-«:k) + 6>/p @o)
ks»1

Rozwigzanie problemu (8) (10) jest nastepujacej

ja2zshgr . Ha2 e I -

T(r,p) - t1>Q/p - "1>0/c2q2

“tl,08 " Hp tl,c/<I]! /2 r p [M5hga + (Ha-1)

- sh q a] (@)
gdzie:

H= «/x1 ,12)

4 + P2/c2 @

3.1. Obliczenie funkcji czasowej w postaci szeregu Fouriera

Przy pomocy twierdzenia Heaviside*a otrzymujemy nastepujaca
funkcje ozasowg

A , -r(/-1)%
©@,r) - 0= @irN)tito * " e N
ZT ja2sh gqu r . [H T(pv) - 0/pyj j/7(d/dp){r[a ay

akr
2
-chagya+ (Ha- 1)sh aj_?+Z&‘a'shd<r-H.B’\e /

/r pk [adgk ch gk a + (Ha . 1)sh dk aj a4

gdzie:
Pk = k"

gk otrzymujemy z (13) dla p =<«k.
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Wartosci sa rozwigzaniami rownania

tgma=-ma/(Ha- D (¢15))
dla

qg=m .1, = T a5

Rownanie (15) posiada nieskonczenie wiele rzeczywistych roz-
wigzan m. Dla kazdego m mozna obliczy¢ p z réwnania

P= (/2 £- o™/al - ~c|/a™ - 4 m2 o] ] @an

powstatym przez przeksztakcenie rownania (13).

Z rownania (17) wynika, ze charakterﬁstyczne warto%ci m
sg ograniczone wartoscig m « O(p =—-— cvYa) oraz m =
=oM4 12 (p=- c2/2 6M).

Ktéra z wartosci p jest whasciwg (dolny znak) poznajemy
przez przejscie graniczne c"— m<x

3.2. Zmodyfikowany problem brzegowy

Przyjmujac w réwnaniu (6) c™— iwarunekpoczatkowy t i

= 0 otrzymujemy nastepujaca funkcje czasowg
", t)-em

JT H a[T®v) “ 0/Pvlsh ~ r . eP? /(d/dp) |r a .

[chOy a+ (Ha- 1)sh ™ alpy + £ Ha"“sh gk r.e*kT/

/r[a ok chgk a F (Ha - 1)shgk a] s
z

q = (19)
irozwigzania réwnania (15) zuwzglednieniem (16) i (19).

Zakres wartosci m 1 py Jest nieograniczony.
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3.3» Wnioski

Zastosowanie rownania (6) zamiast rownania (1) nie wprowadza
zadnych komplikacji obliczeniowych, liczba charakterystycznych
wartosci jest jednak ograniczona. Wadag metody jest to, ze nie
wyraza explicite waznej cechy rozwigzania, ze wzrost tempera-
tury wzdduz przewodnika odbywa sie ze skonczong predkoscig.

4. Rozwigzanie problemu przy pomocy funko.li “reena

4_.1. Modyfikacja rownania (11)

Rownanie (11) mozna zastepujac funkcje hiperboliczne przez wy-
k#adnicze, doprowadzi¢ do nastepujgcej postaci

/[ag+Ha-1 +(aq-Ha+1)e*“2 " o)
Podobnie jak w [4] dyskutujemy nastepujace przypadki .

4.1.1. a q jest bardzo duze, H a - 1 jest bardzo mate

7 mianowniku mozna opuscio funkcje wykkadnicza jako bardzo ma-
43 w porownaniu z innymi wyrazami

@

przy czym T(p) nalezy podstawi¢ z (10).
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Wprowadzajac

k1

(a- nNn/cr @2)

*

kg * (a+ r)/©1

i 1Q() zmodyfikowang funkcja Bessela pierwszego rodzaju,
mozna napisa¢ funkcje czasowg w nastepujacej postaci
dla r3» mar Kk, kg)

- th0 - @/O)A - e H i fo™
f

- (H a/r)(6>- t1f0)0l |J b~ /2)T(I0O[(W2) ~ - k2] -

- 10[(®/2) M2 - k1] )]ldr- (Haalt~c20p
) . Q@ (et > # [lo[(b/2)™ T ]
0 t
- _ J N
- 1I0[(V2D)Ffi -kFfjd~ + l£_“I(H a/r™ c A .

e«k@' Y A @/2) fi* - k21- IQ[@D$ -~ k7 dri (D)

Dla 0<?"<kl lub O < kg odpowiednie wyrazeniaznika«-
Jar
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4.1.1.2. ZmodyFikowany problem brzegowy

Dla c,]-“&=i Q"= 0 otrzymujemy funkoje czasowg

g @,©) - t1>0 - (H asr)($- t1>Q) | 2T “1/2 a., /2T /2 .

f-(/4) (a-r)2/a.r -(/4) @t/ ™1
- e 1 e

J- (a-1)
. Erfol[(/2) (a-r)/>*r[+ (atr) . ErfcE(1/2) (atr)/ ftj +

-(1/74) (a2~ A~
+ £ Has’sr)n™ . y* -V2*“-1/2

-1/4)(a+r)2/a,t J *v(re*I)
e 1 - K

- je dti, €D
przy czym
2
Erfo x « 1 - Erf x 2/<r)y"e x dx 25)
Erf x - /1) dl

4.1.2. Przypadek Ha- 1»0
Z £0) otrzymujemy

Ti(r,p) - t1f0/P - tif</c2 q2 - T QD“+lje” [@- a" *] -
e~ [(2n~1)a +r]J(p T(p) _ g/r pq_ aH.

£ (Dn*1. ie-4[(2n-1)a-r]_ e-q [(2n-1)a+r]d /e2 r g2 (29)

Wystepuja tu wyrazenia podobne jak w (21), wiec posta¢ funkcji
czasowej jest podobna jak w tym przypadku.
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4.1.3. g a bardzo duze, H a - 1 nie do zaniedbania

Transformata rozwigzania posiada nastepujaca postac

- iM0/P - tif¢fci2" & HP TE) ” ~i,0)ie“q(* N "
- e“latr))/r p@g+Ha-1nH -~ <. -F<k> - e-F<*«>)a/
/c2 (ag+t+Ha-1)g2r @n
Dlaf> (@n/e,, 1 > (a+ r)/« otrzymujemy
T0?,«) - i-ijo “ (A/c?f\tf\o @ -e_(O?/*i)r) a

r
= [aclH(O- t~Q)/r] - Ne"N/2Y dr .

’\6_(H a- D (cnha) (r-iar-rj/ch ©—(H a- 1»e,,/a (-Gt /c.,)

[ -(H a - Df(l:’\/aV,Vcr -(a-r/c

/ /> Ffr i X ; ,)2- U2
+ (/2 ~ 1,,(Wdu [6 -

1
f,
-(H a- 1 (o/a)y(r-(a+r)/cl)2 - u2l > y n

r (acCi H A/r)
£531 1 *

ick(t” r1) -(b/2)" ~(02/ * ~)
-0 -0 + A g 1 "\Po

-(H a - iHe”aKr, - (a- nN/c?

B e—(H a - 1)(c1/a)1(f. - (a+ r)/c.z - ) #

yj- —Ha - 1)(Cijla) ~(~ - (a- r)/c./- u2-

-(Ha- 1) @V/ayY'Cr=@*T)/o1)2 - u2» (u) du>d fi, (8)
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gdzie:
I"(x( - zmodyfikowana funkcja Bessela,

Dla 0§r< (@-r)/0l lub 0<t< (a+ r)/cl odpowiednie
wyrazy znikaja.

4.1.4. Funkcje ozaaowe dla zmodyfikowanego problemu brzegowego

Dla oO**®» i t.l O'I 0 otrzymujemy nastepujgca funkcje cza-

sowg
r

*, (<> - t,)0 - (H a2/r) (e - t1(C) -1/72 .

[.-(V»)C«,2/iir _ e-(V*)(a,)2/V]_~ _ (Ha_ 1} ~

a. Ha- D2r/a2 f =-a)H a- 1)/a .
. e . Le

. Brfct(/2)(M Y//i™+("71)(H a- DrvV2j.e(rta) Ha - 1)/a #

. Erfe (1/7Z#H*)/yV + (ii7»)(Ha - Dt 1/2])jdt+g (Ha/ ~
N k(*--V r-1/2t-1/2 r-(1/74)(M)2/t, *1

e De : f [ e

-(/4) (atr)2/ ™ ] M H a- 1)2fl/a2

- e J - (gSVVa)(H a - 1)e -

#le(*>»H a- D/a#srfig[(V2) (r-a)/+(FV»>Hal)v /2]

- e(rta)(Ea- )/a# ] c[@/2)(r+a)/ (V7 + (*71)(H a- 1D

. rn/27 dul (29)
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5. Dyskusja otrzymanych rozwigzan

Hie wchodzac w szczegdtowe postaci rozwigzan widac, ze rozwig-
zania dla problemu zmodyfikowanego sg wazne dla t > 0, nato-
miast rozwigzania dyskutowanego problemu maja w argumencie wy-
razenia t- (@”r)/”, jezeli te wyrazenia sg dodatnie, nato-
miast sg rowne zeru dla 0< t< (@- r)/ch. W tym wyraza sie
fizykalna natura problemu. Zmiana temperatury nastepuje wzdtuz
przewodnika z predkoscig cl# W zmodyfikowanym problemie tem-
peratura zmienia sie od pierwszej chwili w catym przewodniku,
bez wzgledu na jego wymiary.

6. Porownanie réwnania (6) z réwnaniem termo3prezystym

77 termosprezystosci [7/] wyprowadza sie w miejsce (6) nastepu-
jace réwnanie

ad[r «(r, )] /drd - (1/c2)d4d [r t(r,©)] /dr20r2 -

-(U/S-i))3[r t(r,r)])/dr dr2 = (mp+ V] - c2) .

- 03[r t(r,rnN] /et3 (€9))
gdzie:

¢~ - predkos¢ podtuznych fal sprezystych,

] - wspodczynnik przewodzenia temperatury,

m,p - wspokczynniki réwnan sprezystego i cieplnego.

Hownanie (30) jest czwartego rzedu. Po wprowadza- duze trud-
nosci, jezeli chcemy je rozwigza¢ metodg powyzszg. Rownanie
(6) nadaje sie do tego lepiej. Z [7] wynika, ze rdéznica miedzy
predkoscig ruchu ciepta i1 predkoscig ruchu podtuznych fal spre-
zystych nie jest duza. Uozna wiec powiedzie¢, ze zastagpienie
réwnania (30) przez rownanie (6) nie wprowadza duzej réznicy
w rozwigzaniach. Cynika to z nastepujgacego rozwazania. Jezeli
w rownaniu (30) opuscimy wyraz prawej strony, otrzymujemy dwu-
krotnie zrézniczkowane wzgledem r roéwnanie (6), ze zmienio-
nym sensem predkosci C,j-
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Dodatek

1. Wyprowadzenie réwnania (23) 1 (@4

Transformata Laplace,a rownania (23) moze by¢ napisana w na—
stepujacej postaol

s

TI(r,p) - t1>0/p- ti1f0/c2 g2 « (HVr)(Ffi- t1fo)(l - I1) -

- @H t1f#"/0? DAL - IV) + £, H a/nAK - VD) @
gdzie:
I - D-,/P
I «V p
Il - v»=* (@)
1V - Dg/q
V - DV/(p -*k)
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71 » Dg/ (p —

D1,2 - “rvi

Podobnie dI* rownani* (24) otrzymujemy

T.l(r,p) - t.lpr - (Ha/r)(*- t >J a-ip + I(.’(kl H a/r) (V-71)
©)
Ocnaozeniaf jak wyzej.

Punko Je czasowe dl* pewnych transformat sg znane [8], nie-
ktére natomiast transformaty moga by¢ napisane w zmienionej
postaci. Pa przyktad 7 Jest iloezynem dwa czynnikow, dla
ktérych funkcje czasowe sg znane. Stosujac nastgpnie twierdze-
nie o splocie mozna wyznaczy¢ zadang funkcje czasowq.

2. Wyprowadzenie réwnania (28) 1 (29)

Mozna napisac¢ pierwsze rownanie w nastepujgcej postaci

Ti(rtp) - t1fo/p - t1f0/05 g2 - (H a2/r)(6>- t1>0)(1 - II)
- (Ha2 ryY(HI - 17) + (Ea2/r)AN(T - 71) [0

gdzie:
1 - E~p P
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Drugie rownanie mozna doprowadzi¢ do nastepujgcej postaci

T1(r.p)- t14Q/p - [H a2(e-tljo)/r1(1- 1) + p (H2/t)\
7 -¥1) ©
Oznaczenia jak poprzednio.

Wyrazenia typu | moga by¢ wyznaozone, korzystajac z twier-
dzenia 6 [8] mianowioie, jezeli

H1{og( - f® Q)
wtedy r
ITL{«@) -F(r) +cc‘(l)=t[(r2 - u2)1/2]1,,(u)du ®
gdzie:
s * fp2 - *2 9

Wyrazenia 1-71 moga by¢ wyznaozone podobnie Jak w poprzednim
przypadku.
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BIIHHHME KOHEHHOf6 CKOPOCTK fIBJUKEHHfl TEIUI OTti Ha HBJIEHHH
TEIUIONPOBOIHOCTH B CSEPHHECKOft OfIHOKOLffIOHEHTHOIt CHCTEME

Pe3d ue

B pafiOTe aBTOp paccMaTpHBaeT npofijiewy, ksk H3MeHHDTCH pemeHHa
ypaBHehhh TennonpoBOJHOCTH, ecjin bMecto Be3je Hcnoat30BaHHoro
ypaBHeHMa (1), OTBeMaumero CeckKOHewHoit caopocTH £BHxeHHH Te-
naoTM, nepeMjeTca k $opMyjie (2), aorsa cicopocTb jBHxeHaa Te-
naoTU KOHeMHaa, aa npMMepe ojHOKOMEiOHeHTHOtt cucTex»« co c<er+
aecKoM CHWeTpnett, o6ueHanniec oiqyecararett cpejoK c asMeHar-
gellca no ypaBHehhd ((5) TeMnepaTypok!, cC iioctohhhtimh navaabhhmh
ycjroBnauH. IlpofiaeVa peiieHa npH nouona pa™0OB $ypbe, Korsa BhicTy-
raiDT TOJIbKO He3HawHTeJibHue $opMaabHHe asueHeHaa a ueTOjou $yHK-
aaa Tpana, Korja pemeHae oaeHb ycjioxHaeTca.

THE IFfPLTTEHCE OP THE PTHITE HEAT PROPAGATIOFF
VELOCITY OH THE HEAT COHOTCTIFFG PHENOMENA KT
A SPHEEICAL ONE-COMPOFFENT SYSTEM

Summary

In the paper the author discusses the problem of the diffe-
rences between the solutions of heat conduction equations,
when the commonly known equation (1) has been used with in-
finite heat propagation velocity and the equation (2), where
the propagation velocity is finite, for the one-component sy-
stem with spherical symmetry, exohanging heat with the surroun-
ding medium with the temperature varying following the equa-
tion (5), with constant initial conditions. The problem has
been solved by means of Pearler series method, where the dif-
ferences between the solutions are not great and with Green
function method, where the solution is very coaplioated.



