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Streszczenie. W pracy autor rozpatruje zagadnie
nie, jak bardzo zmieniają się rozwiązania równa
nia przewodzenia ciepła, jeżeli zamiast powszech
nie stosowanej postaci (1) odpowiadającej nieskoń
czonej prędkości rozchodzenia się ciepła, przej
dzie się do postaci (2;, gdy prędkość rozchodzenia 
się ciepła jest skończona, na.przykładzie układu 
jednoskładnikowego o symetrii kulistej, wymienia
jącego ciepło z otoczeniem o temperaturze zmiennej 
według prawa (5), z stałymi warunkami początkowy
mi . Zagadnienie rozwiązano metodą szeregów Fourie
ra, w którym to przypadku występują jedynie nie
znaczne różnice formalne i metodą funkcji Greena, 
kiedy rozwiązanie komplikuje się znacznie.

1. Wstęp
W pracy swej z roku 1960 pt. "Wpływ skończonej prędkości roz
chodzenia się ciepła na zjawiska przewodzenia ciepła w ukła
dzie kulistym jedno i dwuwarstwowym", autor poruszył zagad
nienie skończonej prędkośoi rozchodzenia się ciepła w przewod
nikach.

W przeważającej ilości monografii podaje się (w przypadku 
symetrii kulistej) równanie przewodzenia ciepła w następującej 
postaci

(3/flt)[r t(r,t)] = [i t(r,r)] (1}

gdzie:
t - temperatura, 
r - współrzędna bieżąca, 
t ~ czas
a - współczynnik przewodzenia temperatury.
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Wynikają zeń niefizykalne wnioski o nieskończenie dużej pręd
kości rozchodzenia się ciepła.

V«’ nielicznych monografiach np. [6] podana jest pełniejsza 
teoria w której przyjmuje się skończoną prędkość rozchodzenia 
się ciepła. TC tym przypadku w miejsce równania (1) otrzymujemy

(d2/ór2) [r t(r, r)] = (1/a) (e/ar) [r t(r, r)| +

+ (1/c2)(a2/a r2) [ r  t ( r , r ) J  (2)

gdzie:
c - prędkość rozchodzenia się ciepła.
Ponieważ w literaturze brakło danych o prędkości o, dla 

cieczy i gazów, autor korzystając z wyników, które na podsta
wie analogii elektryczno-cieplnych przyporządkowują przewodni
kowi ciepła, opór, pojemność i indukcyjność cieplną [2] , wy
prowadził wzory pozwalające oszacować wielkość tej prędkości 
dla cieczy i gazów. Z wzorów tych wynika również zależność tej 
prędkości od częstości oraz wniosek, że prędkość ta powinna 
być dla użytych danych stosunkowo nieduża.

Ponieważ w przypadku ciał stałych istnieje teoria termo- 
sprężystości, oparta na termodynamice proc esów’nieodwracalnych, 
pozwalająca na wyprowadzenie wielkości takiej prędkości [1,
3, 7], należało spodziewać się, źe również na gruncie termody
namiki prooesów nieodwracalnych uda się podobne zależności wy
prowadzić w przypadku cieczy i gazów. W istocie ukazała się 
praca [5], która na gruncie nieliniowej teorii termodynamiki 
procesów nieodwracalnych wyprowadza uogólnione prawo Fouriera 
w postaci

1 = -  * (0t / d r )  -  r r  4 (3)

gdzie:
q - jednostkowy strumień cieplny, 
x _ współczynnik przewodzenia ciepła, 
rr - czas relaksacji.

Kropką u góry oznaczono pochodną względem czasu.
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Czas relaksacji wyprowadzono, rozpatrując odchylenie układu 
od stanu równowagi cieplnej, jako czas potrzebny do osiągnię
cia tej równowagi. Przy pomocy r zdefiniowano prędkość roz
chodzenia sie. ciepła

gdzie;
cv - ciepło właściwe,
9 - gęstość.
Przy pomocy wzoru (3) i (4) wyprowadzono uogólnione równa

nie przewodzenia ciepła w postaci (2).
Jako orientacyjne dane podano następujące dane dotyczące 

czasów relaksacji
dla azotu c = 150 m/s, Tr ■ 10 sec,
dla aluminium r_ = 10” '1 sec.
Tak małe czasy nie są mierzalne. Są jednak możliwe takie war

runki, gdy drugi wyraz w formie (3) nabiera znaczenia i staje
się porównywalny z pierwszym, mianowicie gdy q jest duże.

Jak z powyższego wynika zagadnieniem tym zainteresowali się 
uczeni i z tego powodu będzie ciekawe podać na pewnych przykłar 
dach, jakie konsekwencje jeżeli chodzi o rozwiązanie równania 
przewodzenia ciepła wprowadza modyfikacja tego równania.

Dla porównania rozwiązań równań (1) i (2) wybrano następu
jące zagadnienie brzegowe. Sferyczny przewodnik ciepła (1) o 
promieniu a jest otoczony ośrodkiem o temperaturze, zmiennej 
według prawa

(4)

n
i (^) =  j e (5)

i=1

gdzie;
Ak* ̂ k 0 _ rzeczywiste stałe,

przy warunkach początkowych; temperaturze równej t̂  0 i 
czasowej pochodnej temperatury równej t„ * V
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2. Zagadnienie brzegowe
Równanie przewodzenia ciepła dla przewodnika (1) ma następu
jącą postać

(1/c2)a2 [r t,, (r, t )] / dt 2 + (1/S) <5 [r t1 (r, r )] fdt »

«* ó 2 [r t1 (r, f)] / dr2 (6)

przy czym
0 « r « a, T $s o

Warunki brzegowe można napisać następująco:

t^(r,0) = t^ 0 = const, dt.j(r,0)/dt = t̂  Q' = const

<?t1 (a,t)/flr + (<x/%Ą) jt(t) - t̂  (a,Z“)] = 0 (7)

«5t1 (0,f)/ dr » 0

przy czym indeksem 1 oznaczono wielkości odnoszące się do cia
ła (1), cc - współczynnik wnikania ciepła.

3. Rozwiązania zagadnienia brzegowego (6) - (7) z warunkiem (5) 
przy pomocy transformacji Łapiące*a

Oznaczając transformaty temperatur T(p), T<|(r,p) i przez p
parametr transformacji, można prosto problem sprowadzić do na
stępującej postaci

O/c*) [p2 r T^r,?) - p r t ^ Q - r ti + (1/a^jp r T^r,?) -

-  r  t 1j0] = d2 [r  I-, (r,p)J /d tc (8>

(a »P)/ 0 r  + ( « / ^ j f K p )  -  (a,p)J = 0 (9)
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dT,, (0,p)/ dr = 0

T( p)  ■ ZT A - / ( p - « : k ) + 6>/p 
ks»1

(1 0)

Rozwiązanie problemu (8) - (10) jest następującej 

T(r,p) - t1>Q/p - 't1>0/c2q2 = j a 2 sh q r . [H q2 (p l(p) -

“ t1,ô  " H p t1,c/°l]! /q2 r p [ M 5 h q a  + ( H a - 1 )  .

. sh q a] (11)

gdzie:
H = «/x1 ,12)

-j + P2/c2 (13)

3.1. Obliczenie funkcji czasowej w postaci szeregu Fouriera
Przy pomocy twierdzenia Heaviside*a otrzymujemy następującą 
funkcję ozasową

, , 2 , - r(o!/-1)%
t^ (r,r) - 0 = (ai/°i)'tiło ' " e  ̂ “

ZT ja2 sh qv r . [H T(pv) - 0/pyj j/(d/dp){r[a qy

) n ?. ch qy a + (H a - 1 )sh ajj + Z.Ẑ a sh qk r.H.B^ e /
ak r

/r pk [a qk ch qk a + (H a . 1)sh qk aj (14)

gdzie:
Pk = iCk'

qk otrzymujemy z (13) dla p = «'k.
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Wartości są rozwiązaniami równania

tg m a = - m a/(H a - 1) (15)

dla
q = m . i, i = (^T (16)

Równanie (15) posiada nieskończenie wiele rzeczywistych roz
wiązań m. Dla każdego m można obliczyć p z równania

P = (1/2) £- o^/a1 - ^c|/a^ - 4 m2 o| ] (17)

powstałym przez przekształcenie równania (13).
Z równania (17) wynika, że charakterystyczne wartości m

p psą ograniczone wartością m « 0(p = — c^/a^) oraz m =
= o^/4 l2 (p = - c2/2 6^).
Która z wartości p jest właściwą (dolny znak) poznajemy 
przez przejście graniczne c^— ■-<»«>.

3.2. Zmodyfikowany problem brzegowy
Przyjmując w równaniu (6) c^— i warunek początkowy t̂  ' i
= O otrzymujemy następującą funkcję czasową

t^ (r, t ) - e m

JT H a2 [T(PV) “ 0/Pv]sh ^  r . eP? /(d/dp) |r a .

. [ch Oy a + (H a - 1)sh ^  a] py + £  H a ^ s h  qk r.e *k T /

/r[a qk ch qk a -f (H a - 1)shqk a] (18)

z
q = (19)

i rozwiązania równania (15) z uwzględnieniem (16) i (19).
Zakres wartości m i py jest nieograniczony.



Wpływ skończonej prędkości rozchodzenia sig ciepła».. 157

3.3» Wnioski
Zastosowanie równania (6) zamiast równania (1) nie wprowadza 
żadnych komplikacji obliczeniowych, liczba charakterystycznych 
wartości jest jednak ograniczona. Wadą metody jest to, że nie 
wyraża explicite ważnej cechy rozwiązania, że wzrost tempera
tury wzdłuż przewodnika odbywa się ze skończoną prędkością.

4. Rozwiązanie problemu przy pomocy funko.1i ^reena

4.1. Modyfikacja równania (11)
Równanie (11) można zastępując funkcje hiperboliczne przez wy
kładnicze, doprowadzić do następującej postaci

Podobnie jak w [4] dyskutujemy następujące przypadki.

4.1.1. a q jest bardzo duże, H a - 1 jest bardzo małe
17 mianowniku można opuścio funkcję wykładniczą jako bardzo ma
łą w porównaniu z innymi wyrazami

/ [ a q + H a - 1  + ( a q - H a + 1 ) e “2 ^ (2 0)

(21)

przy czym T(p) należy podstawić z (10).
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Wprowadzając
b -

k1 = (a - r)/c^ (2 2)

kg * (a + r)/©1

i IQ(x) zmodyfikowaną funkcją Bessela pierwszego rodzaju, 
można napisać funkcję czasową w następującej postaci 
dla r 3» mar (k̂ , kg)

- t ^ 0 - (a^/o^)(1 - e H i f0’"
f

- (H a/r)(ó>- t1f0)0l |J b‘ ^ /2)T(I0 [(W2) ^  - k2] -

- I0 [(b/2) r̂2 - k!] )|dr - (H a a1 t ^ c 2 r) .

. . (1 _ ,"(•?/*,> # [lo[(b/2)^ f ]  .
O _______  t

- I0 [(V2)fi -kfjd^ + £  (H a/r)^ cJ ^ 2)r.
IŁ“ I (7

. e« k (r" r1} ^  (b/2) fi* - k2 ] - IQ [(b/2) $  ~ k?]] dri (23)

Dla 0<?"<k1 lub 0 <  kg odpowiednie wyrażenia znika«-
ją*
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4.1.1.2. Zmodyfikowany problem brzegowy 
Dla c,|-“ <*«= i Q' = 0 otrzymujemy funkoję czasową

tj (r,t) - t1>0 - (H a/r)($- t1>Q) | 2T “1/2 a.,1/2 T 1/2 .

f -(1/4) (a-r)2/a.r -(1/4) (a-t-r)2/ ^ !
. [e 1 - e J - (a - r) .

. Erfo|[(1/2) (a-r)/>^r[ + (a+r) . Erfc£(1/2) (a+r)/ fkjtjj + 

+ £  (H a/r)^ . y* - V 2 * ‘i-1/2

-1/4)(a+r)2/a,t J  *v(r“ *l)
- e 1 ’j e K dti,

-(1/4) (ar-r)2^  ̂

(24)

przy czym

.2
Erf© x « 1 - Erf x (2/<r) y'e_x dx (25)

Erf x - (2/tT) dl

4.1.2. Przypadek H a - 1 » 0 
Z £0) otrzymujemy

Ti(r,p) - t1f0/P - t1f</c2 q2 - T  (1)“+1je^ [(2- 1)a " *] -

-  e“ ^ [(2n~1)a + r ] J (p T(p) _  g /r  p q _ a  H .

. £  (-1)n*1 . i e- 4 [ ( 2n-1 )a -r ]_  e-q  [(2n-1) a+r]J / e 2 r  ą2 (2g)

Występują tu wyrażenia podobne jak w (21), więc postać funkcji 
czasowej jest podobna jak w tym przypadku.



4.1.3. q a bardzo duże, H a - 1 nie do zaniedbania 
Transformata rozwiązania posiada następującą postać

- i^o/P - tif(/ ci<l2 " &2 H(P T(P) ” ^i,0)ie“q(^ r) "

- e“l(a+r))/r p(a q + H a - 1) - ^  <.-*<«> - •-*<*«>) a2/

/c2 ( a g + H a - 1 ) g 2 r (27)

Dlaf> (a-r)/e,, i f > (a + r)/«^ otrzymujemy

, ? -(o?/*i)r
t̂ O?,«-) - i-ij0 “ (^/c^t^o (1 - e  ) a

r
= [a c1 H(0- t ^ Q)/r] . ^ e " ^ / 2 r̂ dr .

-(H a - 1) (c^a) (r-iar-rj/c^ -(H a - 1) (e,,/a) (f-(a+r)/c.,) 
^ 6 ©

/ / > f r i X r -(H a - Dfc^/aWcr -(a-r)/c,,)2 - u2+ (b/2) ^  I,,(u)du [ó 1 ’ 1 -

-(H a - 1) (o1/a)y(r-(a+r)/c1)2 - u2J > y
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f,
n
r  (a Ci H Ałf/r) £*»1 1 *

iCk(t” r1) -(b/2)^ -(o2/ * ^ )
• © • © + ^ q 1* 1 ' \ I*©

-(H a - iHe^aKr, - (a - r)/c^

-(H a -  1) ( c . / a ) ( f .  -  (a + r ) / c . )- e 1 1  ■ + (b/2) #

y j -  — (H a -  1) (Cij/a) ^ ( ^  -  (a -  r ) / c . / -  u2 -

- ( H a -  1) (o1/a)̂ Cr1~(a*T)/o1)2 -  u2J ^
(u) du>d fi, (28)
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gdzie:
I^(x( - zmodyfikowana funkcja Bessela,

Dla 0 ś, r< (a - r)/o1 lub 0 < t < (a + r)/c1 odpowiednie 
wyrazy znikają.

4.1.4. Funkcje ozaaowe dla zmodyfikowanego problemu brzegowego
Dla o*-*-®» i t. ' ■ 0 otrzymujemy następującą funkcję cza- 

1 , 0
sową

r

*,(»,«•> - t,)0 - (H a2/r) (e - t1(C) -1/2 .

. [.-(V»)C«,2/iir _ e-(V*)(a„)2/V ] _  ^ _ (H a _ 1} ^

a. (H a - 1)2r/a2 f (j>-a)(H a - 1)/a .
. e . Le

. Brfct(1/2)(M )//i^+(^7i)(H a - i)rV2j.e(r+a) (H a - 1)/a #

. Erfe (1/Ź#H*)/yV + (^¡¡7»)(H a - 1)t 1/2] Jj d t + g  (Ha2/ ^

^  k (*--V (r-1/2t-1/2 r-(1/4)(M)2/Ł, *1
• J0 e . [ i e

-(1/4) (a+r)2/ ^ ]  M H a - 1)2f1/a2
- e J - (jS1/a)(H a - 1)e •

# ]e(*-»)(H a - 1)/a # srfg [(1/2) ( r - a ) / + ( f V » > (Ha“1) V /2]

- e(r+a)(E a - 1)/a # ] ^ c [(1/2) (r+a)/(V7 + (^7i)(H a - 1) .

. r^/2 ] dt1 (29)
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5. Dyskusja otrzymanych rozwiązań
Hie wchodząc w szczegółowe postaci rozwiązań widać, że rozwią
zania dla problemu zmodyfikowanego są ważne dla t > 0, nato
miast rozwiązania dyskutowanego problemu mają w argumencie wy
rażenia t - (a ̂ r)/^, jeżeli te wyrażenia są dodatnie, nato
miast są równe zeru dla 0 < t < (a — r)/c^. W tym wyraża się 
fizykalna natura problemu. Zmiana temperatury następuje wzdłuż 
przewodnika z prędkością c1# W zmodyfikowanym problemie tem
peratura zmienia się od pierwszej chwili w całym przewodniku, 
bez względu na jego wymiary.

6. Porównanie równania (6) z równaniem termo3prężystym
77 termospręźystości [7] wyprowadza się w miejsce (6) następu
jące równanie

a4[r t(r,t)] /dr4 - (1/c2)d4 [r t(r,f)] / d r 20r2 - 

-(1/S-i )t3 [r t(r,r)]/dr d r2 = (mp+ 1/a>| - c2) .

. o3 [r t(r,r)] /et3 (30)

gdzie:
ĉ  - prędkość podłużnych fal sprężystych,
Łj - współczynnik przewodzenia temperatury,
m,p - współczynniki równań sprężystego i cieplnego.
Hównanie (30) jest czwartego rzędu. Po wprowadza- duże trud

ności, jeżeli chcemy je rozwiązać metodą powyższą. Równanie
(6) nadaje się do tego lepiej. Z [7] wynika, że różnica między 
prędkością ruchu ciepła i prędkością ruchu podłużnych fal sprę
żystych nie jest duża. Uożna więc powiedzieć, że zastąpienie 
równania (30) przez równanie (6) nie wprowadza dużej różnicy 
w rozwiązaniach. Cynika to z następującego rozważania. Jeżeli 
w równaniu (30) opuścimy wyraz prawej strony, otrzymujemy dwu
krotnie zróżniczkowane względem r równanie (6), ze zmienio
nym sensem prędkości c,j.
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Dodatek

1. Wyprowadzenie równania (23) 1 (24)
Transformata Laplace,a równania (23) może być napisana w na— 
stępującej postaol

s

Tl(r,p) - t1>0/p- t1f0/c2 q2 « (HVr)(fi- t1f0)(I - II) - 

- (a H t1f#'/o? r)(III - IV) + £, (H a/r)Ak (V - VI) (1)

gdzie:
I - D-,/P 
II « V p
III - V » *  (2)
IV - Dg/q 
V - D1/(p - * k)
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71 » Dg/ (p —

D1,2 - “ rV ł

Podobnie dl* równani* (24) otrzymujemy

T.(r,p) - t. Vp - (H a/r)(*- t. J  (I-II) + ¿  (H a/r)(V-7I)1 1f > k*1
(3)

Ocnaozeniaf jak wyżej.
Punko Je czasowe dl* pewnych transformat są znane [8] , nie

które natomiast transformaty mogą być napisane w zmienionej 
postaci. Pa przykład 7 Jest iloezynem dwa czynników, dla 
których funkcje czasowe są znane. Stosując nastąpnie twierdze
nie o splocie można wyznaczyć żądaną funkcję czasową.

2. Wyprowadzenie równania (28) i (29)
Można napisać pierwsze równanie w następującej postaci

Ti(rtp) - t1f0/p - t1f0/o5 q2 - (H a2/r)(6>- t1>0)(l - II)

- (H a2 r)(HI - 17) + (E a2/r)A^(T - 71) (4)

gdzie:
I - E^/p P
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Drugie równanie można doprowadzić do następującej postaci

T1 (r,p) - t1łQ/p - [H a2(e-t1j0)/r](I - II) + p  (H *2/t ) \  .

. (7 - ¥1) (6)

Oznaczenia jak poprzednio.
Wyrażenia typu I mogą być wyznaozone, korzystając z twier

dzenia 6 [8] mianowioie, jeżeli

I-“1{g(p)) - f (t) (7)

wtedy r
IT1 {«(■)) - f(r) + ccft [(r2 - u2)1/2]l,,(u) du (8)

 ̂ o

gdzie:
s *  fp 2 -  * 2 (9)

Wyrażenia I-7I mogą być wyznaozone podobnie Jak w poprzednim 
przypadku.
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BJIHHHME KOHEHHOfó CKOPOCTK flBJUKEHHfl TEIUI OTŁi Ha  HBJIEHHH 
TEIUIOnPOBOIHOCTH B CSEPHHECKOft OflHOKOŁfflOHEHTHOit CHCTEME

P e 3 d u e

B pafiOTe aBTOp paccMaTpHBaeT npofijiewy, ksk H3MeHHDTCH pemeHHa 
ypaBHehhh TennonpoBOjHOCTH, ecjin bMecto Be3je HcnoaŁ30BaHHoro 
ypaBHeHMa (I), OTBeMaumero CecKOHewHoit caopocTH £BHxeHHH Te- 
naoTM, nepeMjeTca k $opMyjie (2), aorsa cicopocTb jBHxeHaa Te- 
naoTU KOHeMHaa, aa npMMepe ojHOKOMiiOHeHTHOtt cucTe»« co c<J>epn- 
aecKoM CHMMeTpnett, o6ueHanniec oicpyacaromett cpejoK c asMeHar- 
qellca no ypaBHehhd (.5) TeMnepaTypoł!, c iioctohhhłimh navaabhhmh 
ycjroBnauH. IIpofiaeMa peiieHa npH nouona pa^OB $ypbe, Korsa BhicTy- 
naiDT TOJibKO He3HawHTeJibHue $opMaabHHe asueHeHaa a ueTOjou $yHK- 
aaa Tpana, Korja pemeHae oaeHb ycjioxHaeTca.

THE IffPLTTEHCE OP THE PTHITE HEAT PROPAGATIOff 
VELOCITY OH THE HEAT COHOTCTIffG PHENOMENA Iff 
A SPHEEICAL ONE-COMPOffENT SYSTEM

S u m m a r y

In the paper the author discusses the problem of the diffe
rences between the solutions of heat conduction equations, 
when the commonly known equation (1) has been used with in
finite heat propagation velocity and the equation (2), where 
the propagation velocity is finite, for the one-component sy
stem with spherical symmetry, exohanging heat with the surroun
ding medium with the temperature varying following the equa
tion (5), with constant initial conditions. The problem has 
been solved by means of Pearler series method, where the dif
ferences between the solutions are not great and with Green 
function method, where the solution is very coaplioated.


