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WPLYW SKOSZONEJ PREDKOSCI ROZCHODZENIA SIE CIEPLA NA ZJAMSKA
PRZEWODZENIA CIEPLA W CIELE KULISTYM DAUNARSTWOAYM

Streszczenie. Wpracy autor przedyskutowat
réznice wystepujagce wrozwigzaniu metodg sze-
regbw Fouriera zagadnienia brzegowego z prze-
wodzenia ciepta dla ukiadu ztozonego z naczy-
nia kulistego o promieniach: zewnetrznym b

i wewnetrznym a, wypetnionego cieczg, pod
wplywem zmian temperatury otoczenia wedtug
rownania (5) w dwu przyktadach: réwnania (1)
gdy predkos¢ rozchodzenia sie ciepta jest nie-
skofAczona i rdwnania (2), gdy ta predkos¢ jest
skonczona. Wprowadzenie bardziej skomplikowa-
nego rownania nie wprowadza wiekszych zmian w
toku obliczen. Wadg rozwigzania jest to, ze
nie pozwala ono eksplicite pokaza¢ fizykalnej
réznicy rozwigzan, wynikajgcej ze skonczonej
predkosci rozchodzenia sie ciepta.

1. Watep

Praca nawigzuje do poprzedniej pracy autora [1]. Badat on
w niej zmiany objetosci wciele kulistym dwuwarstwowym przewo-
dzacym ciepto, wywotane zmianami temperatury otoczenia. Pro-
blem [1] uproszczono tu, zaktadajgc nieruchome granice sktad-
nikow uktadu (zaniedbano rozszerzalnos$¢ cieplng naczynia).

Wopracy [2] rozpatrywano problem wptywu skonczonej predko-
§ci rozchodzenia sie ciepta na rozwigzanie zagadnienia brzego-
wego, w ktorym zalozono jednosktadnikowy kulisty przewodnik,
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wymieniajacy ciepto z otoczeniem wedtug prawa (5)* Podobny

problem sformutowano obecnie dla uktadu dwusktadnikowego.
Rozwigzanie poréwnano z rozwigzaniem problemu przy zatoze-

niu nieskonczenie duzej predkosci rozchodzenia sie ciepta.

2. Sformutowanie zagadnienia w przypadku nieskonczonej predko-
§ci rozchodzenia sie ciepta

Rozpatruje sie problem ogrzewania uktadu ztozonego z zew-
netrznego kulistego z materiatu jednorodnego (1) o zewnetrznym
promieniu r * b i wewnetrznym r » a i koncentrycznej kuli

cieczy (2) o zewnetrznym promieniu r =a (rys. 1). Materiaty
(1) i (2) sa charakteryzowane przez state 5%, lub
a2, gdzie:

5~, 1 - 1,2 - wspdiczynnik przewodzenia ciepta,

a’, i a 1,2 - wspbtczynnik przewodzenia temperatury.
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Sformutowanie problemu jest nastepujace:
d[r t=(x9r)]1/drm * d2[r tx(r,v)]/dr2
at N r < bt
al «a, b « b, >0, bg *a

z warunkami brzegowymi

t.l(r,O) » t =const, i m1, 2

1f o

dtAb,r)/dv - - (<*/*)[t..(bfr) - t(r)]

t(r) *y I\ @®:""+ e
k«l

tr(afT) » tgiapT)
A atNa,T)/9r * \ dt2(a,T)/3r
dtz(0,T)/dr * 0

przy czym: *
t - temperatura otoczenia,
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(1)

(3)

(4)

(5)

(6)

Bfc» k< 0 - state opisujgce zmiennos$¢ temperatury z czasem,

eC - wspoétczynnik wnikania ciepta.
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3* Rozwigzanie problemu

Szczegbly obliczenia podano w pracy [i]. Obecnie podano
jedynie wyniki z uproszczeniem o ktérym byta nowa na wstepie*

Przebieg temperatury pierwszego ciata w funkcji czasu i pro-
mienia r przedstawiony jest nastepujaca zaleznoscig

n
vt «r0+ ~ylAa e°Csrsh P1t8(a-r) + \ e~
s»l y-1
1 &
eh P1fV(a-p) + e v sh PI>T(t»-r) + » c ~ars
v»l s »l
WI2-!
ch P1f8(a-r) ¢ 2 j Cv 8 ch pl,v(a“r)
w»l
oo
L X1 *Tr
2 _j\ e Ch P1fv(b’r) W
V«l
dla drugiego za$
\Y/ V 2! rs
t2(r,r)-r0+~]E8e 8 eh PR,ar +~ "By e¥*** *
S«l V«l

* 3h P2,v r
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Wprowadzono przy tym nastepujgce oznaczenia

pk *yplak " * “k* k m1l» 2 i

As - -(2 b2 Bs/MoCg))[a p2tS ch p2>s a-O -yjrJsh p ~ a] ,

\

C8, (2 b2 Bs/IM(B))(~/™)a pl#a en p ™ a
- -[(*.,(ffv))/dM(rtv)/dp] [a p2~ ch P2>y a - (1 - %W/ \)
. sh p2tv a]

By - [2(b - %d/ct)dM(<v)/dp]p2(&v)

°c " [2 PL(c¥”/dMA®A/dp]~1/~2%a pl,t Sh P2,v ®

* [2(™M™N)I<iM («:v)/dp]lb pltV P2(oov)
*e - [2*2V BV ]<VV api,Bs
By * JMNdMA~J/dp . sh P2y a] [V *r)(V \>. »,,v o

e sh p2,v a + P2(«v){(;S/7)J pI>T (b - a) + (b - %"/cc) .

. sh pI>T (b - s)j].
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h(p) * (*«,/*)* p~a p2 ch p2 a - (1 - j*JNsfa pg aj
2 ch pl(b - a) + b pg"‘lch’\Ja sh p2a . 2ehprb -a) +
+ (b - A<x)fa p2 ch p2a - (1 - ~A/Z~Jsh P2aj * 2 sh p~fb-a) +

+ (b - %V<x){%y/%z)a pl ah p2a . 2 ch p~b - a)

PAP) - b2 T(p) - (%loc) [b dfAbj/dr - f1(b)] - b fAb)

F2(p) " fZA&a 722 ch p2a " *1~ [a P2 Ch P2a " 0 -("*1/~2™ *

. sh P2a] “ sh Pra[df2(a)/dr - (i~/~jdfraj/drj

n
T(p) m Z V<P “0x +0/P
¢1=1
p,rt ) -P.r ]
f£(r) - - e1J ttif0o e dr/2 ?i ak +
“Plr C PH
+a 1 Ir titQ e 1 dr/2 ptax, i - 1,2 (9)

Parametr p przybiera wartos$ci dyskretne wyliczone z row-
nania charakterystycznego problemu. Many trzy grupy wartosci
charakterystycznych: p =oG, p =cQ* p =<*» Pierwsze sg
biegunami funkcji T(p), transformaty réwnania (5), drugie
spetniajag rownanie M(p) = 0, trzecie réwnanie sh p”a = 0.
Te ostatnie mozna opuscié, gdyz wspdétczynniki odpowiednich
wyrazow sg rowne zeru. Pierwiastki rownania M(p) przyjeto
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ujemne rzeczywiste pojedyncze. Dla prostoty wykluczono moiliuy
przypadek rownosci oy « d dla pewnych wartosci cCB* o/ «

4. Sformutowanie problemu w przypadku skonczonej predkosci
rozchodzenia sie ciepta

Wmiejsce réwnania (1) przyjmuje sie rownanie (2) nastepu-
jacej postaci

(I/enMjrtjronj/dr2 + (2/i)afrti(rtr)]/M " «
»52|rtjr,r)]/é>r2k i »1,2 (2

Problem brzegowy moze by¢ podobnie sformutowany jak w [2]. Dla
oszczednosSci miejsca podatny jedynie modyfikacje, jakie nalezy
wprowadzié¢ w poprzednia problemie brzegowym. Sformutowanie
problemu (3) - (6) pozostaje bez zmian. Dochodzi do tego do-
datkowy warunek poczagtkowy

> dt rfOj/dt » o =const, i * 1,2 (10)

5. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego

Rok rozwigzania jest podobny do podanego w pracy [1], przy
odpowiedniej zmianie sensu niektdrych wielkosci.

5.1. Zmiany wywotane przez uzycie réwnania (2)

WielkosSci p, sa zdefiniowane nastepujgcos

pk »yp/ak + p2/c2, k .1,2 (1)
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Jak w przypadku jednowarstwowego ukiadu przyjeto
Pk - i nk, k«i1,2, i (12)

gdzie Be rzeczywiste liczby wyznaczonez réwnania M(p) - O.
Z (11) wynika:

p « (I/2)(- v/ak - 4 nf)), k. 1,2 (13)

Eliminacja p 2z (13) daje

“i = (C2/C1)m2 + °2 <1/*1 " CC? ~ /[ (1~il - 1/2 C>1
i (1/2 CA1/12 - 4 a2/c2 ] (14)
To réwnanie wchodzi w miejsce waznego dla ct*-00 i c”_
me/m2 - (15)

Roéwnanie (14) jest uzywane dla eliminacji jednej z wielkosci
n”, k * 1,2 przy rozwigzaniu réwnania M(p) = 0.
5.2. Dyskusja réwnania (14)

Na rysunku 2 (krzywe 1, 2, 3, 4) przedstawiono mozliwe po-
staci zwigzkow miedzy M im 2 Istnieje gorna granica dla
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Rys. 2. Konstrukcja wykresu funkcji (14-). Dwie gorne krzywe
odpowiadajg przypadkowi spetnienia nieréwnosci (1?) dwie dol-
ne nieréwnosci przeciwnej. Koncowy punkt jest okres$lony przez

rr% S ng/4 a%. Wdrugim przypadku jest tylko dodatnia czes¢
krzywych uzyteczna

poniewaz n?* z zatozenia powinny byé rzeczywiste. Poniewaz na
podstawie (14) nmary dwie relaoje miedzy m, i mg, podano na
rysunku 2 cztery krzywe, dwie z nich sg wazne dla

1/a, - Oglcjf ig > 0 (17)

dwie inne dla przeciwnej nieréwnosci
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5.3» Dyskusja réwnania (13)

Réwnanie (13) mozna sprowadzi¢ do nastepujacej postaci
P2/c™ + plafc+ mE - 0 (18)

Jestzto rownanie elipsy« przesunietej wzgledem poczatku ukiadu
° ck/i2 ak w kierunku osi p w uktadzie wspétrzednych (p, %o)e
Wgranicznym przypadku c2-*- «> krzywa przechodzi w parabole.
5*4. Rozwigzanie réwnania charakterystycznego

Rozwigzanie réwnania charakterystycznego M(p) a 0 jest
analogiczne jak w [i], po wyeliminowaniu jednej wartosci n”.
5.5» Posta¢ wyrazen w rozwigzaniach problemu

Posta¢ rozwigzan (6) i (7) pozostaje bez zmian. Tylko licz-
ba charakterystycznych wartosci oy jest ograniczona i pk
zmienity sens.

3.6. Wphlyw warunkéw poczatkowyoh na rozwigzanie

Rozwigzania (6) i (7) sa oparte na pewnych wyrazeniach, za-
leznych od warunkéw poczatkowych. Wprzypadku réwnania (1) da
to nastepujgoe wyrazbnia:

*k(r) - r tkiQ/p k- 1, 2 (19)

Woprzypadku réwnania (2) wyrazenia sa bardziej ztozone z powo-
du warunku dodatkowego, dotyozgoego pierwszej pochodnej.
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Dodatkowy wyraz posiada nastepujacg postac

(a )1 - e ), k-1,2 (20)
Ostatnie wyrazenie znika z rosngcym czasem i dla 00 «

6. Uwagi koncowe

Metoda rozwigzania problemu przy pomocy szeregoéw Fouriera
daje podobne wyrazenia dla rozwigzan w przypadku réwnania (1)
i (2) i jest z punktu widzenia wkladu obliczeniowego réwnie
tatwa w obu przypadkach. Ale rozwigzanie nie wyraza eksplicite
fizykalnego faktu, Zze c*iepto rozchodzi sie z skonczong predko-
§cig. Mozna to osiggna¢ przy pomocy metody funkcji Greena, ale
obliczenie tych funkcji jest w tym przypadku bardzo ztozone i
dlatego bedzie podane w innej pracy.
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O BMJiHM KOHEHHOfi CKOPOCTH flIMiiEHM)i THIJIOTol HA HBJIEHKH
TEIJIAi PO30JIHOGTM 3 CHEPI"ECKOKI fIBIOCCKCMOHEHTOM TEIIE

Pe 3bue

3 pafioTe aBTop paceuqtpMBaeT pa3JiHgHa Meacjy pemeHHauH HeTOjou
tyypbe rpaHaaHoii 3a”aqn TenaonpoBO,NHOCTH ”“aa cucTeMu, cocto-
amefi »a c”epaneciccro cocy”a ¢ BHyTpehhmm pa”“wycoM b msnem hhm
a, HanoJiHeHHoro «HaKocTb», noj BanaHneM H3MeHeHKit TeMiiepaTypa
OKpyata»meii cpejbi no ypaBHehmd <5) b SByx cay-.iaax:

ypaBaeHHa (1 )» Korja cicopocTb fIBHaceHua Tenaom 6ecKOHenHaa
ypaBHeHMa ~.2), Koraa 3ia ckopoctt KOHeaHaa. WcnoabaoBaHjie
6oaee caoxHoro ypaBHeHMa ~2) He bbojiht 6oabmHX H3ueHeHaii b
npouecce BbiHHcaeHHit. HeaocTaTKOM pemeHHa HBaaeTca 3$aicT, hto
oho He aaeT bo3Moxhocth HenocpeiCTBehho yaa3aTb $M3HqgecKoe
pa3aMHHe pemeHMii M3-3a KonenHoit ckopocth aBwaehmh Tenaotu,
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THE INFLUENCE OF THE FINITE HEAT PROPAGATION
VELOCITY ON THE HEAT CONDUCTING PHENOVENA IN
A SPHERICAL T™O CORE BCDY

Summary

In the paper the author discusses differences appearing in the
solutions of the boundary heat conduction problem with the
Fourier series method, for a system composed by a spherical
vessel with internal radius b and the externalone a, filled
with fluid, under influence ofambiant temperaturevariations
following equation (5) for the two cases: for equation (1),
when the heat propagation velocity is infinite and for the
equation (2), when this velocity is finite. The introduction
of more complex equation (2) introduces no greater modifica-
tions in the computations. The fault of the solution is, that
it does not express explicite physical difference caused by
finite heat propagation velocity between solutions.



