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LAMINARNY PRZEPLYW CIECZY W PRZESTRZENI CYLINDRYCZNEJ
OGRANICZONEJ WIRUJACA TARCZA

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwaza-
nia na temat laminarnego przeptywu cieczy w
przestrzeni ograniczonej wirujaca tarcza i
nieruchomymi Sciankami cylindrycznej ostony.

Wyprowadzono wzory umozliwiajgce oblicze-
nie grubosci warstw przysciennych na wirujg-
cej tarczy i nieruchomych sSciankach, w zalez-
nosci od predkosci wirowania cieczy zawartej
miedzy tymi warstwami.

1. Wstep

Zjawiska powstajgce podczas wirowania tarczy w cieczy nale-
zy rozpatrywa¢ w dwu zasadniczych przypadkach. W pierwszym tar-
cza wiruje w nieograniczonym obszarze cieczy, w drugim nato-
miast tarcza wiruje w ograniczonym obszarze cieczy. Wirowanie
tarczy w ograniczonym obszarze cieczy jest przypadkiem najcze-
Sciej spotykanym i z tego wzgledu zastuguje na szczeg6lng uwa-
ge. Zagadnieniu temu poswieca sie ostatnio duzo uwagi -

W zjawisku tym grubos¢ warstw przysciennych odgrywa decydu-
jJaca role. Znajomos¢ grubosci warstw przysciennych umozliwia:
doktadniejsze okreslenie mocy traconej wskutek tarcia wiruja-
cej tarczy, rozwigzanie zagadnien wymiany ciepta (np. chtodze-
nie wirnikéw turbin gazowych) oraz okreslenie rozkdadu cisnie-
nia w otoczeniu wirnika lub tarczy odciazajacej napér osiowy,

co wigze sie bezposrednio z wyznaczeniem naciskow osiowych.
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Doktadniejsza wiec znajomos¢ zjawisk wystepujacych w prze-
strzeniach ograniczonych sciankami kadduba i1 powierzchniami
elementdéw wirujacych, umozliwia projektowanie bardziej spraw-
nych ukdadoéw.

Analizujac fizykalnie zjawisko wirowania tarczy w ograni-
czonym obszarze cieczy dochodzimy do wniosku, ze na czasteczki
cieczy znajdujace sie w poblizu wirujgcej tarczy dziatajg ob-
wodowe sidy tarcia oraz promieniowe sity odsrodkowe. W wyniku
dziatania tych sit, czagsteczki cieczy ulegaja odrzuceniu ku
obwodowi tarczy, a na ich miejsce naptywaja czasteczki cieczy
sptywajace wzdduz nieruchoiqych Scianek ostony. Po pewnym cza-
sie, pod dziataniem odsrodkowym wirujgcej tarczy, ustali sie
krazenie cieczy wzdtuz ograniczajacych ten obszar cieczy Scia-

nek oraz naptyw cieczy ku tarczy wzdtuz jej osi (rys. 1).
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Rys. 1. Schemat urzadzenia z wirujaca tarczg
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Jak wykazaty badania [1], [2], przeptyw cieczy odbywa aie w
warstwach przysciennych, natomiast ciecz wypedniajaca prze-
strzen ograniczong warstwami przysciennymi zacnowuje sie z du-
za dokdadnoscig jak ciato state wirujgce ze stata predkoscia
katowg fi . Predkos¢ wirowania tego '‘rdzenia" cieczy zalezy
miedzy innymi od parametréw geometrycznych. Grubosé warstwy

laminarnej wyraza sie nastepujaca przyblizonag zaleznoscia [3]:

gdzie:
i m2 - grubos¢ warstwy przysciennej (rys. 1),
Vm /s - wspotczynnik lepkosci kinematycznej,
£01/s - predkos¢ katowa wirowania tarczy.

Aby okresli¢ wpdyw wymiardw geome-erycznych, charakteryzu-
jJacych parametry konstrukcyjne, nalezy wzor (1) uzupednié¢ od-
powiednig funkcja:

i-*® ,1jY (@)

gdzie:
A(k) - poszukiwana funkcja wspétczynnika Kk,
k - bezwymiarowy stosunek predkosci wirowania ''rdzenia’

cieczy do predkosci wirowania tarczy, k 3 f&/co

Jak wykazaty badania przeprowadzone w Katedrze Pomp i1 Sil-
nikow Wodnych oraz dane zawarte w literaturze [2], stosunek
predkosci wirowania rdzenia cieczy do predkosci wirowania tar-
czy jest funkcjg stosunku szerokosci szczeliny do promienia

zewnetrznego tarczy (rys. 2).



Rys. 2. Wykres funkcji k - f(~), (I.W. Daily, R.E. Nece)
2. Okreslenie grubosci warstwy przysciennej na tarczy

2.1. Profile predkosci w warstwie przysciennej

W celu rozwigzania rownania ruchu uwzgledniajacego zjawiska
lepkosci (rownanie Raviera-Stokesa), nalezy wyznaczy¢ profile
sktadowych predkosci w kierunku promieniowym oraz obwodowym.

Zgodnie z analizag fizykalng zjawiska, nalezy sie spodziewac
profilow predkosci podobnych do przedstawionych na rysunku 3«
Funkcje wyrazajaca wartos¢ sktadowych predkosci w kierunku pro-
mieniowym oraz obwodowym przyjeto, podobnie jak w pracy [4] w

postaci wielomianu potegowego:

vr 3 a0(r) + ai(r)7+ a2(r)7™ + A3(rty3 + ®4(r)va A

O
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Rys. 3. Wykres profilow skdadowych predkosci w kierunku promie-
niowym oraz obwodowym, na tarczy

gdzie:
vV m/s - sk#adowa predkosci wkierunku promieniowym
(rys. 3),
v m/s - sktadowa predkosci wkierunku obwodowym (rys.
3,

ait b+ m/s - wspotczynniki rownan (3) 1 (4), o wartosciach
zaleznych funkcyjnie od promienia,

- bezwymiarowy wspédczynnik, charakteryzujacy
odlegtos¢ punktu od scianki ( E;)’

Stopien wielomianéw (3) 1 (4) uzalezniony jest od ilosci przy-

Jetych warunkéw brzegowych.
Dla punktu na tarczy (» * 0) oraz dla punktu na granicy

warstwy (?/= 1), funkcja (3) powinna spe#nia¢ nastepujgce wa-

runki brzegowe:
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vi -0 dla 7 . O

®

d 2v
* *0, - *odla 7» 1

dz 9z

Zerowanie sie drugiej pochodnej wzgledem zmiennej z na gra-
nicy warstwy wynika z koniecznosci zachowania ciggtosci funk-
cji naprezenia stycznego w tym punkcie. Naprezenie styczne jest
bowiem pierwszg pochodng wzgledem zmiennej z. Warunek ten wy-
nika réwniez bezposrednio z réwnania (15)» dla wartosci pred-
kosci wystepujacych w punkcie na granicy warstwy.

W celu uwzglednienia warunkéw brzegowych (5). roéwnanie (3)

przeksztatcamy do nastepujgcej postaci:

(€2))

gdzie

vr o m/s - predkos6 odniesienia skladowej promieniowej.

Korzystajac z podanych poprzednio warunkéw brzegowych (5)»

otrzymujenjy nastepujace rownania:

Q)

al+a2+a*-1*0 @)
aj +2a2+3-4*0 @®)

2a2 + 6ar - 12 * 0 ©
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Wyznaczone z powyzszych réwnan wartosci wspotczynnikow an
wraz z rownaniem (3a), okreslajg nastepujacqg postac¢ funkcji

wyrazajacej profil sktadowej predkosci w kierunku promieniowym:

vr " vr o(?“ 3™ + “24) <10)

Podobnie, funkcja (4) powinna spe#nia¢ w punkcie na tarczy

oraz na granicy warstwy nastepujgce warunki brzegowe:

vu mtor dla 0

<N d ¢
v * kier, —iji= 0,

- =0 dla V » 1
u dz dz

Z podanych warunkéw brzegowych (11), na podstawie podobnych
jJak poprzednio przeksztatcen, uzyskujemy nastepujaca postac

funkcji wyrazajacej profil skkadowej predkosci w kierunku ob-

wodowym:

vu »ior[l - 37(1-k) + 3°(1-k) -?23(-K] 12

Odpowiednie warunki brzegowe powodujag, ze funkcje vr < f(p)
i vumFf(™) (wzory 10 i 12), majagce te samg posta¢ (wzory 3
i 4), uzyskuja zasadniczo rdzny obraz graficzny (rys. 3), zgod-

ny z interpretacja fizykalng zjawiska.

2.2. Catkowanie réwnan warstwy przysciennej

Dla ustalonego przeptywu osiowo-symetrycznego cieczy rze-
czywistej, rownanie ruchu Naviera-Stokesa moze by¢ przedsta-

wione, dla odpowiednich kierunkéw, w nastepujacej postaci [5]»
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kierunek promieniowy

dv _ "
e . 9 Vu 28 M * 8y, Yy
or

V- gr z 9z r -~ *9r Sr- ”

9 vr]

a3
+dz J
kierunek obwodowy
vr d(FvU +
vV oavu q{Td\ o oVI
¥F~+vzsr “v fsfO t +rr 04)
L r z J
gdzie:
vz m/s - skladowa predkosci w kierunku osiowym,

A kg/gS - gestosc¢ cieczy,

p N/m - cisnienie cieczy w rozpatrywanym punkcie.

Wprowadzajac do réwnan (13) oraz (14) przyblizenia wynika-
Jace z teorii warstwy przysciennej, powyzsze rownania mozna

przedstawi¢ w nastepujgcej postaci:

ar Sr v2 a o“‘v
Tr 57- + % ar-f m -2 3?
2
eN vV V 9V
vidT + vz + 06)
9z

W réwnaniach (15) i1 (16) pominieto wpdyw sit masowych.

Aby uzyskac¢ catkowite przyrosty wielkosci wystepujacych w
tych roéwnaniach, nalezy scatkowa¢ réwnania w granicy od punktu
ns tarczy do punktu na granicy warstwy przysciennej. Catkujac

réwnanie (16) otrzymujemy:



Laminarny przepdyn cieczy w przestrzeni 67

Gt <t <St St
, dv / sv / v Vv Oov
vr dz + j yzdf dz + j dz *V c?T

Podstawiajac do powyzszego réwnania w miejsce predkosci
i predkosci vy odpowiednie ich wyrazenia funkcyjne (10) i
(12) oraz zaktadajac, ze wartos¢ predkosci vz jest rowna ze-

ru na granicach przedziatu, uzyskujemy nastepujace rozwigzanie:

2 Tr. " *t[16 " 2i5(1-0T)] > V = 3(1°K) rt an

Wyznaczone z powyzszego réwnania, wyrazenie okreslajgce
wartos¢ predkosci odniesienia, skdadowej promieniowej, jest na-

stepujacej postaci:

\Y; —«iMleki X .r de)
ro 14 - 9(1-K @ N
°t

Podobnie, catkujac réwnanie (15) otrzyniijemy:

St- 3v St, 9t v2 _ o 3,"°

A 2EdI+ A 2 td¥. i /ieiz+_£E

/  ro- /  *a. /= ey #I oz

0 0 0 M 0
(15a)

W obszarze warstwy przysciennej, na danym promieniu, mozna za-

tozy¢, ze panuje state cisnienie réwne:

=/tk22 r (19
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gdzie:
— 2 7 - - 7 - - - - z - -
p N/m - Srednie cis$nienie panujace w warstwie przysciennej.

Korzystajgo z tego przyblizenia oraz réwnan (10) i (12) uzy-

skujemy nastepujgce rozwigzanie:

52 vro dr At “M rAE[l " 28~kA + TAIK) 1

= - k20@ri+ -V 20
t St @)

Uzyskane rozwigzania (18) 1 (20) umozliwiaja wyznaczenie
rownania okreslajgcego grubos¢ warstwy przysciennej w zalezno-

Sci od Sredniej predkosci wirowania cieczy:

tt " At @1)
Funkcja ma nastepujacq postac:
4,09 @G.-O©I[21 -mi = *3 @2)

[14-9(1~K)]2 [ - §(1-k) + “ (1-K)2 - k2]

Obraz graficzny funkcji A™N(k) przedstawiono na rysunku 4.

Z wykresu na rys. 4 wynika, ze w miare wzrostu predkosci wiro-
wania ''rdzenia" cieczy, grubos¢ warstewki przysciennej maleje.
Poniewaz wspotczynnik Kk jest funkcjg szerokosci szczeliny
(rys. 2), stad wniosek ze wraz ze zmiang szerokosci szczeliny
zawartej miedzy tarczg a ostong, zmianie ulega réwniez grubosé

warstwy przysciennej na tarczy.
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We wzorze (21) nie wystepuje wartos¢ promienia tzn. ze gru-

bos¢ warstwy przysciennej jest niezalezna od promienia.

3. Okreslenie grubosci warstwy przysciennej na nieruchomej

Sciance ostony

3*1» Profile predkosci w warstwie przysciennej

Ciecz odrzucona ku obwodowi tarczy sptywa wzddfuz nierucho-
mej Scianki i podaza wzdduz osi ku tarczy. Jednoczesnie na
nieruchomej sSciance ostony nastepuje wyhamowanie ruchu wirowe-
go cieczy. Funkcje predkosci sktadowej promieniowej 1 obwodo-
wej powinny zatem spedniaé, na granicy warstwy przySciennej
?* 1 oraz dla punktu na nieruchomej Sciance 0, naste-

pujace warunki brzegowe:

\Y; »Q, V .0 dla Vm O
r u i

2 2 (23)
ov 9v 9v 9v
v =0, - - =0, - -0, vakfir - -=0, —* *0
r 9z dz u 9z 9z
dla 7 » 1

Dla nieruchomej Scianki ostony ip okreslone jest nastepujaca

funkcjg (rys. 1)

Przyjmujac, podobnie jak poprzednio, funkcje wyrazajaca
wartos¢ sktadowych predkosci w kierunku promieniowym oraz ob-
wodowym w postaci wielomianu potegowego i uwzgledniajac podane

powyzej warunki brzegowe, otrzymujemy:

vr " vro(?- 3? +rf 24>
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oraz:

vu . ktor(3v- 3~ +T3) (25)

Funkcja (24) rozni sie od funkcji (10) jedynie wartoscig
predkosci odniesienia. Profil predkosci wyznaczony na podsta-

wie wzoréw (24) 1 (25) przedstawiono na rysunku 5.

3.2. Catkowanie roéwnan warstwy przysciennej

W celu wyznaczenia rownania okreslajgcego grubos¢ warstwy

laminarnej na Sciance ostony, zastosowano réwniez réwnania

Rys. 5. Wykres profiléw sktadowych predkosci w kierunku pro-
mieniowym oraz obwodowym, na nieruchomej sSciance

Naviera-Stokesa z wprowadzonymi do niego przyblizeniami wyni-
kajacymi z teorii warstwy przysciennej. Catkujac réwnania (15)
i (16) w granicy od punktu na nieruchomej Sciance do punktu
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na granicy warstwy oraz wykorzystujac wyprowadzone funkcje
predkosci (24) 1 (25), uzyskujemy nastepujgce roéwnania:

2t o« - 25 5 # . s (26)

W2 **o . m*T A ris - - * e -V @

Otrzymane réwnania umozliwiaja wyznaczenie funkcji okreslaja-
cej predkos¢ odniesienia oraz funkcji okreslajacej grubosc¢
warstwy przysciennej w zaleznosci od Sredniej predkosci wiro-

wania cieczy:

" 140 V

1 (26)

*s - AslU® 9

Funkcja A  jest nastepujacej postaci:

AS - 3»212 (30)

Obraz graficzny tej funkcji przedstawia rysunek 4« Poréwnujac
wykresy funkcji A.t = f(k) oraz AS = f(k) mozna stwierdzid,
ze grubos¢ warstwy przysciennej na nieruchomej sSciance jest
okoto 30% wieksza w stosunku do grubosci warstwy przysciennej
na wirujagcej tarczy. W miare spadku Sredniej predkosci wirowa-
nia "rdzenia" cieczy, grubosci warstw przySciennych wzrastajg.
Przyrost ten dla obu warstw nie jest jednakowy, dla warstwy na
nieruchomej Sciance jest on wiekszy. Dla wartosci wspodczynni-

ka k malejgcej w granicy do zera, réownanie (21) wazne dla
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wirujgcej tarczy, opisuje w pewien sposOb przypadek wirowania
tarczy w nieskohczonym obszarze cieczy. Wartos¢ funkcji
odpowiadajgca temu przypadkowi wynosi ~ 4*4» W dostepnej
literaturze [i] podano przyblizone rozwigzanie przypadku wiro-
wania tarczy w nieograniczonym obszarze cieczy i wyznaczona
wartos¢ tego wspoétczynnika wynosi AN m 3,71. Chociaz nie moz-
na porownywa¢ obu tych rozwigzan, nalezy zwréci¢ uwage na duzg

zbieznos¢ tych wartosci.

4. Wptyw szerokosci szczeliny na grubos¢ warstw przysciennych

Jak wynika z przeprowadzonych doswiadczeh oraz danyoh zawar-
tych w literaturze [2], w obu przypadkach przepdywu laminarne-
go i turbulentnego, wraz ze spadkiem wartosci szerokosSci szcze-
liny wzrasta Srednia predkos¢ wirowania cieczy zawartej w prze-

strzeni miedzy warstwami przysciennymi (rys. 2). Wzrost Sred-

Rya. 6. Wykres zredukowanych wartosci szerokosci szczeliny
oraz sumy grubosci warstw przysciennych
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niej predkosci wirowania '"'rdzenia" cieczy powoduje réwniez
spadek grubosci warstw przysciennych (rys. 4). Aby przesledzid,
w Jakim stopniu nastepuje spadek grubosci warstw przysciennych
w stosunku do spadku wartosci szerokosci szczeliny s, na ry-
sunku 6 przedstawiono wykres odpowiednich wielkosci zredukowa-
nych. Wykres na rysunku 6 przedstawia w sposéb pogladowy obraz
graficzny zredukowanego stosunku ~ oraz zredukowanej sumy
grubosci warstw przysciennych na tarczy i na nieruchomej $cian-
ce w stosunku do ich wartosci odpowiadajgacych wartosci Kk »

m 0,4« Z analizy wykresu wynika, ze dla odpowiedniego spadku
szerokosci szczeliny, obserwowany spadek sumy grubosci warstw

przysciennych Jest wielokrotnie mniejszy:

AV’ s (€1
01 R

Z wykresu wynika réwniez, ze przy malej wartosci szczeliny mo-
ze sie zdarzy¢, ze cala przestrzen miedzy tarcza a Sciankg za-
jeta zostanie przez obie warstwy przyscienne. Przypadkiem tego
rodzaju zajmowat sie S.L. Soo w pracy [6]. Jak wynika z wzoru
(1) wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa, maleje grubos¢ warstwy
przysciennej. Dla dostatecznie wiec duzych liczb Reynoldsa mo-
zemy zawsze otrzymac¢ przeptyw cieczy z oddzielnymi warstewkami
przysciennymi i z wirujacym pomiedzy nimi 'rdzeniem™ cieczy.
Ze wzgledu na dos¢ duze wartosci szozelin wystepujacych w ma-
szynach wirnikowych oraz stosunkowo duze predkos$ci obrotowe,
przypadek analizowany w przedstawionej pracy bedzie najczes-

ciej spotykany.
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5. Pordéwnanie otrzymanego rozwiazania z danymi zawartymi w li-

teraturze

W pracy [i] podane zostaty réwniez wzory umozliwiajgace ob-
liczenie grubosci warstwy przysciennej na wirujgcej tarczy i

na nieruchomej $ciance obudowy, w nastepujacej postacis
Z20_4 22£)4 + i
W + 32?7" eyi15 5 GD

oraz

(%4,J+V£ 32)

gdzie:
£ - bezwymiarowy stosunek, ktérego wartos¢ wynosi

<-b
J8 1/s - Srednia predkos¢ wirowania rdzenia cieczy.

Wzory te zostaty uzyskane na podstawie podobnych rozwazan
przy zastosowaniu nastepujacych funkcji predkosci:

na tarczy

Tr " Tri[ G
r Spr\i- 1> [7 - <1 -2>2]} GH
na nieruchomej S$ciance

vr - Tri[1 -<2Vv-")2] (35)

Tu “B1 [1 * ] (36)
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Wykorzystane funkcje (33), (34), (35), (36) sktadowych predko-
Sci w kierunku promieniowym oraz stycznym sg wielomianami dru-
giego stopnia i nie spedniajg wszystkich warunkéw brzegowych.
Szczeg6lnie funkcja okreslajgca sktadowa promieniowag wydaje
sie byd zbyt duzym przyblizeniem, nie odzwierciedlajgcym rze-

czywistego ksztattu predkosci w warstwie przysciennej. Dla po-

rownania, na rysunku 7 przedstawiono wykresy funkcji skdadowych
predkosci w Kierunku promieniowym, uzyskane na podstawie roéw-
nan (10) i1 (33).

Wartosci funkcji AV i A3 uzyskane na podstawie réwnan
(31) oraz (32) sa przecietnie o 30% mniejsze. Stad wniosek, ze
posta¢ przyjetych funkcji predkosci jest niezmiernie wazna dla

dokdadnosci rozwigzania.
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Korzystajac z rownan (15) i (16)» mozna uzyska¢ dodatkowe
warunki brzegowe, zwiekszajgce stopien uzytych do rozwigzanir
wielomianéw. Warunki te wynikaja z podstawienia do tych réwnan
wartosci predkosci wystepujacych na granicy warstwy przyscien-
nej. Rozwiazanie zagadnienia przy uzyciu wyznaczonych w ten
spos6b funkcji powoduje, ze otrzymane réwnania maja bardzo
skomplikowang strukture, mato przydatng w praktycznym uzyciu.

Natomiast wartosci liczbowe rozwigzan réznig sie niewiele.
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JIAMKHAPHOE TE4EHHE B UW.HFIPI® _HEGKOU 11POCTPAHCTBE
OrPAHMHEHHIM 3PAIUA2HWHCH FIIACKOM

Pe 3b ue

3 CTaTbe paccMOTpeHO HeicoToptie Bonpoca aaMHnapHoro TeqgeHza
BOKpyr sucKa Bpamaj3aeroca b orpaHiwehhom npocTpaacTBe.
llpuBeseHHo MeTOfl npHOusiaceHHoro paccveTa aaMHHapHoro norpa-

HH”~Horo cjioh Ha BpaiganaeMCH swcKe h Ha HenosBHacHofi CTeHKe.

LAMINAR PLOW IN A RIGHT-CYLINDRICAL CHAMBER ENCLOSED
WITH ROTATING DISK

Summary

This paper presents the consideration associated with the ro-
tation of a smooth plane disk enclosed in right-cylindrical
chamber .

In the present paper a solution is given for determination

the thickness cf the laminar boundary layer on a rotating disk
and housing.



