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STOCHASTYCZNE ZAGADNIENIA BRZEGOWE W TEORII LAMINARNEJ
WARSTWY PRZYSCIENNEJ

Streszczenie. W pracy rozpatrzono kilka sto-
chastycznych zagadnien brzegowych z teorii
laminarnej warstwy przysciennej» Do analizy
procesow losowych wybrano metode korelacyjna,
prowadzaca w rozpatrywanych przypadkach naj-
szybciej do momentéw pierwszego rzedu i mo-
mentéw centralnych rzedu drugiego. Przeanali-
zowano przepkyw wzdduz nieskonczonej Sciany
wykonujgcej drgania przypadkowe, mozliwos¢
rozszerzenia metody C.C. Lina dla obliczenia
laminarnej warstwy przysciennej przy stocha-
stycznym zaburzeniu predkosci strumienia po-
tencjalnego oraz problem opisu wielkosci tar-
cia i strumienia ciepta dla losowych zmian
predkosci zewnetrznej i temperatury sSciany.
Rozwigzania wyszczegélniono dla wybranych po-
staci zaburzenia losowego.

1. Wstep

Metoda korelacyjna znalazka w ostatnim okresie znaczne za-
stosowanie do badania rdéznego typu ukdadéw poddanych wymusze-
niom przypadkowym. Jej zastosowaniu do analizy reakcji ciag-
4ych ukdadow mechanicznych, ukdaddow elektrycznych oraz do opi-
su losowych p6l temperatur i naprezen cieplnych poswiecono
wiele prac [np- 1, 2, 3, 4j. W pordwnaniu z ihnymi metodami
opisu wielkosci losowych [5, 6] metoda korelacyjna posiada wie-
le istotnych zalet. Zagadnienia brzegowe wyznaczania funkcji
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korelacyjnych w wielu przypadkach albo sg identyczne z odpo-
wiednimi zagadnieniami deterministycznymi lub dajg sie bezpo-
Srednio w oparciu o nie rozwigza¢. Ponadto najprosciej, stosu-
jJac te metode, mozna otrzyma¢ wyrazenia dla wartosci oczekiwa-
nych i wariancji, ktére dostarczaja podstawowych informacji o
danym procesie losowym.

Celem niniejszej pracy jest préba analizy korelacyjnej kil-
ku zagadnien laminarnej warstwy przysciennej dla stochastycz-
nych warunkéw brzegowych. Analiza obejmuje problemy przephywow
nieustalonych zardwno niescisliwych jak i scisliwych. Rozpa-
trzono problem rozk#adu predkosci przy losowych drganiach pla-
szczyzny w osrodku nieruchomym, mozliwoS¢ rozszerzenia metody
C.C. Lina dla rozwiazywania laminarnej niescisliwej warstwy
przysciennej przy losowym zaburzeniu predkosci strumienia po-
tencjalnego oraz zagadnienie opisu wielkosci tarcia i strumie-
nia cieplnego dla losowych zmian predkosci zewnetrznej i tem-
peratury sciany.

2. Stochastyczne zagadnienia brzegowe w teorii laminarnej war-
stwy przysciennej

2.1. Przeptyw wzdduz nieskoriczonej sSciany wykonujgcej drgania
losowe
Jezeli przyja¢, ze x jest wspodrzedng rownolegla a y
wspotrzedng prostopaddg do Sciany, to matematyczny model prze-
phywu stanowi réwnanie [7]:
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z warunkami brzegowymi :

y *0 u(o,©) » UOF(D)
y-*-00  u(y,t)-*-

gdzie:
u - sklkadowa predkosci w kierunku vy, t - czas,V - lepkosé
kinematyczna.
Dla uzyskania ogolnego rozwigzania réwnania (1) dla dowolnej
funkcji u(o,©) = UQF(Y) najlepiej wykorzysta¢ dwustronng
transformacje Laplace’a zdefiniowang przez Van der Pola i Bre-
mera [8]. Rozwigzanie to ma postac:

00]
=?2/23T/2 %~3/2 £ (T - *)exp (- O
0 J
gdzie:
T » t/p ,57= y/Vv
Zak6zmy obecnie, ze = f(T) jest 1° procesem drugiego

0
rzedu [i7] o wartosci oczekiwanej <f > i funkcji korelacyj-

nej K_ (T# T2)k 2° funkcja F(T) jest procesem mierzalnym
dla kazaego T; 3° wariancja T(T) jest catkowalna wzgledem

T1 w kazdym przedziale. Dla tych zalozen proces =
o]

istnieje i1 posiada wartos¢ srednig i funkcje korelacyjng okre-
Slone odpowiednio przez:
< uili2l>a yar3/2[<Ff(T-a,)>]exp(-?2/4Tc)kX, @)
°© 0]
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(00]00)

Ka,u@"T1V -V2/ « f i\ 'i/2 >.73/2 >, fC v W V *
00 2

xexp(-P2/ 4~ ,)exp (-d~n ©)

Zwigzek (5) dla T1 = T2 przechodzi w wariancje procesu

Jezeli przyjac¢, ze zmienna przypadkowa F(t) podlega roz-
k#adowi normalnemu, to zwigzki (4) i1 (6) wystarczajag do pek-
nego opisu badanych profili predkosci. Dla innego typu zjawisk
dostarczajg one podstawowych informacji praktycznych okresla-
jJac wartos¢ sSrednig i rozsiew mozliwych wartosci rozpatrywa-
nej zmiennej.

Rozwazny szczegotowiej proces jeshi funkcja f(©)
ma postac
f(T) - H(MF(T)sincoT @)
gdzie:

F(T) - amplituda losowa o stakej wartosci oczekiwanej C
i statej wariancji D, H(T) - funkcja Heavisidea.
Dla tak zatozonej funkcji T(T) spekniajacej zatozenia 1°,
2°, 3° wartos¢ Srednig profili predkosci po wykorzystaniu (4)
mozna zapisa¢ fornua:

e - « % rfc (_ ~ 7 LooA 1/ 23} +
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gdzie:

erfc x = 1 — f(e_tzdt
31 U

Wariancje procesu otrzymujemy wykorzystujgc fakt, ze dla pro-
cesu (7) funkcja korelacyjna ma postac:

KF £ » DH(T1)E(T2)sincoTl sin»T2 ®

Z ® i (9 many:

62 . 1/4J31nm «tl/2) ¢

o JIpFIUITIN2 i AWA) T 2 @0)

Zwigzki (8) 1 (10) dla T -» °0 przechodzg w zaleznosci:

<u/U0> =C e 27 3in(WT - 22V) (11)

sin(idl -"W/2?) j-2, 12

ktére zilustrowano na rys. 1 dla kilku wartosci T. Z postaci
zaleznosci (11) i1 (12) wynika, ze punkty wystepowania maksi-
mum wartosci Sredniej i dyspersji pokrywaja sie z tym, ze wa-
riancja praktycznie zanika w znacznie mniejszej odlegtosci od
Sciany niz wartos¢ sSrednia (rys. 1). Oznacza to, ze powyzej
pewnej granicy (zaleznej od czasu) drgania uwaza¢ mozna za de-
terministyczne.

Jak datwo zauwazyC€, rozpatrywane rozwigzanie dla profili
predkosci jest rowniez stuszne dla rozkdadu temperatur wew-
natrz ziemi przy losowo zmiennej (rocznej) temperaturze jej
powierzchni.
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. u@@.H/W0 r £
Rys. 1. Zalezno$¢ —--AZ-—— * f[?,«7], = f(?=)

2.2. Wpkyw losowych zaburzen predkosci strumienia potencjal-
nego na laminarng niescisliwg warstwe przyscienng

W 1957 r. C.C. Lin [9] zaproponowat nowg metode obliczania
nieustalonej warstwy przysciennej dla zalozenia:

UG, =UQE) + ulQ(x,H) 3

gdzie: U(X,t) oznacza predkos¢ strumienia potencjalnego be-
dacego sumg ustalonej funkcji UQ(X) i nieustalonej determi-
nistycznej funkcji ulQ(x,t) ktorej Srednig wartos¢ w czasie
C.C. Lin zatozyk réwng O.

Pewne dodatkowe zatozenia 1 uproszczenia doprowadzity
C.C. Lina do nastepujacego rownania okreslajacego Srednie w
czasie profile predkosci uQ(x,y), VvOQX,y) [9]:
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gdzie:
3ul Ou
*(x.y) =ulQ — - (u, F +t,E-) (15
przy czym wielkosci i spedniaja uktad réwnan réznicz-
kowych:
3", 8,

(,6)

<17>

Rozwigzanie réownania (16) dla dowolnej postaci funkcji u-g -
a Ugx f(t) mozna stosujgc te samg metode co w p.2.1 przedsta-
wi¢ w postaci:

Ul(x,7,T) - DRIQGO | F(T) + @ 2/ F(T-A|
@8)

gdzie:
7 - y/v» T - t/p

Rownanie (16) dla zatlozenia, ze proces ulq(I™ =

jest Sredniokwadratowo-rézniczkowalny [12] okresla Srednio-
kwadratowo-rozniczkowalny proces u(X,y,t). Jezeli przyjac
dodatkowo, ze F(t) speknia zatozenia 1°, 2°, 3° (2=1) oraz
<f(t)> * 0 1 przy tych zatozeniach okresli¢ funkcje F, to
metoda Lina stuzyC moze rowniez do obliczania warstwy przy-
sciennej dla przypadkowych zaburzen predkosci strumienia po-
tencjalnego. Z (15), (18), (A7) otrzymujemy bowiem:
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au r Su. 4
F(x,y) -<ul) > - |<ul > +<v, >J =

oo

312 ¢ <UTl>{7/72FNV2 /~73/2 KFMN(T . T-"en2/4M N +

N 0

[e]e]

+ % [ fi°® ~ 5/2 Kft+tf (T -~ T )e _,22/ 4 Ad "~ +

"3y //S'"3/2 ~"3/2 /ANdNdN o+
(ole}

- 2/w/2n I/ v 3/2 VvV 52

0 00
00 0
e'?22/4* *Jrs fjri[ffc"n V 3/2 K.f <T-
0 00
N=T-Nje 72/4 en2/4W dNdNI dE @19)
Dla kazdej wiec postaC| funkcji korelacyjnej K- _  spek-

niajacej zatozenie 2° mozna okreslié wielkosé F(x, y) a na-
stepnie wybierajac jedng z metod przyblizonego rozwigzywania
warstwy przysciennej rozwigzac¢ rownanie (14). Budowa zalezno-
Sci (19) dowodzi, ze wielkos¢ F jest jedynie funkcja zmien-
nych X,y tylko dla proceséw stacjonarnych o ciaghdym dziata-
niu. Dla innego typu procesow funkcja P bedzie dodatkowo

funkcja czasu t. Rownanie (14) w tym przypadku opisuje Sred-
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nie profile predkosci w warstwie przysciennej dla przyjetej
wspotrzednej t.

Zakozmy obecnie, ze predkos¢ ulO(x,t) = f(t) jest pro-
cesem losowym o rozkdadzie kanonicznym:

u i sy /

u g1l (x) m2 _fk c¢c° n T * /*ksln v (20)

k-1

Z (19), wykorzystujac (20), otrzymujemy:

J- - He *
"2 £ < Bil> \%
+ el K n n R AT © I
1 i («)
f~ L ! \Y
gdzie:
DK *6¢cC ~6/5 = 1»2>x*n)

Zaleznos¢ (21) przedstawiono na rys. 2 dla k»l (- 1,10).

Z przebiegu krzywej wynika, ze najwiekszy wpkyw losowego zabu-
rzenia strumienia zewnetrznego na profile predkosci zaznacza
sie w poblizu sciany (make ~ ), gdzie funkcja F(x,y) osigga
maksimum.
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Przy rozpatrywaniu zastosowania metody C.C. Lina do dysku-
sji przepkywéw z czasowym zaburzeniem losowym predkosci U(x,t)
wspomnie¢ nalezy rowniez o mozliwosci przeprowadzenia waznej
praktycznie analizy wphywu zewnetrznej burzliwosci strumienia
na rozwigzania laminarnej warstwy przysciennej.

2.3. Scisliwy przephyw wzdduz nieskonczonej $ciany przy losowo
zmiennej predkosci strumienia potencjalnego i1 temperatury
na Scianie

Przedyskutujemy na koniec przyk#ad zastosowania analizy ko-
relacyjnej do badania przepbywéw scisliwych. W tym celu roz-
wazmy przepdyw wzdduz nieskonczonej Sciany przy nieustalonym
gradiencie cisnienia i1 zmiennej w czasie temperaturze Sciany.
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Ograniczajac sie do cztondw zawierajacych maksymalnie drugg
pochodng czasowg wielkosci zmiennych (zaburzenia umiarkowane)
deterministyczne rozwigzania mozna zapisaC w postaci (Pr =

- 0,72) [10], [11]»

rs6 , , 2
Kt "1 + 2»555 x “U?-, ------- 1»414 X —5— (22)
SC u.
B¢ as¢ - Tj [- 0,5913 + 0,04003  x + 0,2502 ~ x2]+
U«
- 1*416fc i86 + 0'4739 (fc> *W o+
5 r u- > W 2i
+ —  [0,5013 + 0,02248 - i- - 0,2754 Iy x*J (¢2))
gdzies x - wspotrzedna rownolegta do Sciany, jk«,- przewod-

nos¢ cieplna, V- lepkos$¢ kinematyczna, Uk, T«,- predkos¢ i
temperatura strumienia potencjalnego, Tsc - temperatura Sciany,
(t™)g - wartos¢ tarcia odpowiadajaca przephywowi guasistacjo-
narnemu.
Al
Otrzymanie doktadnej charakterystyki procesu t = 7y.7SC
0 ' So
dla przypadku kiedy Uoo jest funkcjg przypadkowg jest bardzo
utrudnione ze wzgledu na nieliniowos¢ zwigzku (22). Z tych
wzgleddw ograniczymy sie jedynie do znalezienia wartosci ocze-

kiwanej r . USrednienie (22) prowadzi do formudy:
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<[ To " 171> " " 2*555 x dt< X (t)> +

+ 9,191 x KXEX(,®) + 0,707 "X(t)>]2 +

+ 8.484 x2jjF<X(t)>p (€2))

gdzie: zmienna przypadkowa X(t) »
Poniewaz znalezienie Sredniej wartosci i1 funkcji korelacyjnej
x procesu X(t) dla wiadomego rozk¥adu prawdopodobienstwa

zmiennej UML) nie przedstawia trudnosci, zwigzek (24) poz-
wala okresli¢ Srednig wartos¢ zmiennej (v - 1) dla kazdego
procesu U/Mt).

Budowa zwigzku (23) pozwala przy nieskorelowanych zmiennych
@® 1 TgN(t) +Hatwo znalez¢ moment pierwszego rzedu pro-

1SC

- 0 . . ,
jesu g » - zarowno dla losowo zmiennej temperatury

aa scianie jak i1 predkosci UMt). Jesli natomiast przyjac, ze
1"sEn funkcjg losowg a predkos¢ U~t) funkcja deter-
oinistyczng, to dla procesu (° mozna wyznaczy¢ rowniez mo-
nent centralny rzedu drugiego.

Rozpatrzmy ten przypadek, ffychodzac z (23) 4atwo otrzymac
tla momentu pierwszego rzedu formule:

<q°>. A, O<[T<¢® -Tj>- 1.416 +
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gdzie:
U, ,, Wk, 2
A(X,t) - - 0,5913 + 0,04093 * A + 0,2502 (= )
U« U« X 2

B(x,t) * 0,5013 + 0,02249 — ~ - 0,2754

Funkcje korelacyjna wyznaczamy z relacji:

Vgo -<[g°(tl) .<qg°(t)=][q°(V “<.02">]>

Podstawiajac (23) do (28) otrzymamy:

PKOO(L.]
Ko o* 120 1,416 AKX, t° at7
a .9
\2 N Ke(Estl, 12
+ + 0,4739 A(x, Y)Y [ROGSE .2 |
J I + 0 u o‘) 9 t 1 t 2
X 3
- 0,6216 (£-)
u~- L atlot2 ot2 at2
K@ ~tl,t2)
+ (0,4739 i 2’
( ) (°°) Ot2 dt]
gdzie:

® " TSC ** Too" Too - const
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Wariancje q wyznaczamy z (29) przyjmujac

B =Ko o(R1LEP) . /

q g »9 ti*t2 n

Zaleznos¢ (29) pozwala okreslic¢ funkcje korelacyjng 1 warian-
cje procesu g° dla dowolnej deterministycznej funkcji UML)
i losowo zmiennej funkcji T§ é(t) spelniajacej zakozenia po-
dane w (2.1) 1 posiadajacej czterokrotnie rézniczkowalng funk-
cje korelacyjng

Dla przykfadu zatozmy, ze Tsc jest sinusoidg o stakej
czestosci o 1 przypadkowo zmiennej amplitudzie Y(t) (<Y(t)>-
-C, K 9W(t,t) = D), - const

T, - Y(D)sinwt, K@@ =D sinto”™ sin0Jtg D

Dla zatozenia (31) i UTO = const wariancja @° przyjmie
postac:

= sinZot[ot348 + 0,56£2 + 0,2246£4] +
+ sin 2£0t[o,837£+ 0,671 £ 3]+ cosT 32

| tw

Poréwnanie budowy formuly (32) z formuta (3l) pozwala zau-
wazy¢, ze wariancja Q2 jest przesunieta w fazie w stosunku
do wymuszenia (31). Ws%é%rzedne maksimum wariancji, jak to wy-
nika z (32), zalezg w istotny sposéb od wielkosci £ »
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Ze wzrostem £ wspodrzedne maksimum przesuwaja sie w kierunku
mniejszych @ T. Zaleznos$¢ (32) przedstawiono na rys. 3 dla
£ » 0,001, 0,1, 0,3.

Jesli zatozy¢, ze funkcja Y(t) ma rozkkad normalny, to ze
wzgledu na liniowosS¢ stosowanych przeksztalcen réwniez proces
g° podlega temu rozkdadowi. Mozna wiec w stosunkowo prosty
sposOb opisa¢ prawdopodobienistwo N[ 4° “ < £°%] ~ whas-
nosci proceséw normalnych znajdujemy bowiem:

pllg° -< g~ <e}= (€S))

0= | e”"2/2dt jest calka prawdopodobienstwa.
Vi5 /
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w2 %Tl CoT
Rys. 4. Prawdopodobienstwo przebywania procesu (° w prze-
dziale <g°> -£, <g°> +£

Zwigzek (33) dla kilku wartosci UX, zilustrowano na rys. 4.
Badanie krzywych rys. 3 i 4 pozwala sformutowac istotne wnio-
ski wazne dla zaburzen typu (3l)» Ze wzrostem wartosci predko-
Sci W, dla danych x 1@ maleje maksimum wariancji ¢°
(rys. 3). W konsekwencji wzrasta prawdopodobienstwo przebywa-
nia wielkosci ° w przedziale < q> -£, <g> + £ - Ozna-
cza to, ze wzrost predkosci powoduje niejako wyrdwnanie loso-
wych zmian strumienia ciepla. Przy ustalonych tui Ok, prawdo-
podobienstwo P maleje ze wzrostem odleglosci x.

Przedstawione w (2.1), (2.2), (2.3) przyktady zastosowania
analizy korelacyjnej do badania laminarnej warstwy przyscien-
nej nie wyczerpujg oczywiscie wszystkich mozliwych do rozwig-
zania przypadkow. Metoda korelacyjna moze bowiem znalezé w za-
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sadzie zastosowanie do badania wszystkich probleméw laminarnej
warstwy przysciennej dla ktorych znana jest metoda rozwigzania
deterministycznego (np- metoda kolejnych przyblizen, metoda
zaburzen). Niemniej jednak rodzaj wybranych do analizy przy-
kkadéw stanowi¢ moze podstawe do rozwigzywania dalszych kon-
kretnych zadan z tego zakresu.
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CJ I AliHE KPAEBUE 3AIMh B TEOPMK JIAMMHAPHOro
riorpAHMHHoro cjioh

Pe 3kme ,

B padoTe paccMOTpeHO 3a,naiiy od onpeaeJieHHH CTaTMCTjmecKnx xa-
pBKTe DHCTHK nOEH CKOPOCTH OKOXO0 CTeHKH Up« CJlygaHHHX ee KO-
JiedaHnax, SO3MOXHOCTb pacmHpeHHH MeTo”~a Jlkhb ho odcyxneHHH
norpaHH”~Horo cjion npn cjiytiafiHoii ckopoctn odTeicaHKH. Kpoae
3Toro «aeTca pememie 3anagn 06 onpeaeaeHHH uaTeMaTmiecKHX
oxha&hk# h KoppeaauMOHHHx eyHKUHft TpeHHa a noTOKa Tenaa, ecjin
CKopocTb odTeKaHHa naacTHHbi a eb TeMnepaTypa aB.ianTca npouec-

caVH cjiyaaaHuaa.
SOME RANDOM PROBLEMS PROM THEORY OP LAMINAR BOUNDARY LAYER
Summary

In this paper some stochastic problems from laminar boundary
layer are presented. Por analysis a correlation method is
choosed. A solutions for the problems of determining the sta-
tistical characteristics: of random velocity field along an
infinitely stochastic vibratory plane, of the random value of
friction and heat stream for stochastic variance of external
velocity and walls temperature are given. The Lin’s method
for calculation of laminar boundary layer by random variance
of velocity external flow is Finally extented. The solutions
for particulars case are made.



