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STAN NAPReZENIA w SILNIE NAGRZANYCH GRUBOSCIENNYCH
POWLOKACH WALCOWYCH 1 KULISTYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode
wyznaczenia naprezen termicznych w grubo-
Sciennych powlokach walcowych 1 kulistych z
uwzglednieniem rzeczywistej zaleznosci sta-
4ych charakterystycznych materiatu od tempe-
ratury. Ogolne rozwigzanie zagadnienia otrzy-
mano przy zatozeniu osiowo-symetrycznego,
niestacjonarnego pola temperatury. Réwnanie
réwnowagi oraz réwnanie ciaggtosci odksztalkcen
wyrazone przez naprezenia rozwigzano metoda
kolejnych przyblizen. Szczegotowe obliczenia
przeprowadzono dla grubosciennej powkoki wal-
cowej. Uzyskane wyniki poréwnano z wynikami
jJakie daje klasyczna teoria sprezystosci .

1. Wstep

Szereg elementow maszyn cieplnych mozna traktowac¢ jako gru-
bosScienne powdoki osiowo-symetryczne. Elementy te sa bardzo
czesto poddane dzialaniu znacznych naprezen cieplnych wywota-
nych nieréwnomiernym nagrzaniem. Problem wyznaczenia wielkosci
tych naprezen nabiera coraz wiekszego znaczenia z uwagi na sto-
sowanie, ze wzgledow ekonomicznych coraz wyzszych temperatur
czynnika roboczego.

Spotykane w literaturze technicznej [1]- P]1- [3]- W- [5]
wzory okreslajace wielkosS¢ naprezen w grubosciennych powdokach
osiowo-symetrycznych nie uwzgledniajg zmiennosci stalych mate-
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riatowych od temperatury. Przy analizowaniu stanu naprezen w
elementach maszyn cieplnych zatozenie takie bydoby znacznym
uproszczeniem ze wzgledu na wystepowanie duzych gradientow
temperatur. W przypadku materiatdéw stosowanych w budowie tur-
bin przy zachodzacych zmianach temperatur, whkasnosci mecha-
niczne materiatow ulegaja znacznym zmianom. Dla zilustrowania
wpdywu temperatury na wlkasnosci mechaniczne materiatdw przed-
stawiono na rys. 1 zaleznosci modutu Younga E, wspdélczynnika
Poissona V i wspodczynnika rozszerzalnosci cieplnej << od tem-
peratury dla staliwa L17HVP wg [6]-

Rys. 1. Zaleznos¢ stabych charakterystycznych materiatu od
temperatury dla staliwa L 17 HMF



Stan naprezenia w silnie nagrzanych grubosciennych. .. 137

W niniejszej pracy zostanie przedstawiona przyblizona me-
toda wyznaczenia naprezen cieplnych w silnie nagrzanych grubo-
Sciennych powdokach walcowych i kulistych. Podana metoda poz-
walla w sposéb prosty a jednoczesnie dostatecznie dokdadny wy-
znaczyC¢ naprezenia wywodane nieréwnomiernym nagrzaniem powdoki
z uwzglednieniem zmiennosci statych materiatowych od tempera-

tury.

2. Stan naprezenia w grubosciennej powtoce walcowej

Rozpatrzmy dduga, gruboscienng powdoke walcowg poddang
dziataniu niestacjonarnego pola temperatury. Zakkadamy, ze
przebieg temperatury T(r,t) jJest osiowo-symetryczny i nie
zalezy od wspodrzednej z w kierunku osiowym. Stade charakte-
rystyczne materiatu (E,cCi V) zalezg od temperatury i tym
samym sq funkcjami zmiennych r i1 €

E - B(r,t)i oC-oc(r,t)] V-V(r,t)

Stan naprezenia wywoktany nieréwnomiernym nagrzaniem powdoki
traktujemy jako guasi-statyczny. W podstawowych réwnaniach
teorii sprezystosci mozna wiec pomingC wyrazy inercyjne. Zato-
zenie to sprawia, ze czas t jest tylko parametrem.

Punktem wyjscia do wyznaczenia stanu naprezen sg hastepu-
jJace rownania*

1. Rownanie réwnowagi powdoki E]

D
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2. Zwiazki miedzy naprezeniami i odksztakceniami [i]
eT -|J[er -v«™ + e,>] +«*
"mj[«y-KS +6,)] *ki @)

ez-4[Bz -»«r 49] +«T

gdzie
(Z - naprezenia promieniowe, obwodowe 1 osiowe,
g , £ 6Z - wydtuzenia wzgledne w Kkierunku promieniowym,
obwodowym i osiowym.

Ze wzgledu na osiowg symetrie zagadnienia odksztakcenia i
naprezenia styczne rownaja sie zeru.

Poniewaz temperatura nie zmienia sie w kierunku osiowym
mozna przyjac¢, ze w dostatecznej odleghosci od koncow przekro-
jJe poprzeczne pozostajg plaskie a wydtuzenie jednostkowe w Kie-
runku osiowym jest wielkosciag stalga: tz = const. Zatozymy na
wstepie, ze = 0, a nastepnie wprowadzimy odpowiednie po-
prawki. Z trzeciego rownania (2) otrzymujemy

<Z =W r + 6f) —ccET (©)

Po uwzglednieniu ostatniej zaleznosci rdownania (2) przyjmuja
postac

rotdr " +
@
£p="*T= 9~ Yx %p) + (A+V)TT
gdzie:

u - przemieszczenie promieniowe
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Po wyeliminowaniu przemieszczenia u z réwnan (4) otrzynujemy
rownanie ciggtosci odksztakcen wyrazone przez naprezenia

T~Ar - + 0+V)*T -

=gf [r(A1E ~ (-gy- -T2V  + r(I+V~ T W

ktore po przeksztatceniach mozna napisaC w postaci

-S* 6r 4 ®r " <U "=aT ] Ga)

Rozwazane zagadnienie brzegowe sprowadza sie do rozwigzania
uk#adu rownan (@) 1 (5a) z warunkami brzegowymi:

6 _ *6r, dla r »r
r 1

1
(6)
6r =6*2 dla r =r2
gdzie:
™, r2 - wewnetrzny i zewnetrzny promien powloki

- naprezenia promieniowe na powierzchni wewnetrz-
nej i zewnetrznej powdoki.
Po scatkowaniu réwnania (1) wzgledem ¢Ir a rownania (Ga)
wzgledem (L, otrzymujemy
r

fir */ j<VG6V dr #6r, @)
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69 m 6r + P<r) +

gdzie:
r
F(r) = 1 / 1+VrtT f(r)dr _*ET + BA(UV1)XIT1
Q-NHr fr) /7 -F** v a» Hr f(n
1
A *
r
f(r) =ew[y J™ar]
r.,

Wielkosci z indeksem 1 odpowiadajg promieniowi wewnetrznemu
r = r*. Rownanie (7) rozwigzujemy metodg kolejnych przyblizen
M - Wystepujaca w rownaniu (7) réznice naprezen (6™N"N) wy-
znaczamy z rownania (8)
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Pierwsze przyblizenie réznicy naprezehn otrzymujemy z réwnanie

(10) przyjmujac &T m O

gdziet
D . °~VDrire@ .JI_61r 1
&() B, ) I>(,) 1-V, iJ
Poniewaz nie znamy wartosci 6): stalg Av wyznaczymy z

warunku brzegowego na powierzchni zewnetrznej* Wstawiajac (11)
do (7) otrzymujemy

6 - f n dar + AQD f r A dr + (@)
| r i @Q-?VE(r) rl
ri ri

Stata A~ po uwzglednieniu warunku (6) przyjmuje postac

f2dr. 6
& 2 / r r,

AQD - 1 3

E
ri (1-/)r2 ()

dr
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Korzystajac ze zwigzkéw (12) i (10) znajdujemy

(6 - # 4(2) - ,P(r) - 1=06(1) + A2>

(1-7)%8(r)

(14)

(1-~Jr f(r)
ri

Po wprowadzeniu ostatniej zaleznosci do réwnania (7) otrzy-
muj emy

6F2> > J r|i-v r

ri
Ca-AF oy J (UW 15T F LM Pejert
1

+ / dr + / p''2 dr + 6 a5
J r / (1-/)r2 () rl

rl 1

Stalg A wyznaczamy z warunku (6)

A<2> 5 A<1> +
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Powtarzajac tok rozumowania dochodzimy do zaleznosci okresla-

jJacej n-te przyblizenie naprezen promieniowych. Zaleznos¢ ta
przyjauje postac

Oy, . f
g') /[ rJ1V r -

ril
() 7/ ('ws r J
1
r
+ UlldT+ A(n) f B -—--m-- dr + 6r an
/ r /  (@-v)Hr () “1
gdzie:
D o A
2 r Y| 1
dr
/ a-Mr f@rd/ r J
rli "1
r2
E — dr
1-V2)r f(r
1 (1-v2)r f(r) as

W oparciu o zaleznosci (12), (15) i1 (A7) przeprowadzono obli-
czenia naprezenn promieniowych w powkoce walcowej o stosunku
Srednic dl/d2 = 0,6 dla przypadku,gdy temperatura powierzch-
ni wewnetrznej jest rowna T1, a temperatura powierzchni zew-
netrznej jest rowna zeru. Zeby mozna bydo pordwnan otrzymane
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wyniki z wynikami rozwigzan scistych i sprawdzi¢ przedstawiong
metode, do obliczenh przyjeto stale wartosci E, «C iV <« Wyni-
ki obliczen przyblizonych (punkty) i dokdadnych (linia ciggla)
zestawiono na rys. 2. Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze
drugie przyblizenie daje zadowalajaco dok#adne wyniki. W obli-
czeniach praktycznych mozna wiec ograniczy¢ sie do drugiego
przyblizenia.

Rys. 2. Rozk#ad naprezen promieniowych w powloce walcowej. Po-
réwnanie wynikow rozwigzania dokdadnego i przyblizonego dla E,

V 1 &€ * const
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Gdy znamy wielkos¢ naprezen promieniowych mozna z zalezno-
sci (3 i1 (8 obliczy¢ naprezenia obwodowe i osiowe

<<n) - ®rn) + p(r) +
'S 6<“>dr + *(")] G99
a-t~r f(p) ./ a-”,E r J
» V +67n)] -oCET (20)

Naprezenia osiowe wyznaczone z zaleznosci (20) odpowiadajg za-
4ozeniu SZ = 0. Do naprezen tych nalezy doda¢ stale napreze-
nie 6; dobrane w ten sposéb, aby wypadkowa sida na koncach
byka rowna zeru. Wypadkowa naprezen osiowych (20) wynosi

r2

/6 231 r dr
Z

ri

i , 2 2
a wypadkowa statego naprezenia €z jest rowna 6z3t(r™ - rN)*

Wartos¢ & , sprowadzajgca catkowita side osiowg do zera, dana

jest wiec wzorem
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3. Stan naprezenia w gruboacienne.l powloce kuliste.i

Rozpatrzmy gruboscienng powdoke kulista poddang dziakaniu
niestacjonarnego, symetrycznego wzgledem Srodka pola tempera-
tury. Stan naprezenia wywodany nierdéwnomiernym nagrzaniem po-
whoki traktujemy podobnie jak poprzednio jako guasi-statyczny.

Rownanie réwnowagi powdoki w Kierunku promieniowym przyjmu-
je postac [1]

r df (6r> + 2*r -V -0 (22)

Wychodzac ze zwigzkdéw miedzy naprezeniami i odksztakceniami
dochodzimy do réwnania ciggtosci odksztaklceh wyrazonego przez
naprezenia, ktoére dla kuli przyjmuje postac

darf2n~ o+ ri™~r + df<f 6t <23>

Rownania (22) i (23) Hacznie z warunkami brzegowymi (6) stano-
wig ukdad rownan, z ktdérego mozna wyznaczyC naprezenia Fr i
6". Po rozwigzaniu rownania (22) wzgledem ®r, a rownania

(23) wzgledem 6y otrzymujemy

+rA"T C *i (25)
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gdzie:

G <r) 3 g (r)ydr " 1 5

(1-Vjr vl

-T % S (26)

+
g(r) - f2() - exp [j "i4lj7 dr]
"1
Réwnanie (24) rozwigzujemy podobnie jak rownanie (7) metoda
kolejnych przyblizen. Poniewaz tok rozumowania jest podobny do
poprzedniego ograniczymy sie tylko do podania koncowych zalez-
nosci. Pierwsze przyblizenie naprezen promieniowych wyznaczany

Z Wzoru

« F - G(rdr + | A — — dr +Q @N
T J T | a-vyr g(r) ri
ri ri

gdzie:
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Zaleznos¢ okreslajaca n-te przyblizenie naprezen promieniowych

w powdoce kulistej przyjmuje postac

6<r»> . - A f.‘[f/]-ll; 6r(a—1> .

Iy
r
"1
+ { IG(r)dr + B(n) f —————— dr +
I I A-Vr g
gdzie:
B<*> . b<?) *
" "
r2
I 2E - dr
r (1-Vr2 g

29
ri

dr
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Naprezenia obwodowe wyznaczamy z wzoru

4 . Szczegblne przypadki

Podane powyze,j zaleznosci mozna dla celdw praktycznych
uproscic¢ nie zmniejszajac jednoczesnie ich przydatnosci. W przy-
padku materiatéw stosowanych w budowie maszyn cieplnych przy
zachodzacych zmianach temperatur, wspodczynnik Poissona Vv
zmienia sie w granicach 0,3 # 0,35 (rys. 1). Z przeprowadzo-
nych obliczen wynika, ze zmiana wspodczynnika V od 0,3-0,5
tylko nieznacznie wphywa na wielkos¢ naprezen i dlatego w ob-
liczeniach praktycznych zmiennosS¢ Vv mozna pomingc.

W przypadku gdy nie uwzgledniany dodatkowych obcigzen ele-
mentu (np. sit powierzchniowych) nalezy przyja¢, ze naprezenia
promieniowe na powierzchni wewnetrznej i zewnetrznej elementu
sg réowne zeru. Y/arunki (6) przyjmuja postac

6 =0 dla r =r
rl 1
€2

g a0 dla r a r,

r2
Podstawiajac te warunki do wyrazen (12) f (19) i 27) v (3D
oraz przyjmujac, ze V = 0,3 otrzymujemy nastepujace zalezno-
Sci do wyznaczenia naprezen cieplnych:
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A. Powoka walcowa

1. Naprezenia promieniowe (n-te przyblizenie)

6m) 3/ r[P(r) " 0.57 6™ 1" +

ril
r
0.816E /r0,43<r(n-) , 1, _ / E
+ drddr +°n /7”73 dr W
ri ri

Zerowe przyblizenie naprezen promieniowych przyjmujemy roéwne
zeru

() ,0 GH

Funkcja F(r) dla y= 0,3 przyjnuje postac

2p) - y oCTrO»43 dr - 1,43e [*T - Gr)1 (35)

ril

Stalg wyznaczamy z zaleznosci
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2. Naprezenia obwodowe

6 W 0.43«W e w Wt f s00, 4443i
r J r
rl

(€29
3. Naprezenia osiowe wyznaczamy z zaleznosci (20) i (21),
B. Powlkoka kulista

1. Naprezenia promieniowe (n-te przyblizenie)

6in -/ R .. I A- dide

r

" 4Dn/ yjfISdr (30)
r
1

Zerowe przyblizenie naprezen promieniowych przyjmujemy rowne
zeru

6(°) .. 0 @9)

Funkcja G(r) dla V > 0,3 przyjmuje postac

*AirH ‘4{ i*1*0"86 dr " 1.43e[*T -~t"i— )1°86] (40)
1
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Stalg Db wyznaczany 2z zaleznosci

n2
/ 1[2G() -
P2
E,. dr
! 1 286
41
2. Naprezenia obwodowe
fljla) =0.43 e<“>* «(») + 1*2|" 4 fFF dr - “42)
2r
r

5. Przykdad liczbowy

Dana jest dhuga powdoka walcowa o nastepujacych danych:
promien wewnetrzny ™ * 300 mm, promien zewnetrzny r2 » 500mm
materiat L17HVF, modut Younga E i wspodczynnik rozszerzalno-
sci cieplnej PCwg krzywych na rys. 1, wspédczynnik Poissona
V m 0,3* Nalezy wyznaczy¢ ustalony stan naprezen wywokany nie-
roéwnomiernym nagrzaniem. Temperatura povwdoki jest tylko funk-
cja promienia i zmienia sie od wartosci T1 - 300°C na po-
wierzchni wewnetrznej do T2 - O na powierzchni zewnetrznej.
Wspodczynnik przewodzenia ciepta % jest liniowg funkcjg tem-
peratury % = /A - 0,001 . T).

A. Rozkkad temperatur

Poniewaz wspétczynnik przewodzenia ciepta % zmienia sie
liniowo od temperatury rozk#ad temperatur wyznaczono z zalez-

nosci



Stan naprezenia w silnie nagrzanych grubosciennych...

Rys. 3. Rozk#ad naprezen cieplnych w powkoce walcowej
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gdzie: fi* 0,001.

B. Rozk#ad naprezen

Naprezenia obliczono z zaleznosci (33) r (387) oraz (20 i
(21). Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3 (linia ciggla),
linia przerywana przedstawia przebieg naprezen wyznaczony w
oparcia o rozwigzania Sciste, ktore nie uwzgledniajg zmienno-
sci stabych materiatowych od temperatury. Do obliczen tych
przyjeto Eq = 2,15.10™ MN/m2 oraz oX » 0,95.10"*% 1/deg.

Podany przyk#ad liczbowy dotyczy stacjonarnego stanu napre-
zen. Quasi-stacjonarny stan naprezenn mozna wyznaczy¢ w podobny
sposob. W tym przypadku nalezy przeprowadzi¢ obliczenia dla
réznych wartosci czasu t.

6. Uwagi koncowe

Podana w niniejszej pracy metode mozna zastosowaC do przy-
blizonego obliczeniowego wyznaczenia haprezen w nieréwnomier-
nie nagrzanych elementach maszyn cieplnych. Mozliwe jest przy
tym uwzglednienie zmiennosci wkasnosci mechanicznych materiadu.

Okreslenie wielkosci naprezeh cieplnych z uwzglednieniem
zmiennosci stalbych charakterystycznych materiatu napotyka na
znaczne trudnosci obliczeniowe. Sciste uwzglednienie ksztattu
elementu dodatkowo komplikuje zagadnienie i czyni je praktycz-
nie nierozwigzalnym. W tej sytuacji najczesciej zastepuje sie
forme rzeczywistg modelem, ktory sklada sie z prostych Scisle
ze sobg wspodpracujacych elementdéw. Bardzo czesto jako modele
poszczegblnych zespoldw maszyn cieplnych przyjmuje sie grubo-
Scienne powdoki osiowo-symetryczne (walcowe i sferyczne).
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Podane powyzej zaleznosci moga stuzy¢ do przyblizonego wy-
znaczenia naprezen cieplnych w korpusach turbin, przewodach
parowych, krécoach dolotowych, korpusach zaworéw regulacyj-
nych i innych elementach maszyn cieplnych w przypadku gdy ioh
ksztadt pozwala na takie uproszczenie.
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HANPIIKEHHOE COCTOHHME B HATPETbIX TQJICTOCTEHHbIX
UWUNIHfIPHHECHWX M CS>EPMAECKIAX OEGJ104KAX

Pe anme

B padoTe npejcTaBaeHO ueToa onpeselieHHH TepMHvecKHx HanpaxeHnii
B TOJCTOCTe HHHX UIUIHHSPHVeCKHX H C$epHWeCKHX OdOJIOVKaX jjih npo-
H3BoabH08 3aBHCMuocTH MexaHHveciciix napaaeTpoB MaTepaana ot Tea-
nepaTypfci. Odme pemeHae 3axami noayveHO acxoja H3 npexnocujucii
ocecMMMeTpagecKoro HecTauaoHapHoro TeunepaTypuoro noaa. ypaB-
Heaae paBHOBecaa a ypaBHeHae cobmccthocth se$opuai;a8 Bhipaacea-
Hoe uepe3 HanpaxeHaa pemeHO ueTojou nocxejoBaTelibHHXx npadaaace-
hhM. IlloflpodHbie pacaeTU c"eaaHO aaa ToacTocTeHHoa uaaaHjpauecKoa
odoao”aa. lloayaeHHHe pe3yabTaTu cpaBHeHO c pe3yabTaTaaa Kaacca-

geCKoft Teopaa ynpyrocTa.

THE STATE OF STRESS IN A THICK-WALLED CYLINUKIUAIi
AND SPHERICAL HEATED SHELLS

Sum mfary

In this paper a method for determination of the thermal stress
in a thick-walled cylindrical and spherical shells for real
temperature function of coefficients of elasticity has been
presented. A general solution of this problem by assumption of
an axially symmetric nonsteady temperature field has been gi-
ven. Equation of equilibrium and equation for continuity of
strain by succesive approximation have been solved. Detailed
computations have been carried out for the thick-walled cylin-
drical shell. The achieved results have been compared with re-
sults, which the classical theory of elasticity is giving.



