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FALOWEGO ROWNANIA ROZNICZKOWEGO
I ROWNANIA ROZNICZKOWEGO PRZEWODZENIA CIEPLA

1. Wstep

Streszczenie: W pracy przedyskutowano w ukta-

dach n wymiarowych wsp64rzednych Kartezjusza,

n wymiarowych cylindrycznych i sferycznych

(rozwigzania niekierunkowe i kierunkcwe),w ce-
lach pordéwnawczych funkcje Greena, bedgce roz-,
wigzaniami réwnania przewodzenia ciepta w

przypadku skoniczonej i nieskonczonej predko-

Sci ruchu ciepta i1 rownania falowego. Funkcje

Greena otrzymano jako szczeg6lne przypadki na

podstawie wyrazenia operatorowego (transfor-

macja Laplace®"a) otrzymanego dla réwnania prze*
wodzenia ciepta w przypadku skoriczonej pred-

kosci ruchu ciepta.

W pracy w celach poréwnawczych rozpatrzono funkcje Greena,

bedace rozwigzaniami trzech typdw czastkorych réwnah roéznicz-

kowych drugiego rzedu:

1. Rownania przewodzenia ciepta w przypadku nieskonczonej pred-

kosci

ruchu ciepta

@
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gdzie:
V - temperatura,
a - wspotczynnik przewodzenia temperaturowego,
T - czas,

operator Laplace®a.

2. Rownania przewodzenia ciepta w przypadku skonczonej pred-

kosci ruchu ciepta [i - 3]

*
n a ar 62 ar2
gdzie:
c - predkos¢ ruchu ciepta.

3. Roéwnania falowego

sr2“

2. n-wymiarowy prostokatny ukdad wspédrzednych Kartezjusza

W przypadku n-wymiarowego prostokatnego uktadu wspotrzed-

nych Kartezjusza (xX™,... XQ)

a az2w

H

m=1 m

Jesli przyjmiemy rozwigzanie roéownania (1) w przypadku jednowy-
miarowego pojedynczego zrédta £1, A~-6] o natezeniu C, umiesz-

czonego w punkcie £ w chwili r, wtedy

*(*e s— 1" V m jexp [- 1 o)
c™"W4na(r-r) L
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gdzie:
c - ciepto wtasciwe,

a - gestos¢ osrodka*

Wprowadzajac

O=a(r-r) (6)

oraz

h =x -4. @)

mozna zamiast (5) napisacé

»(h,0) = 7=  e"h ®
2y JTO

zrédle (h = 0)

w(@©,0) = ©
jy7ro~*

Dla®—-*-0 otrzymujemy ~(0,0)— » «w. Ze wzrostem 0 tempe-
ratura zrodta maleje dgzac asymptotycznie do zera.

Dla h = const (stata odlegto$é od zrodda) warunek &. : O daje
W h,0) a 0. Dla ® ji 0 rozwigzanie jest rozne od zera, tempera-

tura rosnie i po osiagnieciu maksimum maleje do zera. Warunek

na maksimum daje

Y»B“ = ; - (@)}
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Rys. 1. Funkcja pojedynczego zrodda. Ha rysunku przedstawiono
dwie rodziny krzywych dla®© = const 1 h = const. Przedsta-

wiono rowniez krzywe 1 H= ill max
Wartosé¢ (10) maleje ze wzrostem odlegtos$ci od zZrédita h (rys.l).
Innym rozwigzaniem jest dipol cieplny, powstaty przez umiesz-
czenie w punkcie X =£ w chwili V dwu zrédet cieplnych roéz-

nego znaku i o statym natezeniu

9»Fh. r 2h
7 3x ®) - "u P [« fel (12)
gdzie:
c__ moment dipola.
ca

Ola h = 0 (zZrodto ciepta) wartos¢ funkcji (12) jest réwna ze-
ru. Dla h ¢ 0, wartos¢ jest skonczona. Znak zalezy od znaku h.

Wartos¢ zmienia sie od zera przez maksimum asymptotycznie do
zera.
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W tym przypadku réwniez rdéwnanie (11) przedstawia warunek

na ekstremum, natomiast

e*e.k.tr> *

8 x 13

b ceyyre Oekstr

krzywg 1 ~ n

Wartos¢ ekstremum bezwzglednie rosnie dla h-—*-0 (rys, 2),
Powyzsze wyniki dadgq sie tatwo uogoélnic nazl n wymiaréw przez
n

zastgpienie (X -£) przez @ - lub ze wzgledu na
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podobienistwo z réwnaniem falowym (w przypadku osrodka  anizo-
tropowego) przez

Transformatami Laplace"a funkcji () 1 (12) sg odpowiedniop-9]

(14)

H @13} * exp[-Ix a5

Poniewaz przyporzadkowaniefunkcji niejest  jednoznaczne, w
przypadku rownania (2) i1 (3) wzieto za punkt wyjscia rownania
W i (15). &

Pom;jajatc statgmultiplikatywng izastepujac _as przez _m= g. +

+ 2-z, otrzymuje sie 8, 10]
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Z tablic [?» 8j otrzymujemy funkcje czasowg

5T R e o )

0 dla 0<T< k

(18)
exp( - 10(Jy-r2 - k2) dla T > k
gdzies
b,Sa—,* k:IiiCiL, a9)

10(@) - funkcja Bessela O rzedu 1 rodzaju 1 urojonego argumen-
tu. W przypadku funkcji (15)

"p [ kvV,ut b,D=
0dlao<T < k

(20)

exP(- "~)(-~) 1o(I™r2 - k2) diar > k

W przypadku réwnania (18) otrzymujemy dla x = £ (k=0)
exp (- 0,5 bT) 10 (0,5 BT) dla O<r, (2D

W chwili poczatkowej T = 0 Tfunkcja ta jest rdwna zeru. Dla
T —»00, po usunieciu nieoznacznosci, otrzymujemy rowniez a-
symptotyczng wartos¢ rowng zeru. Z dyskusji pierwszej pochod-
nej wynika, ze funkcja ta nie posiada maksimum.
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Dla x czyli k >0 Tfunkcja ta jest réwna zeru dla”s
= k. Nastepnie skokowo przybiera wartos¢ skonczong. Przedsta-
wiajac ja Jj8ko iloczyn dwu czynnikéw: czynnika (@1) i
exp(- 0,5 b(V - - kYY), wtedy pierwszy czynnik zmienia sie
monotonicznie od exp(- 0,5 bk) dla V= k do wartosci 1 dla
V—moom Wptyw tego czynnika na drugi jest silniejszy w przy-
padku matych V . Drugi czynnik nie zmienia zasadniczego charak-
teru pierwszego czynnika w iloczynie.

W celu przedyskutowania wyrazenia (20), modyfikujemy je

f bk Dexp(- &) i;dqy /7 - k2) dla r > k.
2 N~ - k2

I"(z) oznacza pierwszg pochodng funkcji 1Q(@) ze wzgledu na
argument.

W przypadku k = 0(x - £ = 0) funkcja jest réwna zeru.

Dla x - A/ 8 dlaT - k= 0 po usunieciu nieoznaczonosci

otrzymujemy - —g— exp(- GOy argument dazy do nieskonczo-
nosci, funkcja dgzy do zera. Podobne zachowanie otrzymujemy dla
t- k * 0.

Wyrazenia wyprowadzone dla przypadku jednowymiarowego dadzag
sie tatwo uogllni¢ na n wymiaréw przez wprowadzenie w miejsce

| x | sumy P w transformatach i za Xx-£ wyraze-

. 2
nia 2 j i "E}.) w funkcjach czasowych.
=1

W przypadku réwnania falowego (3) najprostsza transformata

posiada nastepujacg postac

V() = exp [~ -] x-£)]. (€X))
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odpowiada jej jako funkcja czasowa funkcja Diraca S (1 - X ),

edzi* rO0= C o")»
Rézniczkujac wyrazenie (23) ze wzgledu na (x -£), otrzymu-
je sie transformate (24) impulsu dipolowego, catkujac zas

transformate (25) funkcji schodkowej

L (*LAF) e xE M S[*E(*-«)] @b
£ 31-F «7 f C* -6)] «(5

odpowiadajg im funkcje czasowe

¥>(*.£ ,T) »i(r--1*-=$38L (26)
dx Ic dr lg27()
,T)dx = ¢ H(r- 28)
gdzie
O dia r<ro
H(r- r0) =94
1 dla V>ro0 @9

Uog6lnienie na n wymiaréw jest bezposSrednie*

Na rysunku 3 i 4 przedstawiono przebiegi czasowe w przypad-
ku réwnania (2).

Jako wspolna cecha w wszystkich przypadkach wystepuje w sta-
+ej odlegtosci od zZrodia wzrost stopniowy lob skokowy tempera-
tury, by po przekroczeniu maksimum (nieciggtosci) male¢ asymp-

totycznie do zera. W przypadku réwnania (3) jest to funkcja
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Diraca. W przypadku rownania (1) funkcja zroddka o podobnych
wkasnosciach« lecz rozmyta z biegiem czasu. W przypadku rowna-
nia () wzrost temperatury w danym punkcie odbywa sie skokowo.

Rys. 3. Funkcje

mv>= e*p (-"gp -JF2) 10( -je2)

Dipol w przypadku réwnania (1) 1 (2) rozszczepia sie z bie-
giem czasu na dwa impulsy o podobnej postaci, lecz réznego zna-
ku, ktoére rozchodza sie w kierunkach przeciwnych. W przypadku
rownania (3) sg to impulsy Diraca. W przypadku réwnania (2) im-

pulsy posiadajg charakter nieciggty.
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Rys* 4. Funkcje

2 6XP

2. Przypadek wspodrzednych sferycznych (hipersferycznych)

(rozwigzanie niekierunkowe)

Ze wzgledu na tot ze

V2y»=V Z2\= AN 69r9 ol gry’ CY)
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gdzie:

r - promien,

réwnanie (1) moze by¢ napisane w postaci

d2v n~1 OWw 1 3Y>
dr2 + r dr s a dv* N

Wed4ug £11] rozwigzaniem rownania (31) jest funkcja

= 77== "= ’ o "o
PO D ey, TP A -ty @

Proste przeliczenie pokazuje, ze funkcja dipola nie spednia row-

nania @l)*
Podobnie jak w rozdziale poprzednim mozna przeprowadzi¢ dy-

skusje funkcji (32) wprowadzajac oznaczenia
r - rQ=~h 33
a(r-to)=0. (€D)
Wtedy w miejsce (31) otrzymujemy
35

fikKo0o) = Xp (¢

Funkcja ta posiada podobne wkasnosci jak funkcja (B)» W miej-

scu gdzie znajduje sie zrodto (h = 0) otrzymujemy

V>(0,0) = <-TT=>* (30
2\JTO
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Funkcja posiada bardziej strome nachylenie, zalezne od n, ani-
zeli w wyzej wymienionym przypadku.

Rozpatrujac zachowanie sie funkcji poza zréddem (h /7 0), w
przypadku©— »0 po usunieciu nieoznaczonosci otrzymujemy war-
tos¢ 0, co odpowiada fizykalnej stronie zagadnienia. Badajac
funkcje dla h = const obserwujemy w pewnej odlegtosci od
zrodta stopniowy wzrost temperatury do maksimum i nastepnie a-

symptotyczne malenie do zera. Z warunku na ekstremum

O hax = 2n €2

otrzymujemy

G®

Wyrazenie maleje gdy n rosnie. Jakosciowo przebieg jest po-
dobny do rozpatrzonego w rozdziale poprzednim.

Podamy jeszcze rozwigzania w przypadku n = 1,2,3.

W przypadku jednowymiarowym (n = 1) dyskusja przebiega po-
dobnie jak w rozdziale poprzednim. W przypadku  dwuwymiarowym

(€5))

Rozwigzanie to w przypadku r =0 lub rQ = 0 sprowadza sie
do rozwigzania pojedynczego zrodta. Gdy wartosci te sg rozne od
zera, funkcja zmienia sie od wartosci zero przez ekstremum do
wartosci zero. Warunek na ekstremum posiada posta¢ nastepujaca
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Wprzypadku T- TQ = const funkcja posiada jedyneekstremum
dla r = 0, wiec posiada charakter monotoniczny (rys. 5

W przypadku tréjwymiarowym (n= 3 row-
nanie () daje sie sprowadzic do posta-
ci rownania jednowymiarowego, gdy w miej-
sce funkcji Y> podstawi sie rf. W przy-
padku r / O dyskusja przebiegu Tfunkcji
jest analogiczna jak w przypadku jednowy-
miarowym. W punkcie r = 0 funkcja posia-
da dodatkowy biegun. Sgsiedztwo wiec tego
punktu dziata na przebieg funkcji znie-
ksztatcajaco.

W celu przyporzadkowania sobie funkcji
Greena w trzech wymienionych na wstepie
Rys. 5 Przebieg przypadkach @), ), (@), transformujemy

funkcji (B9) réwnanie () jako najogolniejsze wedtug

Laplace®a i oznaczamy parametr transforma-
cji przez s, przez Y- (s) transformate funkcji Y+ (70« Transfor-
mata rownania (2) posiada nastepujaca postac

d T () n-1d7(s) (F+%ms) =° 1)
dr2 + r dr c

jest to réwnanie typu Bessela

d2v 1 - 2acdy 2 o2 - p2,
dr2 r

= o, 42

przy czym



Zwigzki miedzy funkcjami Greena.. 71

£E=1yi +4 - 1 )

Catki szczegdlne réwnania posiadajg nastepujaca postac
V>(s) = r1"'n/2 Z+CI_n/2) (\J i +72 *1 r>*

gdzie Z*zK(X) jedna z funkcji Bessela.
Argument funkcji (44) mozna przeksztakcic

Przechodzgc do przypadku (1) otrzymujemy w argumencie

9
przypadku zas rownania (3) wyrazenie ©-

Wyboru funkcji Bessela mozemy dokona¢, uwazajgc rozwigzanie

réwnania (1) jako szczegdlny przypadek rozwigzania (44). Wiec
V() =r1"n/2 Z+(I_Ln/2) ("F 1 D), i ="1. (46)

Poniewaz w rownaniu (1) s jest parametrem, mozna pomnozy¢ roz-
wigzanie rownania przez dowolng statg i dowolng funkcje s. W

ten sposob rozwigzanie réwnania (46) mozna zastgpi¢ nastepuja-

cym

V@ = 1 ZIA.n/2)( N 1 (ri ro)). @)

W tablicach [10] znajdujemy nastepujaca zaleznosc¢

Litv“l exp(- tA) | = 2 (17)V/2 @l/2 si/2) ~I8)
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dla Re a> 0, Re s> 0, gdzie Re - czes¢ rzeczywista.
Inny zwigzek jest nastepujacy
*xf(-fe>} ms s ‘a

Dla n >2 znak wykfadnika jest ujemny. Nie jest to istotne,
poniewaz zachodzi relacja

KV W = K-v ~ G0

Obierajac jako transformate funkcje K+v(x), otrzymujemy w pr™-
padku réwnania ()

2(*) = ((r i rO)~f)1-n/2 K(W 2)(y! (r 1 r0)). (51)

Przez prostg zmiane argumentu otrzymujemy transformaty w dwu
pozostatych przypadkach. W przypadku réwnania (2)

» _ _ s_21-n/2
(52)

0 nastepujacej TFTunkcji czasowe]j

L-1{z1/2n -1/2(~s2 - b2)"9V a\fs? - b ) =

0 dla O<t<a

b1/2 "Va~V()JIt2 - a2)V-V2 iv_iZ2(@y t2 - b2)

dla Re-p>-1/2, t>a, (53)
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przy czym Ip(z) funkcja Bessela 1 rodzaju urojonego argumen-
tu. W przypadku réwnania (3) otrzymujemy nastepujaca transfor-
mate

¥() - (Criori P 2Keg e (51N 2). (54)

W tablicach znajdujemy

0O dla 0O0< t<a
L"1{ & |Ds_VK~(as)] = (55)
2"V * G t2 - a2)2"' 1

Dyskusja rozwigzania dla n > 4 przebiega prosto. Ze wzgledu
2

na przesuniecie argumentu o b s w miejsce (63) nalezy na-

pisac
+
r-r
O dla 0<T < (---- 2
Kr,ro,T) =
exp(- ©V¥= °
I , F, Vr2 _,r » ro,2) rir
- ¥ Ra f “( = }Fr-dlarr(---——-

(56)

W celu przedyskutowania ostatniego rozwigzani a,wprowadzamy dla
+
r-r.

*>(- A
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e2 \'b / 1 ro,2

**ST r m- (5?
i wtedy
V> (rdro,t) = V1(r,ro,©) "(r.r"t), (69
gdzie
VL(r,r0,0 = exp(- %27+ x), (59
rir 1-n/2 (n-3)/2
va2(r,ro.r) = . - 5- 2) (£8) (60)
c
Funkcja VA~(r.rQV) jest rosnaca od exp(- & ' %  qia
r - ro
Xz - dol dla T—<x>
[ , +
r -r r -r
Jesli chodzi o funkcje (60), to dla c ,odlaTT= =

otrzymujemy wartos¢ rowng zeru. Podobnie dlaT-*-°°, poniewaz w
tym ostatnim przypadku przewaza wpdyw funkcji wykdadniczej, co
wynika z asymptotycznego przedstawienia funkcji 1™ 7,72(X).
Ze wzgledu na ciaggtos¢ funkcja ta posiada w miejscu posred-
nim wartos¢ ekstremalng. Warunek na ekstremum przedstawiony

jest rownaniem
(-1 + 5= 1(_3)72() + 1(-5)/2() = °* (61)

Na rysunku 6 przedstawiono schematycznie graficzna rozwigzanie

rownania. Wartos¢ zerowa mozliwa jest miedzy x =0 i1 Xx=n-3.
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Rys. 6. Graficzne rozwigzanie roéwnania (61)

Poniewaz przedziat, w ktorym lezy maksimum, jest zalezny od
n, nalezy spodziewa¢ sie rowniez, ze potozenie maksimum zalezy
od n. Z rozpatrywania rownania (57) okreslajgcego x, wynika dla
X = const jako zwigzek miedzy czasem Ti (r * tq) réwnanie

hiperboli (odpowiadajacej x dodatnim)

22(%)2 + (—jr— =r2. (62)
C

Mozna to rozumowanie w szczegolnosci zastosowa¢ do X = max.

Dla statego T rownanie (62) przedstawia elipse. Ze wzgledu na
r - r 1-n/2
czynnik ( we— ) , W ktérym wyk#adnik jest ujemny w piej-

scu r = - rQ wystepuje biegun funkcji. Ze wzrostem r - rQ
czynnik ten zmniejsza wartosci funkcji. W biegunie funkcja jest
nieskonczenie duza, ze wzrostem odlegtosci od zrédta maleje.

Jezeli chodzi o iloczyn (68), to ze wzgledu na monotonicz-
nos¢ pierwszego czynnika przebieg jest jakosciowo podobny do
przebiegu wyrazenie (60).
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Stosunkowo prosta jest dyskusja funkcji (65). Wartos¢ jej
ponizej wartosci a jest rowna zeru, w punkcie t = a staje
sie nieskonczenie duza, po czym maleje stopniowo do zera, ze
wzgledu na dodatni znak wykd#adnika.

W uzupednieniu powyzszych rozwazan podano dyskusje przypad-
kow szczegélnych dla n = 3 1 2.

Szczegblnie prosto dyskutuje sie przypadek n = 3. Odpowia-
da on wspétrzednym biegunowym (przypadek symetryczny). Jak w
przypadku réwnania (1) mozna w przypadkach réownan (2) 1 3 spro-
wadzi¢ zagadnienie do przypadku n = 1, wprowadzajac Tunkcje
rv»(r,ro,r) lub (r - rQ)"V/(r,r0,T). Jedyna réznica w poréwna-
niu z tym przypadkiem polega na tym, ze funkcja posiada biegun
w punkcie r=0 Iub r =- rQ.

Przypadek n = 2 mozna przedyskutowa¢, wychodzgac z réwna-
nia (1) w przypadku tréjwymiarowych wspédrzednych Kartezjusza
i przechodzac od nich do wspotrzednych cylindrycznych przy po-
mocy podstawienia

X = r cos$, y = r sin$, xq = rQ cos$o, yQ = rQ sin
Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest funkcja

r2+r2-2r rQ cos($- $0)

YKr.r H#, #.,r) =— — exP("
0 0) WEa T ( 4 aT

Ea

cep b BTE). o)

W przypadku gdy zrédto jest bezkierunkowe, eliminujemy  wplyw
kata przez catkowanie po kacia $ od O do 231. W ten sposob

powstaje funkcja
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r2i< T
#(r.r0, )  AgraTexp A A-ar "eXp” dar W 2aT

G

Transformata funkcji zaleznej od promienia posiada nastepujaca
posta¢ [12J

_ 2 2
il X * X X X.1
Lr"Texp( 4dax ) XV ar J =

xv @ Fxikv (Fi X) dla x>xi (65)

VT XKV <I(F x1> dla X<X1

Transformate réwnania () 1 (3 mozna otrzyma¢ z powyzszedgo wy-

razenia przez formalne podstawienie w prawej stronie rdéwnania
oL i/l L S s

(55) w miejsce y— wyrazenia \ + 79 Tub c*®

Tak otrzymane wyrazenia nie sg tagelowane- Mozna jednak sto-

sujac twierdzenie o splocie znalez¢ funkcje czaswg transfor-

maty

xv " T-)kv f } dla x>X
$(xa3N) = (66)

@)OKkv (T D dla X<X1

W tablicach znajdujemy
O dla 0O0<T<b

't {KO( s)| =. ®n
dla T> b
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2»
for-1
L"1 -[e_bs 1Q(S)j. = 2 br-r2)T1/2 dla 0<r<2b (68)
T>2b
Jesli napiszemy
— (19 as
I @)X (bs) =e“aS I (as) (bs)e (69)
wtedy
-61) - <P
dla X > X. (70)

y (t- ~)2 - ()

lub z zamiang x* 1 x dla x<

Rozwigzanie rownania (2) otrzymamy z (?0)
V({(r-i)2- (2
VvV (x,x1,T) =
(T-7")2 - ()2 <T-—> “ () “u

dla r o >f- D

W przypadku spednienia przeciwnej nierownosci, nalezy przesta-

wi¢ X oraz x°.
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Dyskusja wyrazenia (70) dla x > stosunkowo prosta. Miano-

wicie dla 0<T<—I wyrazenie jest réwne zeru. DlaT= (

staje sie nieskohczenie duze, wiec dla r6znych odlegtosci x w

réznych chwilach. Dla statego x wartos¢ funkcji z biegiem cza-
su maleje monotonicznie do zera. Podobnie przebiega dyskusja w

drugim przypadku.

Wyrazenie podcatkowe (71) mozna przeksztadci¢ przy pomocy

podstawienia u = a siny>, gdzie Wte

dy

72

Tu pierwszy sktadnik sumy ma podobne whkasnosci jak w poprzed-
nim przypadku, drugi zas$ mozna wyliczyC¢ podstawiajgc pod catkag
w miejsce funkcji IM(z) Jej przedstawienie w postaci szeregu
ktdéry jest jednostajnie zbiezny. Bedzie to szereg trygonome-
tryczny w ktérego wspé%czynQiEaﬁg wystgpiag kolejne potegi wy-
razenia af wiec dla T= ¢ ---) sa one réwne zeru, by w

danym punkcie Xx rosng¢ ze wzrostem V
3. Wspoétrzedne cylindryczne (hipercylindryczne)

W tym przypadku

73

W przypadku réwnania (1) mozna oddzielié¢ czes¢ réwnani.a zawie-
rajagca r od zawierajgcej pozostate zmienne przy pomocy pod-

stawienia
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*okk Kk ypnk A = A2 AYXO+L1**"* xn* A (770

Wtedy rdéwnanie rézniczkowe (1) rozpada sie na dwa réwnania, z
ktorych jedno rozwigzuje sie jak w punkcie 2, drugie zas jak w
punkcie 1.

W przypadku rownania () lub (3 mozliwy jest rozkdad postaci

A (rtxBH.—p»»» xn»Y) a £J(r) *2AxXm+1**** Xn* A 75)
lub
AT e XNTA = AR A2 (L R 87
\

Na wyznaczenie funkcji niezaleznych od czasu otrzymuje sie row-
nanie rozniczkowe typu eliptycznego postaci

dzv. m-1 dv>

dr2 * r dr ~ 0 @n
lub
—92V> + ... + =0 a8)
dx 2 (6204
m+1 n

Rozwigzaniem pierwszego rownania jest funkcja

f(r) = rr(m2). @9

Rozwigzaniem drugiego réwnania

fxm*v>*> V =1 (80>
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gdzie:

£ = b+l * XB+110)2 + — + (n " Xn,0)2° G1D)

Wspétrzedne sferyczne (hipersferyczne) (rozwigzania kierun-

runkowe)

4_.1. Uwagi ogo6lne

WspOtrzedne hipersferyczne (rt O0n-1) wprowadzamy za
Stjeltjesem £11j przy pomocy nastepujacych zwigzkéw, 4+aczacych

je z wspodrzednymi prostokgtnymi Kartezjusza

xl = r cos ©O,,

= r sin ©,jcos 02
xQ1l = r sin sin02 ... sinOn2 cosO"
Xxq = r sin0” sin02 ... sin0On 2 sin®n-i*

Spetniaja one relacje

z x1 - 1,2 (83)

Jezeli zmniejszamy liczbe zmiennych, wtedy poczawszy od konhca
nalezy przyja¢ pewng liczbe wspétrzednych O~ roéwng zeru.
Stosujagc wzor na transformacje Laplacianu do wspodrzednych

krzywoliniowych otrzymujemy
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2 .1 N (@fr)ti - -f£>
przy czym
£] = r*x N2 = £n =®n-1 (@5)
h2 =1, h2 = r2, h2 = r2 sin23, hj=r2 sin2 @ sin2 @2
itd. (86)
N ... hn s rn_1l sinll’2 sin““3 €2 ... sin©n_2
hi_ o hn_ R o
hl
h. h @
g- 2=rn“3 sinn“20 ... sin0 2
h 1 a~2
- £~ —* rn“3 sinlF~* 01 sinn"302 ... sin @ 2
h3
itd.

taplacian mozna napisa¢ w nastepujacej postaci
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1 /d x (, n-4 d#y
7sID2a inZg sin”-4c3 803 ™ w3 OS," =

eee. ¥ -5 T T — ¢~ )(«in@ 2 -Sr— =
r sin 0" eee sin0n.3 stn®n 2 @ER*n"2 30n-2
' - - (88)
r2 sin2@© ... sin2@n2 ¢o~ 2"

A-.2. Rozwigzanie postawionego problemu

. 2
Wyrazenie na (r - ro) z przypadku rozpatrzonego w po-

przednim rozdziale nalezy w tym przypadku zastgpi¢ wyrazeniem

n-1
r2 + r2 i 2r rO~T~ cos <{pi cosep”, @9
i=1

Jesli oznaczymy wspotczynniki kierunkowe wektora r w ukta-
dzie prostokgtnym przez cosy™ oraz dla wektora rQ przez

cos”™ Q, Oznaczajac kat miedzy wektorami r i rQ przez pt mamy

> _ cos cosy™ Q = cosy>. (90)

Wprowadzony w ten sposéb kat upraszcza dyskusje, gdyz przy do-
wolnej Hliczbie wspétrzednych ukdad charakteryzowany jest jed-
nym katem. Oczywiscie katy i Q sg funkcjami katéw ON
transformacji (82).

W przypadku réwnania rézniczkowego (1) mamy ogélne wyraze-

nie na n wymiarowe zroéddo kierunkowe
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____________ 2 2F _ory cosy>

Ve (r.rofT-T0)s (\jlfUa(V-ro))a exp(-------- 4a(f-TOl ————-- } (@D

Poniewaz efekt bezkierunkowy przedyskutowano w rozdziale 2»wy-
starczy oznaczajac

N+ r J2
f(r.r0.T-r,) = (T-T0))° «xp(-4~r1° 7)) 92
przedyskutowa¢ wyrazenie

A(rtr0.r-r0) 2r r (cos iP-1) r ? T

T(r,r-»-TT = ** +  da(r-r0) m= exp|”~ 25" ~(cosep-1)J
©3)

jesli oznaczymy

r 3 r_£I

99,
2a(r- to)fr

Jest to funkcja trzech zmiennych* A>, fF, SP.

Przy statej wartosci rQ jJjest Db tylko funkcjg T- “»Gdy T-7/
—* (0, wtedy - » 00» funkcja za$ (93) dazy do jednosci, gdy
cosy? - 1> 0 i1 do +"», jesli cosy><0. Wystepujaca w ostat-
nim przypadku nieoznaczonos¢ mozna usung¢, biorgc pod uwage pet-

ne wyrazenie (91) czyli

exp |-fc2®2 + 1 - 26(cosy>- 1))] (95)
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Funkcja w tym przypadku przybiera wartos¢ réwng zeru i nie ma
efektu kierunkowego.

Przy statym rQ zaleznos¢ od 6 jest prosta, dla & =0 jest
V»=1, dla 6 *m00 jest V>= 0 1lub » zaleznie od znaku wyra-
zenia cos??- 1. W ostatnim przypadku jest wiec osobliwos¢ dla

=«

Dla statych 2y, 6 zaleznos¢ od kata <P, przedstawiajgca e-
fekt kierunkowy, przedstawiona jest w postaci kilku wartosci

podanych w tablicy 1.

Tablica 1
> cosy-1 y
231k] k s OFl12]ee- 0] 1
2 | -0,1,2,... -1 e*p(i 2&26)
@k + 1)3It k =0,1,2,... -2 exp(i 4f2<)

Wprowadzenie w miejsce katow katow  zdefiniora-

*i 1 *i.o
nych réwnaniem (82) daje wyrazenia ze wzgledu na kazdy z katéw

O~ podobnej postaci

cos(Oi -0i>0) «

Jesli wiec katy te sg state, rozklad temperatur odpowiada zroé-
d¥u kierunkowemu skreconemu o kat O ~ O.
W przypadku rownania (2) dla n>4, wprowadzamy w miejsce

r - rQ wyrazenie (89) i oznaczajac
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r- + rat £ o> , . ,
( ° Vv * ) r2 g *1 Scosy = k2 €9
c c

otrzymujemy wyrazenie przedstawiajgce efekt kierunkowy

2 rrft(cosyM) (n_2)/2 /\2_
1t o * ro)? I (n-})/3fe> 1
sh-1) (k-3)/2 *

c« -3)/ A
V 1 TT2-(rir0) 1(n-3)/2@a

11 2rro(co

@n
Jako funkcja kata jest wyrazenie (97) periodyczne,przy czym
dla<p = 0,231, ... przybiera wartos¢ 1, dla P=3Tt 3#» eee war-
t0SC
(n-2)/2

\ (F-'I: FO} oraz ula y ="* g oo

\ 2rr gn-2)72 0 .

\li ; - ,elN\r2 _. 2

1 r - rQ)- u-3)/212ajlr “1

~Noorf» ) , AU ,2 - "o A
r Lurtrof (n-3)/2 4 KL +~T™23)

Pierwszy czynnik wyrazenia (97) jest niezalezny o$ r jesli wy-

razimy r przez rQ, drugi zas jest monotoniczng funkcjg r «
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W przypadku réwnania (3) stosunek analogicznie zbudowanych
funkcji moze by¢ przedstawiony nastepujaco:

n-3
26 (cos</?- 1)
(1 -ZFfFeukzjuU) 1'"/2 \ , JL - - ©@8)

62 + 1 1 26" \ rz _ g2 +1 - 26
2
C

rir Vr2+ r2 - 2rr cosd4

dia r>—+ - i r>L2 — 22—

Jest to funkcja periodyczna kata <p, przy czym przebieg jej
jest ztozony, gdyz ze zmiang kata pierwszy czynnik rosnie i row-
noczesnie drugi maleje.

Przyblizenie mozna sie w przebiegu zorientowa¢ na podstawie
kilku wyliczonych wartosci.
Dla 9= 0 lub 2.U otrzymujemy wartosc¢ 1,

dla = , 33, ... warto$¢ (1 S 7-—-)

+ 62+11i 26
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5. Wspodrzedne cylindryczne (zroddo kierunkowe).

W przypadku réwnanie (1) otrzymujemy

( r3(62 +1 - 26 cos ($- S 9))

A (62 *1 “ > €S

4 ar

Jest to funkcja periodyczna, ktorej niektdére wartosci orienta-

cyjne mozna otrzyma¢ obierajgac podobnie jak wyzej wartosci kag-

ta 4- $0. W przypadku réwnania (2) wprowadzajac
r cos $ ., $\2
ij. Kr--2— — 22 - @ ©°s
(100)
=1/(r- t2)2 -0 2.
otrzymujemy
A 41 Jos 3¢ iican sin(f)Aip
1i + FA?/2 R = . (101)
a c I"(a sin™1)dil
cost?, 1 4
dla -+ 0 b !> reosid r- —
C > i
Wyrazenie a” powoduje zaleznos¢ od kata $ lub DR, Jest to

funkcja periodyczna kazdego z tych argumentéw. Funkcje a”™ i
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sikk) dla statego fi posiadaja tam maksima, gdzie funk-

cja cosfi minima i odwrotnie.

W przypadku réwnania (3) o kierunkowosci decyduje wyrazenie

W - t102)
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CBH3B mmy kiivK _rPHIHA FIMI&EPEHMAAJIEHOrO yPABHEHMIr i
BOBHCBCrO AHUXEHMrf M TEILIICiiPOBOJIHOCTK

(n _ MepHue KocpflHHaTU KapTesas)
(0 - uepHue c$epHuecKHe h uHaHHapHwecKHe KoopjHHaTu),
(HanpaBaeHHae pemeHHa) (HeHanpaBaeHHhie pemeHua)

Pe 3dnme

3 pafioTe paccMaTpHBaioTca w cpaBHHBauT iieacry aoGom > yHKiHH
rpHHa aaa ypaBHeana TenaonpoBOfIHOCTH b cayyae KOHeuHofl u <5ec-
KOHeMHoit CKopocTH £BnxeHHa TenaoTu h aaa ypaBHeHMa BoaHOBoro
SBHzeHHa.

iyHKuMH TpHHa 6hji» noayueiM khk gacTHue cayga« npn HCnoJib-
soBaaHM onepaTopaoro BupaaceHHa (npeodpa30BaHHe Jlanaaca) ®aa ypeB-
HeHHH TenaonpoBosHOCTH b caywae KOHeuHoi+ CKopocTH »BMaceHHa Te-
naoTM.

CONNEXIONS BETWEEN GREENE"S FUNCTIONS OF WAVE MOTION
AND HEAT CONDUCTION DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

The paper discusses in the case of n-dimensional rectangu-
lar Cartesius coordinates, n-dimensional spherical and cylin-
drical coordinates (directional and nondirectional solutions)
for the sake of comparison Greene®s functions, the solutions of
heat conduction equations for finite and infinite heat motion
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velocities and for the wave motion equation. Greene"s func-
tions were accepted as particular cases from the operator ex-
pression (Laplace®s transform) for the heat conduction equa-
tion in the case of finite heat motion velocity.



