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Streszczenie: W pracy przedyskutowano w ukła­
dach n wymiarowych współrzędnych Kartezjusza, 
n wymiarowych cylindrycznych i sferycznych 
(rozwiązania niekierunkowe i kierunkcwe),w ce­
lach porównawczych funkcje Greena, będące roz-, 
wiązaniami równania przewodzenia ciepła w 
przypadku skończonej i nieskończonej prędko­
ści ruchu ciepła i równania falowego. Funkcje 
Greena otrzymano jako szczególne przypadki na 
podstawie wyrażenia operatorowego (transfor­
macja Laplace'a) otrzymanego dla równania prze* 
wodzenia ciepła w przypadku skończonej pręd­
kości ruchu ciepła.

1. Wstęp

W pracy w celach porównawczych rozpatrzono funkcje Greena, 
będące rozwiązaniami trzech typów cząstkorych równań różnicz­
kowych drugiego rzędu:
1. Równania przewodzenia ciepła w przypadku nieskończonej pręd­

kości ruchu ciepła

(1)
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gdzie:
V* - temperatura,
a - współczynnik przewodzenia temperaturowego,
T  - czas,

- operator Laplace'a.
2. Równania przewodzenia ciepła w przypadku skończonej pręd­

kości ruchu ciepła [i - 3]

^  a ar 2 ar2 *6

gdzie:
c - prędkość ruchu ciepła.

3. Równania falowego

sr2‘

2. n-wymiarowy prostokątny układ współrzędnych Kartezjusza

W przypadku n-wymiarowego prostokątnego układu współrzęd­
nych Kartezjusza (x^,... xQ)

a a 2v»
( ł )m=1 m

Jeśli przyjmiemy rozwiązanie równania (1) w przypadku jednowy­
miarowego pojedynczego źródła £1 , A—6] o natężeniu C, umiesz­
czonego w punkcie £ w chwili r, wtedy

*(*• s — TT "  V ■ jexp [- ] (5)
c ^ W 4 n a ( r - r ) L
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gdzie:
c - ciepło właściwe, 
ą - gęstość ośrodka*

Wprowadzając

0  = a ( r - r )

oraz

h = x - 4.

można zamiast (5) napisać

■^(h,©) = -“7=  e"h
2y JT0

źródle (h = 0)

V* (0, 0 ) =
¡y7r0~*

D l a ® — *-0 otrzymujemy ^ ( 0 , 0 ) — ► «». Ze wzrostem 0  
ratura źródła maleje dążąc asymptotycznie do zera.
Dla h = const (stała odległość od źródła) warunek &. 
W h,0) a 0. Dla ®  ji 0 rozwiązanie jest różne od zera, 
tura rośnie i po osiągnięciu maksimum maleje do zera. 
na maksimum daje

(6)

(7)

(8)

(9)

tempe-

: 0 daje
tempera-
Warunek

y» = — i—
B“  hV2tfe

(10)
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Rys. 1. Funkcja pojedynczego źródła. Ha rysunku przedstawiono 
dwie rodziny krzywych d l a ©  = const i h = const. Przedsta­

wiono również krzywe I fp= i II max

Wartość (10) maleje ze wzrostem odległości od źródła h (rys.1 ). 
Innym rozwiązaniem jest dipol cieplny, powstały przez umiesz­
czenie w punkcie x = £ w chwili V  dwu źródeł cieplnych róż­
nego znaku i o stałym natężeniu

9»fh.e) r
3x - " u

2h exp [“ fe} ( 12)

gdzie:
C— - - moment dipola. cą

Ola h = 0 (źródło ciepła) wartość funkcji (12) jest równa ze­
ru. Dla h ć 0, wartość jest skończona. Znak zależy od znaku h.
Wartość zmienia się od zera przez maksimum asymptotycznie do
zera.
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W tym przypadku również równanie (11) przedstawia warunek 
na ekstremum, natomiast

e*e.k.tr> *
8 x b cęyyre 0 ,ekstr

(13)

krzywą I ^  ^

Wartość ekstremum bezwzględnie rośnie dla h — *-0 (rys, 2),
Powyższe wyniki dadzą się łatwo uogólnić na n wymiarów przez

2 n 2zastąpienie (x - £) przez (a^ - lub ze względu na
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podobieństwo z równaniem falowym (w przypadku ośrodka anizo­
tropowego) przez

X!*i(*i - £ i ) 2 
i=1

n_ 2
i

Transformatami Laplace'a funkcji (5) i (12) są odpowiedniop-9]

=  ( 1 4 )

H  (4 l } * exp[-|x (15)

Ponieważ przyporządkowanie funkcji nie jest jednoznaczne, w
przypadku równania (2) i (3) wzięto za punkt wyjścia równania 
W  i (15). s 6̂  sPomijając stałą multiplikatywną i zastępując — przez —■ = —• +2 a a a
+ 2-z, otrzymuje się 8, 10]
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Z tablic [?» 8j otrzymujemy funkcję czasową

LT ~ 1  (T r = = =  -) exp[“ k \ l s ( s + b) ] ys(s + b) *- Y J

0 dla 0<T< k

exp( - I0(|y~r2 - k2) dla T  > k

( 18)

gdzieś

b , S-, k = l i i i La * c ’ (19)

IQ(z) - funkcja Bessela 0 rzędu 1 rodzaju i urojonego argumen­
tu. W przypadku funkcji (15)

(
" p [‘ kV , u ł  b,])=

0 dla 0 < T  < k (20)

exP(- ̂ ~)(-~) io(|^r2 - k2) dia r  >  k

W przypadku równania (18) otrzymujemy dla x = £ (k=0)

exp (- 0,5 bT) I0 (0,5 b"T) dla 0 < r ,  (21)

W chwili początkowej T  = 0 funkcja ta jest równa zeru. Dla 
T — ►oo, po usunięciu nieoznaczności, otrzymujemy również a- 
symptotyczną wartość równą zeru. Z dyskusji pierwszej pochod­
nej wynika, że funkcja ta nie posiada maksimum.
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Dla x czyli k >f O funkcja ta jest równa zeru dla^s
= k. Następnie skokowo przybiera wartość skończoną. Przedsta­
wiając ją j8ko iloczyn dwu czynników: czynnika (21) i
exp(- 0,5 b( V - - k̂ )), wtedy pierwszy czynnik zmienia się
monotonicznie od exp(- 0,5 bk) dla V = k do wartości 1 dla 
V—•■oom Wpływ tego czynnika na drugi jest silniejszy w przy­
padku małych V . Drugi czynnik nie zmienia zasadniczego charak­
teru pierwszego czynnika w iloczynie.

W celu przedyskutowania wyrażenia (20), modyfikujemy je

f bk

2 ^  - k2

I^(z) oznacza pierwszą pochodną funkcji IQ(z) ze względu na 
argument.

W przypadku k = 0(x - £ = 0) funkcja jest równa zeru.
Dla x - Ą / 0 dla T - k = 0 po usunięciu nieoznaczoności2

otrzymujemy - —g— exp(- Góy argument dąży do nieskończo­
ności, funkcja dąży do zera. Podobne zachowanie otrzymujemy dla 
t- k * 0.

Wyrażenia wyprowadzone dla przypadku jednowymiarowego dadzą 
się łatwo uogólnić na n wymiarów przez wprowadzenie w miejsce 
|x | sumy |x̂  w transformatach i za x-£ wyraże-

1 2
nia 2_j (xi ""£}.) w funkcjach czasowych. 

i=1
W przypadku równania falowego (3) najprostsza transformata 

posiada następującą postać

:)exp(- & )  i;(| y /  - k2) dla r > k. (22)

V> (s) = exp [~ -| (x -£ )] . (23)



Związki między funkcjami Greena.. 65

odpowiada jej jako funkcja czasowa funkcja Diraca S (1 - X ),

edzi* r 0 = C'S o")»
Różniczkując wyrażenie (23) ze względu na (x -£), otrzymu­

je się transformatę (24) impulsu dipolowego, całkując zaś 
transformatę (25) funkcji schodkowej

*,(*.4.*) • * £ “ » [ * £ ( * - « ) ]  (2ł)

£ • s) 1 - f  « 7  f  C* -6)] • (25)

odpowiadają im funkcje czasowe

¥>(*.£ ,T) » i ( r --l*-=śL (26)

. .  i  (27)dx c d r  K ('

,T)dx = c H( r -  (28)

gdzie

H(r- r0) = <{
0 dia r < r 0

1 dla V > r0
(29)

Uogólnienie na n wymiarów jest bezpośrednie*
Na rysunku 3 i 4 przedstawiono przebiegi czasowe w przypad­

ku równania (2).
Jako wspólna cecha w wszystkich przypadkach występuje w sta­

łej odległości od źródła wzrost stopniowy lob skokowy tempera­
tury, by po przekroczeniu maksimum (nieciągłości) maleć asymp­
totycznie do zera. W przypadku równania (3) jest to funkcja
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Diraca. W przypadku równania (1) funkcja źródła o podobnych 
własnościach« lecz rozmyta z biegiem czasu. W przypadku równa­
nia (2) wzrost temperatury w danym punkcie odbywa się skokowo.

Dipol w przypadku równania (1) i (2) rozszczepia się z bie- 
giem czasu na dwa impulsy o podobnej postaci, lecz różnego zna­
ku, które rozchodzą się w kierunkach przeciwnych. W przypadku 
równania (3) są to impulsy Diraca. W przypadku równania (2) im­
pulsy posiadają charakter nieciągły.

f
2

* 2 0

2 K

i

Rys. 3. Funkcje

m v > =  e*p (-^gp -Jf2) I0( -je2)
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Rys* 4. Funkcje

2 6XP

2. Przypadek współrzędnych sferycznych (hipersferycznych) 
(rozwiązanie niekierunkowe)

Ze względu na tot że

V 2 y»= V  2 V>= - A r  (— ) (r“ “ 1» r rm-1 v 9 ry ' g r y’ (30)



gdzie:
r - promień,

równanie (1 ) może być napisane w postaci

d 2 V  n~1 0V» 1 3Y>
dr2 + r d r s a d v * ^

Według £11] rozwiązaniem równania (31) jest funkcja

n
V»(r,r .r-T) = (-77= =  " =) exp

2U?fa( r- r0)

6 8 __________________________________________ Józef Szpilecki

r (*■ o  1
[- 4,( r  - t . ) >  (32)

Proste przeliczenie pokazuje, że funkcja dipola nie spełnia rów­
nania (3 1)*

Podobnie jak w rozdziale poprzednim można przeprowadzić dy­
skusję funkcji (32) wprowadzając oznaczenia

r - rQ = h (33)

a ( r - t o) = 0 . (3^)

Wtedy w miejsce (31) otrzymujemy

f i K 0 )  = ,xp (‘
(35)

Funkcja ta posiada podobne własności jak funkcja (5)» W miej­
scu gdzie znajduje się źródło (h = 0) otrzymujemy

V>(O,0) = <-TT=>“ 
2 \ J T 0

(36)
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Funkcja posiada bardziej strome nachylenie, zależne od n, ani­
żeli w wyżej wymienionym przypadku.

Rozpatrując zachowanie się funkcji poza źródłem (h / 0), w 
przypadku©— ►O po usunięciu nieoznaczoności otrzymujemy war­
tość 0, co odpowiada fizykalnej stronie zagadnienia. Badając 
funkcję dla h = const obserwujemy w pewnej odległości od 
źródła stopniowy wzrost temperatury do maksimum i następnie a- 
symptotyczne malenie do zera. Z warunku na ekstremum

Wyrażenie maleje gdy n rośnie. Jakościowo przebieg jest po­
dobny do rozpatrzonego w rozdziale poprzednim.

Podamy jeszcze rozwiązania w przypadku n = 1,2,3.
W przypadku jednowymiarowym (n = 1) dyskusja przebiega po­

dobnie jak w rozdziale poprzednim. W przypadku dwuwymiarowym

Rozwiązanie to w przypadku r = 0 lub rQ = 0 sprowadza się 
do rozwiązania pojedynczego źródła. Gdy wartości te są różne od 
zera, funkcja zmienia się od wartości zero przez ekstremum do 
wartości zero. Warunek na ekstremum posiada postać następującą

0  = —  max 2n (37)

otrzymujemy

(38)

(39)
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W przypadku T - T Q = const funkcja posiada jedyne ekstremum
dla r = 0, więc posiada charakter monotoniczny (rys. 5 )»

W przypadku trójwymiarowym (n = 3) rów­
nanie (1 ) daje się sprowadzić do posta­
ci równania jednowymiarowego, gdy w miej­
sce funkcji Y> podstawi się r f .  W przy­
padku r /  0 dyskusja przebiegu funkcji 
jest analogiczna jak w przypadku jednowy­
miarowym. W punkcie r = 0 funkcja posia­
da dodatkowy biegun. Sąsiedztwo więc tego 
punktu działa na przebieg funkcji znie- 
kształcająco.

W celu przyporządkowania sobie funkcji 
Greena w trzech wymienionych na wstępie 
przypadkach (1 ), (2), (3), transformujemy 
równanie (2) jako najogólniejsze według 
Laplace'a i oznaczamy parametr transforma­

cji przez s, przez Y* (s) transformatę funkcji Y* (70 • Transfor­
mata równania (2) posiada następującą postać

Rys. 5« Przebieg 
funkcji (39)

d f (s) n - 1 d7(s) 
dr2 + r dr

(f + % m s )  = ° (41)
c

jest to równanie typu Bessela

d2.v
dr2

1 - 2cc d.y , „ 2 cc2 - p2,
r

= o, (42)

przy czym

pi = 2 - n

p = - ci



Związki między funkcjami Greena.. 71

£ = 1 y  i + 4  • 1 ^ 5)

Całki szczególne równania posiadają następującą postać

V>(s) = r1"n/2 Z+Cl_n/2) ( \ J  i  + ^ 2 * 1 r>* 

gdzie Z+, (x) jedna z funkcji Bessela."•K
Argument funkcji (44) można przekształcić

Przechodząc do przypadku (1) otrzymujemy w argumencie
g

przypadku zaś równania (3) wyrażenie — .c
Wyboru funkcji Bessela możemy dokonać, uważając rozwiązanie 

równania (1) jako szczególny przypadek rozwiązania (44). Więc

V (s) = r1 " n/2 Z+(l_n/2) (^f i r), i = ̂ 1 .  (46)

Ponieważ w równaniu (1) s jest parametrem, można pomnożyć roz­
wiązanie równania przez dowolną stałą i dowolną funkcję s. W 
ten sposób rozwiązanie równania (46) można zastąpić następują­
cym

V (•) = 1 Zl(l.n/2)( ^  1 (r i r0)). (4?)

W tablicach [10] znajdujemy następującą zależność

LjtV“ 1 exp(- t^)| = 2 ( l ^ ) V /2 (al / 2 s1/2) 4̂8)
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dla Re a > O, Re s > O, gdzie Re - część rzeczywista.
Inny związek jest następujący

*x f ( -  f e > }  ■ s s  ‘ a F K  (49)

Dla n > 2  znak wykładnika jest ujemny. Nie jest to istotne, 
ponieważ zachodzi relacja

KV W  = K-v ^ (50)

Obierając jako transformatę funkcję K+v(x), otrzymujemy w pr̂ - 
padku równania (1)

? ( * )  = ((r  i  r0) ^ f ) 1- n/2 Ki ( W 2 ) ( y !  (r 1 r0) ) .  (51)

Przez prostą zmianę argumentu otrzymujemy transformaty w dwu 
pozostałych przypadkach. W przypadku równania (2)

V’(s) = ((r 1 '¿\[i
s >1-n/2+ 2 ) 
c n/2) + ro>>

(52)

o następującej funkcji czasowej

L-1 {z1/2n -1/2(^s2 - b2)-"9 V a\f 2S - b ) =

0 dla 0 < t < a

b1/2 " V a ~ V ( ) J t 2 - a2)V-V2 iv_i/2(by t2 - b2)

dla Re-p>-1/2, t>a, (53)
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przy czym Ip(z) funkcja Bessela 1 rodzaju urojonego argumen­
tu. W przypadku równania (3) otrzymujemy następującą transfor­
matę

¥(■) - (( r i r j  f ) 1 - ' 2 Kt(, ... (s 1 ^ 2). (54)(l-n/2)

W tablicach znajdujemy

L"1{ (+ |)s_ V K^(as)| =
0 dla 0 < t < a

2" V *  (y t 2 - a2 ) 2' ’ ' 1

(55)

dla t >  a.

Dyskusja rozwiązania dla n >  4 przebiega prosto. Ze względu
2

na przesunięcie argumentu o b s  “  w miejsce (53) należy na­
pisać

+r - r

K r , r o,T) =

0 dla 0 <  T  <  (----- 2)

c V w _ -oexp(- )(—

I , (Sf, \/r 2 _ ,r ^ ro,2) r i r
. - ¥ (2a f  ‘ ( = } }--dlar^(-----

(56)

W celu przedyskutowania ostatniego rozwiązani a,wprowadzamy dla
+r - r.

* > ( — Ą



74 Józef Szpilecki

e2 \ b  /  1 ro,2
* * ST r ■ - (5?)

i wtedy

V’(rłro,t) = V’1(r,ro,t) ^(r.r^t), (58)

gdzie

e2TV’1(r,r0,t) = exp(- + x), (59)

r i r 1-n/2 (n-3)/2
V2(r,ro.r) = . (— 5— 2) (£§) (60)

c

c2 r " roFunkcja V ^ ( r , r Q,V) jest rosnąca od exp(- ̂  —  ---) dla
r - ro

X = ------ do 1 dla T —~<x>.c , + s +(r - r ) r - r
Jeśli chodzi o funkcję (60), to dla   ¿OdlaTT= ------c c
otrzymujemy wartość równą zeru. Podobnie dlaT-*-°°, ponieważ w 
tym ostatnim przypadku przeważa wpływ funkcji wykładniczej, co 
wynika z asymptotycznego przedstawienia funkcji I^n 7,^2(x).

Ze względu na ciągłość funkcja ta posiada w miejscu pośred­
nim wartość ekstremalną. Warunek na ekstremum przedstawiony 
jest równaniem

(-1 + 5=i*)I(n_ 3)/2(x) + I(n-5)/2(x) = °* ( 61)

Na rysunku 6 przedstawiono schematycznie graficzna rozwiązanie 
równania. Wartość zerowa możliwa jest między x = 0 i x=n-3.
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Rys. 6. Graficzne rozwiązanie równania (6l)

Ponieważ przedział, w którym leży maksimum, jest zależny od 
n, należy spodziewać się również, że położenie maksimum zależy 
od n. Z rozpatrywania równania (57) określającego x, wynika dla 
x = const jako związek między czasem Ti (r * t q ) równanie 
hiperboli (odpowiadającej x dodatnim)

z2(%)2 + (— jr—̂ ) = r 2. (62)
c

Można to rozumowanie w szczególności zastosować do x = max.
Dla stałego T  równanie (62) przedstawia elipsę. Ze względu na 

r -  r 1-n/2
czynnik ( ■ •-— ) , w którym wykładnik jest ujemny w miej-c ^
scu r = -  r Q występuje biegun funkcji. Ze wzrostem r - r Q 

czynnik ten zmniejsza wartości funkcji. W biegunie funkcja jest 
nieskończenie duża, ze wzrostem odległości od źródła maleje.

Jeżeli chodzi o iloczyn (58), to ze względu na monotonicz- 
ność pierwszego czynnika przebieg jest jakościowo podobny do 
przebiegu wyrażenie (60).
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Stosunkowo prosta jest dyskusja funkcji (55). Wartość jej 
poniżej wartości a jest równa zeru, w punkcie t = a staje
się nieskończenie duża, po czym maleje stopniowo do zera, ze
względu na dodatni znak wykładnika.

W uzupełnieniu powyższych rozważań podano dyskusję przypad­
ków szczególnych dla n = 3 i 2.

Szczególnie prosto dyskutuje się przypadek n = 3. Odpowia­
da on współrzędnym biegunowym (przypadek symetryczny). Jak w 
przypadku równania (1) można w przypadkach równań (2) i 3 spro­
wadzić zagadnienie do przypadku n = 1, wprowadzając funkcję 
rV»(r,ro,r) lub (r -  rQ)'V7(r,r0,T). Jedyna różnica w porówna­
niu z tym przypadkiem polega na tym, że funkcja posiada biegun 
w punkcie r = 0 lub r = -  rQ.

Przypadek n = 2 można przedyskutować, wychodząc z równa­
nia (1) w przypadku trójwymiarowych współrzędnych Kartezjusza 
i przechodząc od nich do współrzędnych cylindrycznych przy po­
mocy podstawienia

x = r cos$, y = r sin$, x q = rQ cos$o, yQ = rQ sin 

Rozwiązaniem równania różniczkowego jest funkcja

YKr.r ,#, # ,r) = — —  exP("0 0 WEa T
r2 + r2 - 2 r rQ cos($- $0)

4 aT

f *♦’ O \. exp ( 5Tr“ ). (63)

W przypadku gdy źródło jest bezkierunkowe, eliminujemy wpływ 
kąta przez całkowanie po kącia $ od 0 do 2 31. W ten sposób 
powstaje funkcja
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ł(r.r0,T) , r 2 ł <  fA 3T a T exp  ̂ A-ar  ̂eXp  ̂ 4ar W  2aT
(64)

Transformata funkcji zależnej od promienia posiada następującą 
postać [12J

2 2 x +i 1 x + x x X . 1
L ^ T e x p (  4ax ) XV 2̂ar J  =

xv (V f xi)Kv (f i x) dla x>xi

(Vf x)KV <l(f x1> dla X<X1

(65)

Transformatę równania (2) i (3) można otrzymać z powyższego wy­
rażenia przez formalne podstawienie w prawej stronie równania

i/l“ ^(55) w miejsce y — wyrażenia \

Tak otrzymane wyrażenia nie są tabelowane. Można jednak sto­
sując twierdzenie o splocie znaleźć funkcję czaswą transfor­
maty

s . s + “o lub •2 cc

$(xa3^) =
xv (” T -)kv (f } dla x > X1 

(? )Kv (_T l) dla X < X 1

( 66)

W tablicach znajdujemy

I' 1 {K0(b s)| = .
0 dla 0 <  T <  b

(67)
dla T >  b
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L" 1 -[e_bs IQ(bs)j. =
for-1

(2 b r - r 2)"1/2 dla 0 < r < 2b (68)
T > 2b

Jeśli napiszemy

I (a s)K (b s) = e“aS I (a s)K (b s) easo' 7 o' (69)

wtedy

- ó 1) - <f>

y  ( t -  ^ ) 2 - (f:
dla x > x. (70)

)‘

lub z zamianą x^ i x dla x <  .
Rozwiązanie równania (2) otrzymamy z (?0)

V'(x,x1,T) =

( T - ^ ) 2 - (f)2

V ( r - i )2 - (f) 2

X f _________

dla
I

r -r- >f-

/ r  1>2 , x N2 2
<T -  — > “  (7 ) “  u

(71)

W przypadku spełnienia przeciwnej nierówności, należy przesta­
wić x oraz x^.
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Dyskusja wyrażenia (70) dla x > stosunkowo prosta. Miano-

staje się nieskończenie duże, więc dla różnych odległości x w 
różnych chwilach. Dla stałego x wartość funkcji z biegiem cza­
su maleje monotonicznie do zera. Podobnie przebiega dyskusja w 
drugim przypadku.

Wyrażenie podcałkowe (71) można przekształcić przy pomocy

Tu pierwszy składnik sumy ma podobne własności jak w poprzed­
nim przypadku, drugi zaś można wyliczyć podstawiając pod całką 
w miejsce funkcji I^(z) jej przedstawienie w postaci szeregu 
który jest jednostajnie zbieżny. Będzie to szereg trygonome­
tryczny w którego współczynnikach wystąpią kolejne potęgi wy-X + X1rażenia af więc dla T= (—  ---) są one równe zeru, by w
danym punkcie x rosnąć ze wzrostem V •

3. Współrzędne cylindryczne (hipercylindryczne)

W tym przypadku

Iwicie dla 0 < T < —  wyrażenie jest równe zeru. DlaT= (

podstawienia u = a siny>, gdzie 
dy

Wte

(72)

(73)

W przypadku równania (1) można oddzielić część równani.a zawie­
rającą r od zawierającej pozostałe zmienne przy pomocy pod­
stawienia



* * * * x n *  ^  =  ^ 2 ^ x o + 1 * * ' *  x n ’ ^  ( 7 ^ 0

Wtedy równanie różniczkowe (1) rozpada się na dwa równania, z 
których jedno rozwiązuje się jak w punkcie 2, drugie zaś jak w 
punkcie 1.
W przypadku równania (2) lub (3) możliwy jest rozkład postaci

â (rtxBH.-j»»»» xn»̂ ) a £j(r) *2^xm+1**** Xn* ^  (75)
lub

>̂(r»xm+'l»‘ •• Xn'^ = '̂j(r*̂ ) ^2(Xm+1 **** xn^* (78^
\

Na wyznaczenie funkcji niezależnych od czasu otrzymuje się rów­
nanie różniczkowe typu eliptycznego postaci

d ZV m - 1 dV>
d r 2 * r  d r  ~ 0 (?7)
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lub

d 2V>- — + .... + = 0 (78)
d x 2 ć?xm+1 n

Rozwiązaniem pierwszego równania jest funkcja

f(r) = r”(m~2). (79)

Rozwiązaniem drugiego równania

f(xm * V *  V  = I (80>
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gdzie:

£  = (xb+1 “ XB+1 f0)2 + —  + (xn " Xn,0)2‘ (81)

Współrzędne sferyczne (hipersferyczne) (rozwiązania kierun- 
runkowe)

4.1. Uwagi ogólne
Współrzędne hipersferyczne (rt 0 n-1) wprowadzamy za

Stjeltjesem £llj przy pomocy następujących związków, łączących 
je z współrzędnymi prostokątnymi Kartezjusza

x1 = r cos ©,,
= r sin ©,j cos 0 2

xQ_1 = r sin sin 0 2 ... sin 0 n_2 cos 0 ^

xq = r sin 0  ̂ sin 0 2 ... sin 0 n_2 sin ® n-i*

Spełniają one relację

Ż  x l  - 1 , 2 •  ( 8 3 )

i=1

Jeżeli zmniejszamy liczbę zmiennych, wtedy począwszy od końca 
należy przyjąć pewną liczbę współrzędnych 0  ̂ równą zeru.

Stosując wzór na transformację Laplacianu do współrzędnych 
krzywoliniowych otrzymujemy



2 . 1  ^  (afr)(hi -  -f£>

przy czym

£| = r* ^2 = £n = ®n -1 (85)

h2 = 1 , h2 = r2, h2 = r2 sin2ą ,  hj=r2 sin2 @1 sin2 @2 

itd. (86)

^  ... hn s rn_1 sin11” 2 sin“ “ 3 ©2 ... sin ©n_2

h1_ hn h .2 - h1 ... hn
h1

h. h (8?)
 g— 2- = rn“ 3 sinn“ 2 0 ... sin 0  2

h 1 a~2

82__________________   Józef Szpilecki

—   £— —  * rn“ 3 sinIl“^ 0 1 sinn"3 0 2 ... sin ©q_2

h3
itd.

Łaplacian można napisać w następującej postaci
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1 / d x ( , n-4 d"# y
7 slD2ą  .in2ą  sin”-4 ©3 803’ ^  W3 OS,' *

.... ł -5 5-------- “ T“----------  (— ^  )(«in@ 2 - S r — '*
r sin 0^ ••• sin^0n.3  sŁn®n_2 ®®*n^2 30n-2

i _ _ _

r2 sin2 ©1 ... sin2 @n_2 ć © ^ 2 ’
(88)

A-.2. Rozwiązanie postawionego problemu
. 2Wyrażenie na (r - ro) z przypadku rozpatrzonego w po­

przednim rozdziale należy w tym przypadku zastąpić wyrażeniem

n-1

r2 + r2 i 2r r0^T^ cos <pi cosęp^, (89)
i=1

Jeśli oznaczymy współczynniki kierunkowe wektora r w ukła­
dzie prostokątnym przez cosy^ oraz dla wektora rQ przez 
cos^ Q, Oznaczając kąt między wektorami r i rQ przez <p t mamy

n-1
(90)>  . cos cosy^ Q = cos y>.

Wprowadzony w ten sposób kąt upraszcza dyskusję, gdyż przy do­
wolnej liczbie współrzędnych układ charakteryzowany jest jed­
nym kątem. Oczywiście kąty i Q są funkcjami kątów 0^
transformacji (82).

W przypadku równania różniczkowego (1) mamy ogólne wyraże­
nie na n wymiarowe źródło kierunkowe
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2 2 + ------------  r + r - 2r r cosy>
V»(r.rofT-T0)s (̂ \jlfUa(V-ro))a exp(--------4a(f-T0l------ } (91)

Ponieważ efekt bezkierunkowy przedyskutowano w rozdziale 2 »wy­
starczy oznaczając

^  + r j2
f(r.r0.T- r„) = (T - T0))° «xp(- 4^ ! ° ^ ) ) (92)

przedyskutować wyrażenie

^(rtr0.r-r0)
T(r,r- »r-T T  = *** (+

2r r (cos iP-1 ) r ? T
■)= exp|^ 25̂  ̂ (cosęp-l )J4a(r-r0)

(93)

jeśli oznaczymy

r 3 r_ £T

(99,

2a(r- t0)ff

Jest to funkcja trzech zmiennych* A>, ff , SP.
Przy stałej wartości rQ jest Jb tylko funkcją T-  “̂ »Gdy T-7^ 
— *• 0, wtedy — ► 00» funkcja zaś (93) dąży do jedności, gdy 
cosy? - 1 >  0 i do +'*», jeśli cosy><0. Występującą w ostat­
nim przypadku nieoznaczoność można usunąć, biorąc pod uwagę peł­
ne wyrażenie (91) czyli

exp |-fc2(62 + 1 - 26(cosy>- 1 ))] (95)
o
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Funkcja w tym przypadku przybiera wartość równą zeru i nie ma 
efektu kierunkowego.

Przy stałym rQ zależność od 6 jest prosta, dla & =0 jest 
V»= 1 , dla 6 *■ 00 jest V>= 0 lub »  zależnie od znaku wyra­
żenia cos??- 1. W ostatnim przypadku jest więc osobliwość dla 
r =«>.

Dla stałych ź̂j, 6 zależność od kąta <P, przedstawiająca e- 
fekt kierunkowy, przedstawiona jest w postaci kilku wartości 
podanych w tablicy 1 .

Tablica 1

v> cos y -1 y

231 k| k s Of 1 12|• • • 0 1

"2 “ jf, - 0,1 ,2,... -1 e*p(i 2&26)
(2k + 1 )3lt k = 0,1,2,... -2 exp(i 4fc2<>)

Wprowadzenie w miejsce kątów *i 1 *i.o kątów zdefiniora-
nych równaniem (82) daje wyrażenia ze względu na każdy z kątów 
0  ̂ podobnej postaci

cos(0i - 0 i>o) “

Jeśli więc kąty te są stałe, rozkład temperatur odpowiada źró­
dłu kierunkowemu skręconemu o kąt 0  ̂ 0.
W przypadku równania (2) dla n>4, wprowadzamy w miejsce 
r - rQ wyrażenie (89) i oznaczając
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(r- ł r 2n t  Zrr cos(l>) , ♦
° V *  r2 g * 1 Scosy = k2 (9Ć)

c c

otrzymujemy wyrażenie przedstawiające efekt kierunkowy

11 t  °
2rrrt(cosyM) (n_2) / 2

(k-3)/2 *
t + \2(r - rQ)

l I 2rro(cos^

V 1 T T 2-(rir0)

os^-1 ) 
“

I ( n - } ) / Jfe> ̂ 2 - ]

I(n-3)/2(fa ^

(97)

Jako funkcja kąta jest wyrażenie (97) periodyczne,przy czym 
dla<p = 0,231, . . .  przybiera wartość 1 , dla <P = 3Tt 3#» ••• war-
t OSC

\
(n-2)/2

(r + ro} . „ >r -r r oraz ula y  = “ * •••

(n-2)/2\ 2rr v 0_.______
\|i ; — ,ęl\ r 2  _ , 2  

! (r - rQ)- U-3)/2l2 a | r “ 1

4
 ̂ rf» , A U  , 2 - " o  A

' " J + ,2 (n-3)/2 \| “ k1 + ~ T " 2J)T % *r -vr-ro)

Pierwszy czynnik wyrażenia (97) jest niezależny oś r jeśli wy- 
razimy r przez rQ, drugi zaś jest monotoniczną funkcją r «
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W przypadku równania (3) stosunek analogicznie zbudowanych 
funkcji może być przedstawiony następująco:

n-3
2 6 (cos</?- 1 )

( 1 - Z f e u Ł zjU) 1 ' " /2 \ ,  J L — -  (98)
62 + 1 i 26" \ r 2 _ g 2 + 1 - 26

2c

r i r V r2 + r2 - 2rr cos <fi
dia r > — -r— - i r > !— 2 -— 2-----

Jest to funkcja periodyczna kąta <p , przy czym przebieg jej 
jest złożony, gdyż ze zmianą kąta pierwszy czynnik rośnie i rów­
nocześnie drugi maleje.

Przybliżenie można się w przebiegu zorientować na podstawie 
kilku wyliczonych wartości.
Dla <p = 0 lub 2.U otrzymujemy wartość 1,

1 - n /2
dl a = , 3 31 , ... wart ość (1 - — 5-----7---)

+ 6 2 + 1 i 26
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5. Współrzędne cylindryczne (źródło kierunkowe). 

W przypadku równanie (1) otrzymujemy

r^(62 + 1 - 26 cos ($ - $  ))( o o
---------------- 5TF--------------

exp (- Ą  (6Ź * 1 “ 26") (99)
4 ar

Jest to funkcja periodyczna, której niektóre wartości orienta­
cyjne można otrzymać obierając podobnie jak wyżej wartości ką­
ta 4 -  $0. W przypadku równania (2) wprowadzając

ij.
r cos $  „K r - -2— — 2)2 - (■r ęos$ \ 2

= 1 / (r- t2 ) 2 - 0 2.

(100)

otrzymujemy
. c / z_ ^ _ + r_|os j  i i ( a  ̂ sin( f)Aip

i _ ?/21  + r
a c ^  I^(a sin^1 )dî l

( 101)

dla
r cost?L I 4-f- 0 0 >  rcos v> r- —c > i

Wyrażenie a ^  powoduje zależność od kąta $ lub r)>Q, Jest to 
funkcja periodyczna każdego z tych argumentów. Funkcje a^ i
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sin<f>) dla stałego fi posiadają tam maksima, gdzie funk­
cja cos fi minima i odwrotnie.

W przypadku równania (3) o kierunkowości decyduje wyrażenie

W -  t102)
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CBH3B m m y  fcyHKUkiiMK rPIlHA flMi&EPEHMAAJIŁHOrO yPABHEHMri 
BOBHCBCrO AHUXEHMrf M TEI1JICiiPOBOJIHOCTK
(n _ MepHue KocpflHHaTU KapTesas)

(n - uepHue c$epHuecKHe h uHaHHapHwecKHe KoopjHHaTu), 
(HanpaBaeHHae pemeHHa) (HeHanpaBaeHHhie pemeHua)

P e 3 d m e

3 pafioTe paccMaTpHBaioTca w cpaBHHBauT iieac^y co<5om c*>.yHKi;HH 
rpHHa a a a  ypaB H eana  TenaonpoBOflHOCTH b c a y y a e  KOHeuHofl u <5ec- 
KOHe^Hoił CKopocTH £BnxeHHa TenaoTu h a a a  ypaBHeHMa BoaHOBoro 
SBHzeHHa.

iyHKuMH TpHHa 6hji» noayueiM khk qacTHue cayqa« npn HCnoJib- 
soBaaHM onepaTopaoro BupaaceHHa (npeodpa30BaHHe Jlanaaca) ®aa ypaB- 
HeHHH TenaonpoBosHOCTH b caywae KOHeuHoił CKopocTH »BMaceHHa Te- 
naoTM.

CONNEXIONS BETWEEN GREENE'S FUNCTIONS OF WAVE MOTION 
AND HEAT CONDUCTION DIFFERENTIAL EQUATIONS

S u m m a r y

The paper discusses in the case of n-dimensional rectangu­
lar Cartesius coordinates, n-dimensional spherical and cylin­
drical coordinates (directional and nondirectional solutions) 
for the sake of comparison Greene's functions, the solutions of 
heat conduction equations for finite and infinite heat motion



Związki między funkcjami Greena.. 91

velocities and for the wave motion equation. Greene's func­
tions were accepted as particular cases from the operator ex­
pression (Laplace's transform) for the heat conduction equa­
tion in the case of finite heat motion velocity.


