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NUMERYCZNE ROZWIAZANIE KRZEPNITCIA
PLASKIEJ WARSTWY

Streszczenie. W pracy zastosowano iloraz roi-

nicowy wsteczny do rozwigzania przewodzenia
ciepta w plaskiej warstwie 2z réwnoczesng

zaiang stanu skupienia (krzepniecie). Poczagt-

kowa temperatura ukdtada jest rowna temperatu-

rze zmiany fazy. Va zewnetrznej powierzchni

warstwy przyjeto istnienie konwekcji przy nie-
zmiennym wspodczynnikaeC wnikania ciepta. O0-

trzymany ukdad roéwnan rozwigzano metodg ite-

racji-

1* Wstep

Problem przekazywania ciepta w przypadku roéwnoczesnej zmia-
ny stanu skupienia jest bardzo skomplikowany. Zasadniczg trud-
noscig przy wyznaczaniu pola temperatury w takim przypadku jest
zjawisko przemieszczania sie granicy rozdziatu faz. Szybkos¢
przesuwania sie tej granicy jest zmienna w sposéb wynikajacy z
rownan bilansu energii.

Ze wzgledu na trudnosci zagadnienie rozwigzanow sposoéb ici-

H jedynie dla pé#przestrzeni przy warunkach brzegowych
pierwszego rodzaju. Istniejg rowniez rozwigzania przyblizone
dla innych geometrii i warunkéw brzegowych (@2, 3» 6» 2J= Ma-
dejski [4, 5] opracorat zagadnienie krzepniecia ptaskiej war-

stwy cieczy na grubej ptycis. Zaktadat przy tym» ie temperatu-
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raw zakrzeptej fazie stalej 1w phycie opisana jest linig
prosta,

W niniejszej pracy przedstawiono metode numeryczng, Rozwig-
zany zostat problem krzepniecia plaskiej warstwy przy warun-

kach brzegowych trzeciego rodzaju,

2. Metoda rozwigzania

Dla wyznaczenia pola temperatury w rozwazanym ukdadzie na-
lezy rozwigza¢ réwnania bilansu energii:

dla fazy ciekdej oraz (1)
ot2 Q21t2
9z:=za2 0x2

dla fazy stalej.
Na granicy rozdziatu faz (X =8,) spedniony jest warunek

\ Q 1 aodr * Qtz (2)
M i =ghdT“~™ "0l %=

Przyjete zostanie, ze faza ciekda posiada temperature rowng
temperaturze tQ, w ktorej zachodzi zmiana fazy, W chwili T=o0
spetnione sg warunki 8(0) s 0, t2(x,0) s "o=0«

Na zewnetrznej powierzchni warstwy ciepto przeptywa do oto-
czenia na drodze konwekcji przy niezmiennym wspodczynniku c€

wnikania ciepta
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W dalszych rozwazaniach indeks 2 bedzie pomijany t = t™« Ce-
lem rozwigzania zagadnienia warstwa zostanie podzielona na n
stref o grubosci Ax kazda (Ax = . Réwnania bilansu ener-
gii oraz warunki brzegowe zostang przedstawione w postaci roz-
nicowej. Druga pochodna wzgledem wspotrzednej x  zastgpiona
zostanie ilorazem réznicowym centralnym. Istniejg dwa sposoby
zastagpienia pierwszej pochodnej wzgledem czasu ilorazem rézni-
cowym: iloraz przedni lub iloraz wsteczny. W zagadnieniach nie

zwigzanych ze zmiang fazy przyjmowany jest z regudy iloraz roz
nicowy przedni. Otrzymuje sie wowczas rozwigzanie stabilne o
bardzo wygodnym algorytmie. Proponuje sie w niniejszej pracy
zastgpi¢ pochodng wzgledem czasu T przez iloraz réznicowy

wsteczny.
Dla stref nie sgsiadujacych z brzegiem warstwy oraz z gra-

nicg rozdziatu faz otrzymuje sie zaleznosc¢

Dla strefy sasiadujacej z granica rozdziatu faz rownanie(A-)

nalezy zastgpi¢ réwnaniem

(5)
Warunek brzegowy (3) przyjmie postac¢ nastepujaca

(6)

gdzie tZ oznacza temperature fazy statej na zewnetrznej po-

wierzchni warstwy.
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Analizowane zagadnienie zostato zatem sprowadzone do roz-

wigzania nastepujacego ukdadu réwnan

B0 =M @)
gdzie macierze
*z,k
1,k
H- 2R (8)
~n._k
0 o
ATa ° °
M - 1 (o] o]
-{?7e »
JEx¢oc
27,

“‘n>k.n Taali
* ATa
_t 1&IL (10)

2tk-1 ATa

¢ G
n*k-1 ATa
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W przypadku, gdy n=1 macierz [V] jest opisana wyrazeniem

_ 1+ ®) e
2K
W = (11

* _ W ]

Poniewaz wielkos¢ AT moze przyjmowac dowolne wartosci, za-
tem dobierana jest w taki spos6b, by w czasie AT zakrzepta ca-
+a kolejna strefa warstwy (Ek ” £k-|] = (A*)). Oznacza to, ze
AT jest wielkoscig zmienng wynikajgca z warunku brzegowego(2)
Umozliwia to znaczne uproszczenie schematu rozwigzania. Nie
jest bowiem mozliwe zaistnienie takiej sytuacji, aby tylko
czes¢ strefy ulegla zakrzepnieciu. Wowczas réznicowe roéw-
nania bilansu energii przyjedyby bardziej skomplikowanag postach

Warunek brzegowy (2) przyjmie zatem nastepujgca postac

-1 k-1
- zk n'I'axk) ) (12)

w przypadku ilorazu réznicowego przedniego oraz

tn k

2K A 1o« W 13)

w przypadku ilorazu réznicowego wstecznego.

Jezeli za podstawe rozwazan przyjete zostanie wyrazenie(13)
wowczas nieuniknione jest rozwigzywanie zagadnienia metodg ite-
racji. Przyjmujac iloraz réznicowy przedni (rown. (12)) mozna
unikng¢ niezbednego procesu iteracji, a obliczenia w wielu
przypadkach mozna wykona¢ recznie z pominieciem maszyn cyfro-

wych.
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3. Przykd#ad obliczen

Obliczenia wykonano dla nastepujacych wartosci: oc= 200

tf=-20°C. *.2~n, e = 103 e = 2.103 ,=40 jg,
R =4.10"2 B.
Warstwa podzielona zostata na n=4 czesci. Wyniki obliczen

przedstawiono na rysunkach 1 i 2.

x/R

Rys. 1. Rozk#ad temperatury w warstwie dla przypadku ’dw

Krzywa a na rysunku 2 przedstawia rezultat uzyskany po
zastosowaniu metody zaproponowanej przez Madejskiego {4t 5J.
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W metodzie tej dla wyznaczenia zaleznosci £, uzyskuje sie

uktad réwnan

ft [q~+ F2(10 - tz)] - § * £ =C<tz - tf)

(1*)

Rownania (14) zostaly rozwigzane numerycznie przy czym sta-
rano sie zachowa¢ dokdtadnos¢ zblizong do dok*adnosci przedsta-

wionej metody numerycznej.

Rys. 2. Zaleznos¢ potozenia granicy £, rozdzialu faz od cza"
suT

a - metoda Madejskiego, b - metoda numeryczna (warunek brzegO*®
wy (13)), o - metoda Goodmanna, d - metoda numeryczna (warunel

brzegowy (15))
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Krzywa c¢ na rysunku 2 uzyskano w wyniku zastosowania me-
tody Goodmana [2]. M metodzie tej wykorzystano pojecie tzw.
warstwy termicznej oraz zatozono rozk¥ad temperatury w postaci
wielomianu drugiego stopnia.

W poblizu brzegu warstwy (mate £,) wystepuja duze réznice na-
chylenia krzywych a i b oraz c¢ (rys. 2) co spowodowane jest
przez ré6zne opisanie warunkéw na granicy rozdziatu faz. Zasto-
sowanie ilorazu réznicowego przedniego (réwn. (12)) daje po-
czatkowo zbyt szybkie przesuwanie sie granicy rozdziatu faz.
Wpdyw warunkoéw zewnetrznych przy duzych wartosciach £ jest
mniejszy w zwigzku z czym nachylenia krzywych sg  zblizone do
siebie.

Znacznie doktadniejsze rezultaty mozna uzyska¢, jezeli wa-
runek brzegowy (12) zostanie zastgpiony nastepujacym wyraze-
niem

ot 1 ot i

" ' 15)

W przypadku tym niezbedne jest jednak przeprowadzenie procesu
iteracji dla wyznaczenia kazdorazowego rozkdadu temperatury.
Proces iteracji jest szybko zbiezny. Na ogét juz po trzech ite*
racjach uzyskuje sie wyniki dokkadne. Rezultaty obliczen przed-
stawia krzywa d (rys. 2). Rozk¥ad temperatury w warstwie
przedstawiony jest na rysunku 1. W miare oddalania sie powierz-
chni rozdziatu faz od brzegu warstwy rozkd#ad ten =zbliza sie
coraz bardziej do linii prostej czyli do rozktadu jaki zaist-
niatby w stanie ustalonym. Zaleznos¢ potozenia wspotrzednej £
od czasu przedstawia krzywa d na rysunku 2. Zgodnos¢ z meto-

da Goodmana jest bardzo dobra.
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4. Wnioski

Przedstawiona metoda zilustrowana zostata na przykdadzie
plaskiej warstwy jednak moze by¢ zastosowana z powodzeniem réw-
niez dla innych geometrii i warunkéw brzegowych. Zaletg metody
jest jej prostota i ogoélnos¢. W pewnych przypadkach, szczegol-
nie po dokonaniu podziatu analizowanego obszaru na duzg ilosc
czesci, zachodzi¢ moze koniecznos¢ rozwigzywania ukdadu wielu
rownan. Wowczas niezbedne jest wykorzystanie maszyny cyfrowej.
Jednakze nawet w takim przypadku czas obliczen nie jest zbyt
dtugi ze wzgledu na posta¢ macierzy (9).

Przedstawione rozwigzanie po odpowiedniej modyfikacji moze
by¢ zastosowane réwniez w zagadnieniach przestrzennych, przy
czym ilos¢ réwnan do kazdorazowego rozwigzania bykaby odpowied-
nio wieksza.

Zastgpienie pochodnej wzgledem czasu przez iloraz roznicowy
wsteczny posiada réwniez te korzystng wkasciwosé, ze nie stwa-
rza ograniczenia odstepu AT czasu. Uktad rownan C7) posiada bo-
wiem rozwigzanie dla kazdej wartosci AT. Wielkosci ATnie moz-
na jednak zwiekszaC nieograniczenie poniewaz posiada ona wplyw
na dok¥adnos¢ obliczen.

Wykorzystanie wyrazenia (15) dla warunku brzegowego na gra-
nicy rozdziatu faz okazato sie bardzo korzystne. Nawet w pobli-
zu brzegu obszaru uzyskuje sie wyniki niewiele roéznigce sie od

metody Goodmanna.
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T o 0 o

a

Wykaz wazniejszych oznaczen

- wspotczynnik wyréwnywania temperatury,

- ciepto wkasciwe,

- ciepto zmiany stanu skupienia(krzepniecia),
- p6t grubosci phyty,

- temperatura osrodka otaczajgcego warstwe,

wspotczynnik wnikania ciepla,

gestosce,

wspotczynnik przewodzenia ciepla,

wspodrzedna powierzchni rozdziatu faz,

— Czas,

dotyczy fazy ciekiej,

dotyczy fazy stalej.
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HMCJIEHHOE PHDEHME 3aTBepfiesanmz NJIOCKOrO CJIOfI
Pe 3dme

B pafioTe npHueHeHo perpeccHBHoe pa3HOCTHoe tiacTHoe sjia pe-
meHHa npoBosHMocTH Ten.na b njtoczou cjnoe C osHOBpeueKHbiu naue —
HeHuem arperaTHoro coctohhmh “saTBepnebshhh)= HagaabHa« Teu-
nepaTypa CHCTemH paBHa TeiinepaType naweHehhh coctohhmh. Ha bhbv
EHeft OOBepXHOCTH CJIOfl npHHHTO KOHBe KIIMC npH nOCTOHHHOU KOa<J)$M-
UHeHTe oc TenJdiooT”awa. Oojiy~eHHyD CHCTeuy ypaBHeHMii pemeHo HTe-
pafIBOHHUIT HeTOAOU.
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THE NUMERICAL SOLUTION OF THE FREEZING
OF A FLAT SLAB

Summary

In this paper the regresive difference quotient to the so-
lution of the heat conduction in a flat slab with the contem-
poranceous state of aggregation change (freezing) was applied.
The initial temperature of the slab is equal to the temperatu-
re of the state of aggregation °“change. At the outside surfaces
of the slab the convection with the constant convection coef-
ficient oc of heat transfer is asumpt. The system of equations
obtained has been solved by the iteration method.



