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MODELOWANIE USTALONEGO POLA TEMPERATUR 
ZA POMOCĄ WANNY ELEKTROLITYCZNEJ

Streszczenie. W artykule omówiono teorię mo­
delowania ustalonego pola temperatur za pomo­
cą wanny elektrolitycznej. Przedstawiono nową 
metodę modelowania trzeciego warunku brzego­
wego w wymianie ciepła. Podano rezultaty uzy­
skane przy badaniu wpływu materiału elektrody 
rodzaju elektrolitu i częstotliwości prądu. W 
końcowej części pracy przedstawiono wyniki mo­
delowania kilku konkretnych układów (płyta 
grzejna, naroże budynku).

1. Wstęp
Ustalone pole temperatur przy nieobecności wewnętrznych źródeł 
ciepła można opisać równaniem Laplace’a

V ( A . V i » * 0  (1)

Jeżeli współczynnik przewodzenia ciepła K nie zależy od 
temperatury $  to równanie (1) sprowadza się do postaci

V 2 ^ s O  \ (2)

Rozwiązanie powyższego równania metodą analityczną przy znajo­
mości warunków brzegowych jest możliwe tylko w najprostszych 
przypadkach. Najczęściej stosuje się metody przybliżone oparte 
na analogii fizycznej lub przybliżone metody różnicowe wymaga­
jące użycia matematycznych maszyn cyfrowych.
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Analogie fizyczne można podzielić na dwie grupy. W pierw­
szej z nich modeluje się badany obszar przez dyskretyzację u- 
kładu i wykorzystanie siatek rezystorowych. Opierając się aa 
analogii przepływu ciepła i prądu elektrycznego można ustalić 
rozkład temperatur w węzłach siatki dyskretyzującej. Do dru­
giej grupy należą układy w których zostaje zachowana ciągłość 
badanego obszaru. Do grupy tej można zaliczyć analogi z pa­
pierem przewodzącym oraz analogi elektrolityczne.

W badaniach prowadzonych w Katedrze Energetyki Cieplnej pod 
kierunkiem prof. dr inż. Jana Szarguta wykorzystano analogię 
przepływu prądu elektrycznego w elektrolitach dó przepływu cie­
pła. Zajmowano się zagadnieniem dwuwymiarowego pola temperatur 
opisanego równaniem

Analogiczne równanie opisuje ustalone pole potencjału w wannie 
elektrolitycznej, przy stałej grubości warstwy elektrolitu

Badany obiekt modeluje się w wannie elektrolitycznej z zacho­
waniem pełnego podobieństwa geometrycznego oraz podobieństwa 
warunków brzegowych. Najczęściej występuje trzeci warunek brze­
gowy ujęty równaniem

<*)

(5)

gdzie:
2(X - współczynnik wnikania ciepła, W/(m deg),

X. - współczynnik przewodzenia ciepła, W/(m deg),
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t - temperatura ośrodka, °C,
^ść “ temperatura ścianki, °C.

W wielu pracach badawczych z tej dziedziny modelowano pierw­
szy warunek brzegowy (znany rozkład temperatur na powierzchni) 
Rozkład temperatur na powierzchni był określany doświadczal­
nie, a odpowiednie wartości napięcia zadawano poprzez układ 
rezystorów [6], [9].

Trzeci warunek brzegowy dla elektrody zanurzonej w elektro­
licie o konduktywności 0 jest opisany równaniem©

f  = -  5 -  - V  («)on e e e

gdzie:
& - konduktywność elektrolitu, S/m,©
R - rezystancja imitująca opór wnikania ciepła,

e 2 F - powierzchnia elektrody, m ,
U - potencjał elektryczny imitujący temperaturę ośrodka V
U - potencjał elektryczny imitujący temperaturę ścianki Vs

Dokładność wyników uzyskanych za pomocą modelowania w wannie 
elektrolitycznej zależy nie tylko od dokładności wykonania mo­
delu (wymiary geometryczne) lecz również od doboru elektrolitu 
materiału elektrody, oraz częstotliwości prądu.

2. Modelowanie warunków brzegowych

Trzeci warunek brzegowy można modelować przy użyciu rezy­
storów (rys. 1). W układzie tym występuje jednak oddziaływanie 
impedancji w warstwie przyściennej elektrody, [2], bezpośred­
nio w obszarze modelowanym, powodujące spadek napięcia przy 
elektrodzie. Przy przeprowadzaniu pomiarów w pobliżu elektrody
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występuje dodatkowo wpływ menisku sondy i elektrody oraz siły 
wzajemnego ich oddziaływania.

Rys. 1. Modelowanie warunków 
brzegowych za pomocą rezy­

storów
Rys. 2. Modelowanie wa­
runków brzegowych za po­
mocą warstwy elektroli­

tu

Jeśli w miejsce rezystorów wprowadzi się grubość L warst-o
wy elektrolitu (rys. 2) imitującej opór wnikania 
wzór (6) można sprowadzić do postaci

ciepła to

i  - - <" -  <’>

Z porównania równań (5) i (?) wynika grubość warstwy elektro­
litu imitującej opór wnikania

gdzie a oznacza skalę geometryczną modelu.
Elektroda imituje w tym przypadku ośrodek o stałej tempera­

turze. Spadek potencjału spowodowany impedancją powierzchnio­
wą przesuwa się w głąb warstwy modelującej opór wnikania, a 
wyznaczanie napięć na ściance lub w pobliżu ścianki badanego 
obiektu nie jest obarczone dodatkowymi wpływami.
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Modelowanie oporu wnikania za pomocą warstwy elektrolitu 
powinno być rozwiązane tak, żeby linie prądu były w tej warst­
wie prostopadłe do modelowanej powierzchni zewnętrznej ciała, 
gdyż tylko w ten sposób można uzyskać wymaganą wartość lokal­
nych oporów przewodzenia prądu. Na rysunku 3 pokazano jak prze­
biegałyby linie prądu w modelu płyty grzejnej, gdyby opór 
wnikania imitowano warstwą elektrolitu o stałej grubości. Li­
nie prądu nie są w tym przypadku prostopadłe do powierzchni

Rys. 3. Przebieg linii prądu w wannie elektrolitycznej
a - modelowanie warunków brzegowych warstwą elektrolitu o sta­
łej grubości, b - modelowanie warunków brzegowych warstwą e- 

lektrolitu z przegrodami

Rys. 4. Teoretyczny rozkład napięć między elektrodami w jedno­
rodnym elektrolicie
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płyty i łączna rezystancja warstwy elektrolitu jest za nała. 
By wyeliminować wynikający stąd błąd można wprowadzić w ob­
szar imitujący opór wnikania dodatkowe przegrody izolujące, 
prostopadłe do powierzchni ciała (rys.3b). Równocześnie należy 
uwzględnić zmianę rezystancji warstwy elektrolitu spowodowaną 
grubością wprowadzonych przegród. Vzór (8) po skorygowaniu 
przyjmuje postać

l. * (1 - T f >  (9)

gdzie:
n - liczba przegród,
g - grubość przegrody, m,
L - długość elektrody, m.

Sposób powyższy został zastosowany przy badaniach modelowych 
płyt grzejnych symetrycznych oraz przy badaniu oporu cieplnego 
naroży. Dotąd metoda ta nie była stosowana.

3. Zagadnienie doboru elektrolitu, elektrod oraz częstotliwo­
ści prądu

Zagadnienie spadku potencjału elektrycznego przy elektrodzie 
było badane przez P.A. Einsteina (2]. Wykazał on, że impedan- 
cja elektrolitu jest równoległą kombinacją rezystancji S i 
reaktancji pojemnościowej X. Główna bryła elektrolitu posiada 
tylko rezystancję, a reaktancja pojemnościowa występuje w po­
bliżu elektrod. Błąd spowodowany spadkiem napięcia przy elek­
trodach można traktować jako równoważny przesunięciu elektrody 
w kierunku powiększenia bryły elektrolitu. Przesunięcie to wy- 
nosi jr [mj, gdzie F oznacsa stosunek rezystancji jednego 
cm^ elektrolitu do impedancji powierzchniowej Z wzdłuż 
jednego ca2 elektrody F . Pomiary przeprowadzone w
pracy [Z ] wskazują na konieczność stosowania wielkości F rzę-



4 4 r -idu 10 -4.10 [_1/mj • Wpływ na powyższe zjawisko ma nie tylko
rodzaj stosowanych elektrod lecz także stężenie elektrolitu o- 
raz częstotliwość prądu*

Dla odpowiedniego doboru powyższych wielkości przeprowadzo­
ne zostały w Katedrze Energetyki Cieplnej badania rozkładu na­
pięć pomiędzy dwoma płaskimi elektrodami (rys. 4). Teoretyczny 
rozkład w układzie współrzędnych zredukowanych (U^/U, Łx/L) 
przedstawia linia prosta, przy założeniu jednorodnej struktury 
elektrolitu (stała konduktywność elektrolitu ©’g). Wyniki uzy­
skanych badań dla zastosowanych elektrolitów (woda destylowana 
roztwór CuSO^, roztwór NaCl), elektrod (grafit, miedź) oraz 
dla różnych częstotliwości prądu przedstawiają wykresy (rys. 5 
6, 7). Zamieszczone wykresy nie obejmują wszystkich przebada­
nych przypadków lecz tylko niektóre wybrane z nich.

Analizując uzyskane wyniki można stwierdzić, że zwiększanie 
stężenia elektrolitu wpływa na zmniejszenie impedancji powierz­
chniowej Z powodując wzrost wartości F, a tym samym zwięk­
szenie dokładności badań. Wynik ten nie jest zgodny z [23 co 
wymaga dalszych badań. Wpływ częstotliwości widoczny jest na 
rysunku 7» Najkorzystniejszy rozkład napięć uzyskano dla czę­
stotliwości 1000 Hz, co potwierdza słuszność badań P.A. Ein­
steina ustalających wartość częstotliwości w zakresie 1000- 
2000 Hz (1500 Hz).

Do dalszych badań stosowano częstotliwości prądu rzędu 1000 
Hz oraz napięci^ 3 V. Zastosowany układ pomiarowy przedstawia 
rys. 8. Oscyloskop w układzie mostkowym pozwala osiągnąć dużą 
dokładność określenia wartości mierzonego napięcia. Przez do­
prowadzenie do lampy kineskopowej dwu napięć sinusoidalnych 
przesuniętych fazowo (wpływ pojemności wanny) uzyskuje się na 
ekranie elipsę zmieniającą swoje położenie w zależności od 
wartości przyłożonych napięć. Napięcie wzorcowe rejestrowane
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5. Rozkład napięć między dwiema elektrodami grafitowymi, 
elektrolit roztwór NaCl, napięcie prądu 3 V, 1000 Hz

6. Rozkład napięć między dwiema elektrodami miedzianymi, 
elektrolit roztwór CuSÔ ., napięcie prądu 3 V, 1000 Hz

7. Rozkład napięć między dwiema elektrodami grafitowymi, 
elektrolit 0,001 NaCl, napięcie prądu 3 V
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jest przez miliwoltomierz lampowy* Równoważenie mostka uzyskuje się 
przez zmianę rezystanoji. Rfi przy stałej wartości rezystancji Rb* 
Czułośó pomiaru określa wyrażenie podane w pracy[6J

U - U

Rys* 9* Zmiana położenia e- 
lipsy na ekranie oscylosko­

powym

(10)U arc sin x/a
gdzie wartości a i z przedstawiono na rys* 9* Wartości 0 i Up 
przedstawiają odpowiednio napięcie wzorcowe i porównywane z nim na­
pięcie sondy.

4* Modelowanie w wannie elektrolityczne.1
Wanna elektrolityczna została wykorzystana do badań pola tempe­

ratur w płytach grzejnych oraz narożach budynków. Celem sprawdzenia 
dokładności metody zamodelowano przypadek płyty grzejnej symetrycz­
nej rozwiązany metodą obliozeniową przez J. Szarguta (Y] [8j (rys. 
10a). Przy modelowaniu przyjęto opór wnikania eiepła w rurze jako 
bliski zera ze względu na dużą wartość cc • Model układu przedstawio­
ny jest na rys. 10b. Napięcie przyłożone między elektrodami jest 
proporcjonalne do różnicy temperatur ośrodków. Temperatura w danym 
punkcie obszaru wynika z pomierzonej wartości napięcie wg zależno­
ści

*1 Ur 
V t2 U (11)

Wzór (11) jest słuszny przy założeniu, że elektrolit jest ide­
alnym rezystorem bez uwzględnienia powierzchniowej impedancji.



226 Janusz Wandrasz

Rys. 10. Modelowanie płyty grzejnej symetrycznej 
a - przekrój płyty grzejnej, b - model układu pomiarowego

Aby uściślić obliczenia należy prawą stronę powyższego równa­
nia pomnożyć przez liczbę C wyznaczoną doświadczalnie dla za­
stosowanego zespołu elektroda - elektrolit częstotliwość prądu 
W celu wyznaczenia tej poprawki można wykorzystać wykresy na 
rys. 5, 6. 7. Na rysunkach należy przedłużyć linię rzeczywi­
stego rozkładu napięć do osi U^U, otrzymując w punkcie prze­
cięcia wartość napięcia dla przypadku elektrolitu jako idealne­
go rezystora. Liczba C odpowiada odwrotności uzyskanego na­
pięcia zredukowanego i dla zestawu elektroda grafitowa - roz­
twór 0,01 n NaCl oraz częstotliwości prądu 1000 Hz wynosi C = 
= 1,015. Temu samemu zestawowi przy zmianie stężenia elektro­
litu na 0,001 n NaCl odpowiada liczba C = 1,061.

Rozkład temperatur uzyskany w omawianym przypadku pokazano 
na rys. 1 1. Średnia temperatura ścianki wynikająca z pomiarów 
różni się od wartości obliczonej w pracy [’7] o A$= 0,204 deg. 
Odchylenie to jest nieznaczne co świadczy o wystarczającej do­
kładności badań modelowych.

Inną metodę modelowania należy zastosować przy badaniu pły­
ty grzejnej niesymetrycznej (rys. 12a). Ze względu na wystę-
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Rys. 11. Rozkład temperatur w płycie grzejnej symetrycznej
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powanie różnych materiałów (beton, tynk itp.) występują różne%
wartości współczynnika przewodzenia ciepła Zachodzi tu
konieczność rozdzielenia obszarów o stałym współczynniku k 
przegrodami przewodzącymi jednokierunkowo. Przegroda taka nie 
powinna przewodzić prądu w kierunku płaszczyzny oddzielającej 
rozpatrywane obszary.

Zmiany współczynnika przewodzenia ciepła k modeluje się 
zmianą grubości warstwy elektrolitu (rys. I2b). Dla zbadania

a !

©  o ; , ©

• - i- -I

A,

¿3 <*3

hi

Rys. 12. Modelowanie płyty grzejnej niesymetrycznej
a - przekrój płyty, b - model układu pomiarowego

wpływu wprowadzenia przegrody przewodzącej wykonanej z prętów 
(materiał identyczny z materiałem elektrod) połączonych żywi­
cą epoksydową, zmierzono rozkład napięć w układzie jak na ry­
sunku 4 wprowadzając pomiędzy elektrody badaną przegrodę. Wy­
niki naniesione na układ współrzędnych zredukowanych nie wyka­
zały większych odchyleń od rozkładów uzyskiwanych bez prze­
grody. Rozkład temperatur w płycie grzejnej niesymetrycznej 
przedstawiono na rys. 1 3.
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Rys. 14. Podział badanego pola z przeniesieniem napięć

Rys. 15. Hodel naroża budynku
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Rys. 16. Rozkład temperatur w narożu symetrycznym.
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Przy modelowania układów o skomplikowanych kształtach wy­
stępuje problem odwzorowania trzeciego warunku brzegowego. 
Warunki brzegowe można tu zamodelować w oddzielnej części wan­
ny z przeniesieniem potencjału do modelowanego obszaru (rys. 
14-). Rozwiązanie takie zastosowano np. przy badaniu rozkładu 
temperatur w narożu budynku. Model układu przedstawiono na 
rys. 1 5, a uzyskany rozkład temperatur przedstawia rys. 16.

5. Czynniki wpływające na dokładność uzyskiwanych wyników

Badania czynników wpływających na dokładność analogu elektroli­
tycznego zostały przedstawione w pracy [Z], Dokładne określe­
nie błędu pomiaru jest trudne ze względu na możliwość wystą­
pienia znacznych różnic jego wartości w różnych punktach pomia­
rowych. Powinno się jednak oszacować błąd maksymalny.

Błąd sumaryczny wynika z niedokładności geometrycznych, z 
niedokładności pomiaru napięć i błędów systematycznych wywoła­
nych przez efekty pojemnościowe oraz występowanie menisku przy 
elektrodzie. Menisk ten wywołuje stosunkowo duży błąd sięgają­
cy dość znacznie w głąb badanego obszaru. Błąd ten można 
zmniejszyć przez zastosowanie dostatecznie grubej warstwy elek­
trolitu.

Elektrody używane do pomiarów winny mieć ścianki gładkie i 
czyste oraz posiadać ostre naroża (w przypadku elektrod zgię­
tych). Sonda pomiarowa może być wykonana z dowolnego materiału 
nie reagującego z elektrolitem. Błąd pomiaru napięcia wynika 
między innymi z zakłócenia rozkładu napięć wywołanego przez 
wprowadzenie sondy. Grubość sondy winna być jak najmniejsza 
ze względu na błąd menisku. Cały układ należy dobrze ekranować

Prostota badań modelowych w wannie elektrolitycznej, możli­
wość dość szybkiego przeprowadzenia pomiaru oraz możność wy­
znaczenia wartości temperatury w danym punkcie obszaru bez u­
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ciekania się do rozwiązywania całego pola świadczy o dużych 
możliwościach zastosowania tej metody badań.

Na zakończenie pragnę podziękować prof. dr inż. Janowi Szar- 
gutowi za wiele cennych uwag i wskazówek przy rozwiązywaniu 
problemów modelowych oraz opracowaniu niniejszego artykułu.
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a y s b T & T O B  M O fle jiH p o sa H H a .

B 3aKJiiouHTejibHoil uacTH CTaTbH npescTaBJieHbi pe3yJibTaTu aose- 
B H p O B aH H a H eEC TO pU Z KCHKpe THhIX O dbeKT O B (o T O n H T e J l b H a a  H JIH T a ,  

yraoBaa uacTb s s e n a a ).
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MODELING OF THE STATIONARY TEMPERATURE FIELD BY MEANS 
OF THE ELECTROLYTIC TANK

S u m m a r y

Theory of modeling of a stationary temperature field by 
means of the electrolytic tank has been discussed. The new me­
thod of modeling of the third edge condition in heat transfer 
has been presented. There are given the results gained at exa­
mination of an influence of electrode material, kind of elec- 
tolyte and current frequency. In the final part of the paper, 
the modeling results of some systems (heating plate, house cor­
ner) has been presented.


