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USTALONY ROZKtAD TEMPERATUR W GRUBOSCIENNYCH
RURACH LEKKO ZAKRZYWIONYCH

Streszczenie. V pracy podano rozwigzanie u-
stalonego rozkdadu temperatur w rurach gru-
bosciennych lekko zakrzywionych. Do analizy
problemu wybrano metode zaburzeh. Rozpatrzo-
no rozwigzanie podstawowe 1 pierwsze przy-
blizenie dla dwu réznych ukdadow geometrycz-
nych oraz roéznych warunkow brzegowych.

1. Wstep

W pracy rozpatrzono analityczne rozwigzanie ustalonego roz-
k#adu temperatur w rurach grubosciennych lekko zakrzywionych.
Do rozwigzania problemu wybrano metode zaburzen parametru cha-
rakteryzujgacego stopien zakrzywienia rury. Tematyka pracy zwig-
zana jest z problematyka poszukiwania ustalonych i nieustalo-
nych p6l temperatur w elementach ztozonych. Problematyka ta od
pewnego okresu jest przedmiotem zainteresowania Katedry Ciepl-
nych Maszyn Wirnikowych w zwigzku z badaniami nad rozk¥adem
temperatur w elementach turbin cieplnych. Przedstawiony w pra-
cy sposéb okreslenia rozwigzania mozna bez trudu zastosowa¢ do
kazdego typu warunkéw brzegowych i do geometrycznie innych ele-
mentéw (np. do pretéw o przekroju prostokatnym).
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2. Rownania wyjsciowe 1 metoda rozwigzania

Rozpatrzmy element skkadajacy sie z trzech czesci (rys. 1).
Czes¢ pierwszg 1 trzecig stanowi prosty odcinek wydrgzonego
walca. Przylegajacy do nich odcinek zakrzywiony niech stanowi
czes¢ drugg Il1. Czesci 1 1 Il oraz 11 i 11l posiadajg wspolne
przekroje a-a 1 zbudowane sg z jednakowego materiatu. Dc o-
kreslenia pola temperatur w czesci 1 i 111 elementu wykorzysta
my wspotrzedne cylindryczne. W czesci 11 przyjmiemy natomiast
wspotrzedne (rys. 1).

X = - r siny>
y = (e - r cosy») cos ()
z= (€ -r oo sin ()

Po tych zatozeniach réwnania opisujgce ustalone pola tempera-

tur w tak przyjetych czesciach rozpatrywanego elementu bedg
miaty postac;

Czes¢ 1, 111

5 T. di
-0
dec ! 7« doc dy¢ dp’ @)
czeSC 11
dnT, aT2 AT,
dec deC ve dtp-  (1-a"Ccosy) <38

11 <fsin \? gr2 _  £cosy> N2
/C 4-Frécosy) ~ (l-ocfoosy») doC ~ ©)
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W dalszym ciggu pracy zaktada¢ bedziemy pekng symetrie ksztak-
tu elementu i1 warunkéw brzegowych wzgledem przekroju 0 = O.
W konsekwencji tego zatozenia wystarczy rozpatrzy¢ jedynie po-
la temperatur w czesci I i 1lI. W czesci 111 elementu bowiemv
rozkltad temperatur bedzie analogiczny jak w czesci 1.
Rozwigzan rownan (2) 1 (3) poszukiwa¢ bedziemy dla  warun-

koéw:

yal = 0; = <A« ™
9T1 9T2

= Alo, 72 = ' N20* T1=T2* ~ dft2 1" d/3oc0sy) ®

A0 ~ =0 ®

daT

ol el 8* 4+ B11 tTcl * Tpl = 0

P«l,?2 @
oT

a = ki B12 [ Tc2 - Tp] = 0

W réwnaniach (@), (3) oraz w warunkach (4-f?) oznaczono: Tp -
wartos¢ temperatur, s r/RN, /g =2/R2t £2 s "Y*

wspotrzedne, F (=) - dana funkcja  spe#niajgca zatozenia
gwarantujace zbieznos¢ jej szeregu Fouriera-Bessela [ij, Bi -
liczba Biota, Tc” - temperatura otoczenia, £ = /e, k =

r2
s /R, p - wskazuje i1los¢ stref. Pozostate oznaczenia jak

na rys. 1.

Rownanie opisujace ustalone pole temperatur w czesci Il ele-
mentu zapisane w postaci (3) posiada wspotczynniki zalezne od
<p, e 1 parametru £ , ktdry okresla stopien zakrzywienia rury
Il1. Ze wzgledu na to, ze proby otrzymania dokdadnego rozwiaza-
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nia rownan (), (3) z warunkami (4f?) napotykajg na  ogromne
trudnosci w dalszym ciggu zajmiemy sie jego po§zukiwaniem dla
£<1, czyli rozpatrywa¢ bedziemy przypadki matych zakrzywien
rury stanowigcej czesc¢ 11 elementu.

Do skonstruowania rozwigzania zagadnienia brzegowego (2-7) dla
matych wartosci g wykorzystamy metode zaburzen (3%4-]. Szuka-
ne wartosci temperatur w mysl tej metody przedstawimy w posta-

ci szeregu

Tp = T.p +E£T1p el p ee- w

Nieznane funkcje TOpt ... okreslaja réwnania roézniczkowe
i warunki brzegowe otrzymane przez podstawienie wyrazenia (8)
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do réwnan (2), (3), warunkéw (447) 1 nastepnie pordownanie wy-

razen przy tych saaych potegach £. W naszym przypadku skoncen-

trujemy sie na wyznaczeniu wartosci Tep 1 T”. Zagadnienia
brzegowe dla ich wyznaczenia majg postac:
? = =
Vl' top 0 p=1,2 (©))
A ="°s TO1l =r(cc) °)
9TO01 9To2
A = Aio* ~2 =" ~A20t  Toi = to2* = ay32 O
oT
A2 = °* "an=0 c) Qo)
oT
of£=11i -9 & Bil <Tcl -V *0 » - 1*2
d
9T

PC= ki “75* + 1A Bi2 (Tc2 " Top) = 0 P*1*2

Vn Tu =0 11

9 aT p 5To2 O T-p
Vn T12 = cosy 1/cc Since - -2cc o s ? (1
A, = 0; T11 =0 e)

9T02 NTN2

PI=Ao* ~2= *“ ~204+ T11=T12* dfa~ ~ ~dfo °° C°S<f* d/d2

5
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1~ 01 e 8 ) (13)

003 1; * N +BilTlp= ° P=1"%2
h)
= k; ¢ I/kBi2 Tlp=0 p.1,2
gdzie:
.2 _az2 -/ JL a2
1= + * doc*

2 .. 2 a2
0= vl eus? @
3. Rozwiagzanie réwnan (3) z warunkami brzegowymi (10)

Eliminujac z rownania (9) wspodrzedng pC przy pomocy skon-
czonej transformacji Hankela [2] o jadrze postaci:

a * [*. k j <5ff J1 <ko>] Jn km«) 1
as

-k ko> *1tf Jl @)] k ko«)" “ o«

gdzie: Jr 1 sg funkcjami Bessela pierwszego 1 drugie-
go rodzaju o wskaznikach catkowitych nieujemnych”™ <m0 sg po u-
wzglednieniu warunkéw (10 d) pierwiastkami réwnania (15) dla
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otrzymujemy do wyznaczenia przetransformowanej wielkosci TQp

zwyczajne rownanie rozniczkowe

Y2 -Yifo Top S © 1oy

w ktoérym

% =mTop ¢ A'"/'m | Y *« *I1 - “0 <4W> *
Rozwigzaniem réwnania (16) jest kazda liniowa kombinacja funk-

cji expl£ ("mo™py* Mo*na *i8c zapisa¢ go po uwzglednieniu
@7) w postaci:

TOp = Amp COSh*mo Pp * Bmn sinh™0A, “ ™ 4 as>
gdzie przez £ o0znaczono
4 m*]l [zk *cl - °0 (,,*) Bi2 tc2]

Z warunkéw (10) z datwoscig znajdujemy dla A i

Al »"~mo> + <19)
*2 = £EK“m®) + 1K 02]" cosh<»0(i820t A o) (20)
B.1 * * S8Ko] ISWio </%o**lo> i21)

.0 22)
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przy czym

R2
s/ rn Uuom~n d=*
R1

Wykorzystujac formude odwracania dla skonczonej transformacji
HanKela [,2},otrzymugemy ostatecznie dla Top wyrazenie

op mo [ADp cosh”mo/8p + Bmp sinMnoA> * ~mo]
=1
@
ZfiD w réwnaniu (23) oznacza norme funkcji i réwna

sie wyrazeniu ) dla n =

1 W R%1

Zmn C-mn) = 2 L oCi
2,2
i n“mn>T,2 . . 2 <)
« . cav »
5 N [B11 ¢ <'mn2 I

Dla n s o wyrazenie to po uwzglednieniu rownania charaktery-

stycznego (5) daje sie wyrazic¢ przez:

Po ~ 0)+ BI™ J1™mo)]2~ Bi? "mp)

MO | [ z/Cl Jo&mok) * J1~mok) iTA]2

“ (Bil +"mo)}
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Funkcje (23) bedace rozwigzaniami (9) nazwa¢ mozna podobnie

jak to czyni sie np. w mechanice plynéw [4] rozwigzaniami pod-

stawowymi. Stanowig one rozwigzanie zagadnienia rozk#adu tem-

peratur w rurach prostych dla warunkéw (10). Dla pewnych szcze-
g6lnych warunkéw brzegowych rozwigzania te moga by¢ trywialny-

mi. Jest tak np. w przypadku izolowania rury od zewngtrz i we-

wnatrz i1 utrzymywania jej koncow w réwnych temperaturach.

«

Rozwigzanie rownan (11) i (12) z warunkami (13)

Przed przystgpieniem do rozwigzywania rozpatrywanych réw-
nan nalezy ustali¢ w oparciu o rozwigzanie (23) ostateczng po-
sta¢ rownania (12). W tym celu podstawmy (23) do (12). Po wy-
konaniu dziatan otrzymamy:

VII T12 = - 2<*cosy> " cosh Uo (°"rf) o
m=1
(25
a
- cos AN cos+”o”™ D1 ((-0%)
m=1
gdzie:
r <U8 Am2 s _ <%0 Am2
m2 z m2 “ Z noT
mo mo

Ogolne rozwigzanie réwnania (11) po zastosowaniu  skonczonych
transformacji Hankela 1 cosinuséw moze by¢ przedstawione w po-

staci
00 00

TIL = 2 X (C* COSh<V*1 + Dmn siah” a” )Un“mn~coea”
m= n=o0

@n
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gdzie Cma 1 Df) sg stakymi zaleznymi od wartosci ktoén
re sa pierwiastkami réwnania (15) dla dowolnych n.
Rozwigzanie rownania (25) wygodnie jest przedstawi¢ w postaci
sumy calki szczegolnej (T72) tego réwnania i calki ogolnej
@ !R) odpowiadajgcego mu réwnania jednorodnego.

*12 * T12 * Ti2 (28)

Catke szczegdlng T12 réwnania (@) mozna przedstawi¢ formulg

oo co

t12 =c o s 2 G«r cosh UITrlin
m=1 r=1
Wystepujace w (29) wiglkosci <" sag pierwiastkami réwnania
(15 dla n = 1. Po podstawieniu (29) do (25) otrzymujemy do
wyznaczenia rownosc

S G»r Ko -FftS) »1 Kl«> * -[20!IA* »0 Ko«) *
r=1

€Y

+ Am2 °1

z ktérej po wykorzystaniu ortogonalnych whkasnosci funkcj i
Bessela otrzymujemy:
- *tU - 12

“« /02 2n
C“irp "<“r1n Zir

mr

gdzie:

L1 = y’'ocuo (“mooo) IL, (¢,¢rloc) dno (32)
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4 = (<*,*) D1 dcc G2)
o]
Zrl - norma funkcji O~ (/c”oc) obliczona z (24) dla n s 1.

Catke ogolng ze wzgledu na formalne podobienstwo roéwna-
nia (11) i1 réwnania jednorodnego odpowiadajgcego rownaniu (25)
przedstawimy w tej samej postaci co (27)

T12 s £ | (S cosh™ 2 + Fmn sinA*in & Un<*Ln*> cos**
m=1 n=o

33
Dla konstrukcji ostatecznego rozwigzania koniecznym jest okre-

D/\

Slenie w oparciu o warunki (13e,f,g) statych: CFIi G¢  sn

mn ~
Z warunkow (13) po wykorzystaniu ortogonalnych wkasnosci

Ds(a”™) 1 cos(sy) wynikaja nastepujace réwnosci:

z (13"

Ct8 = 0 GDH
N @ I B ()]
si 1, t~1

Dts sinh"s”10 = Ets c¢°8hC'uP20 * Fts s¥Qh~ts"20

Dts COsht\sh o s “ Ets 8#nh"sfto+Fts COSV % % 4 (36>

Fts = 0O W
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Dtl sinh"1A10 BEtl cosh® 1B20 + Ftl 8iQMb170 +
€5))

+ S CO*Vto/320
m=1

Dtl cosh™1710 + Etl si,M 1 & O ” Ftl cosh™fcl™O =

1
- £ *ij2 sinh<W20 i“2 °0 ~>"1 (AlI'")1l«*
=1 o]
00
+ 1Mtl X Gmt “mo sinh<moi620 39
m=1
Ft1 = 0 (40)

Z réwnan (35), ((36), (@37) tatwo stwierdzi¢, ze:

Dts = 8,, *Fts * 0 s* 1

Natomiast dla statych Dtl, Etl otrzymujemy po rozwigzaniu
uktadu réwnan (38), (39), @0 wyrazenia (w wyprowadzonych
zwigzkach odpowiednio zmieniono wskazniki):

oo

= cosh”(J310+7~0) y I ~Gnm cosh/ho”O [sinhiml ~20
n=1i

41
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W »*M COBH1Ao0]+4z ~ , COSh"170} @1)

S»1 * cortAo+ W y i 0“ CS<xho/io " ***> =

@2)

‘«““Wfeo cosh/4iAo0] ¢z~ 7 +1'VfciAo}

gdzie:
Q0
Ztm * - X | N “M.ojSao
n=

(¢3)

Po wprowadzeniu wielkosci (3)» (0), (1)» (*2) do zwigzkdéw

@7), (28) otrzymujemy ostateczng forme szukanych rozwigzan

dla Tilp > p = 1*2,

Wielkosci zgodnie z panujacg w teorii zaburzen nomenkla-

turg nazywamy pierwszym przyblizeniem lub rozwigzaniem pierw-

Szego rzedu.

W naszym przypadku zatozono, ze rozpatrywane beda tylko rozwig-
zania TQp 1 T-ip* Niemniej jednak istnieje mozliwos¢  zna-

lezienia dalszych rozwigzan, postugujac sie przy tym podobnym

do przedstawionego w tej pracy aparatem matematycznym.

5. Ustalony rozk¥ad temperatur w elemencie rurowym niesyme-
trycznym (rys. 2)
Zagadnienie ustalonego rozktadu temperatur w elemencie po-
danym na rys. 2 rozwigzano dla warunkéw brzegowych:
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= 0: TL = ~(rf) (44)
= fyo» 1¥2 ~ “ N20* T1=T2* ~ N 1-<x6ecosy> N
h = 7~20* T2 = *2<')
= 1; Th = Te
P=1,2 “?)
dT
cC= k; -Jb =-°
0_

Rys. 2. Rura gruboscienna. Uktady wspédrzednych
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Poniewaz tok postepowania przy znajdywaniu rozwigzania tego
przypadku jest analogiczny jak w punktach poprzednich, w dal-
szym ciagu pominiemy wyprowadzenia, podajac tylko rezultaty
koricowe.

Przyjmujac to samo co poprzednio oznaczenia, rozwigzania pod-

stawowe, obecnie rozpatrywanego problemu zapiszemy w postaci:

@0p * = 2 a°\ ° X) (AP * B,,P sIDhA0A>)
m=1

“43)
Przy czym: Zm0 roéwna sie ZmQ dla n =0

a okreslone sg przez réwnania G0) o6la n=o
K * oo “"Ar, Rl1>m O i50»
Formuty dla statych i Bffib podaja zwigzki (61).

abl = % <W>

»,(<“. ) siDhATo<%0
w2 = si“h<V (j&lo +

(31)
»l = slnhi‘io'Aio+2feo)
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N1K o) sinh”ao”0 co8Mno£>0 +
02 = siQMao£>0 sin<V M 0 +2/W

GD
ANao) [siph™o (/#10+£>0> - cosh<iao”0]
gdzie:
\' =R2 f (@, (Aox) T° £
< C
Rozwigzania rzedu pierwszego majg postac:
T1l = cosv>~"] Dbl sinh™fr T, C"'mlcQ (52)
mai
r.°°
Tl2 a cospy x 1 (Eml cosh"1/8& + F»l sinM ulAR) ULEm1*) +
Bal
63
+ X 4 (Gmn cosh™mo”™2 + Hmn Ul ~»1*)}
m=1 nal
State Dml1, Ebl, F~, Gnnt Hmn dane sg formutami:
°,i - N G” eMvwbHVTI 2fto ¢

n=1

eV f» A > o 2 ~20 - 11 - ~ Han sty W o feo 1
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X [cosh”™1 270 ctgty”~o sinMnl 2A>0 + 1J +
+ I nm Sinh<»1 2 220 } (Gl S
Em} = gw#'u,l .,il’ro 2/%—’20,) [y , Gmn cosh”hlJi20
,<%o
[sinVm1720 sinhdmlAo X ~ ctghdnlAo” ™ sinVml1l ~A0*”A207*

oo «

+X | H“n siQh”o”~20[siah®m1”20 sinllr1/20 A + ctgvinlVvi4

- sinh™Ao+y™)]* VZBA*nl InmBinh””™ sinh”™Ao} (&5)

F*1 = “ sinhpmA(E, 0+2°20) {~i G»n cosh™~no”0
n=1

[cosh/t~0 sinh®mIA0 x Au~" ” ctsVtHl Ao~ +c08h<iBIN0"A107] +

¢ X H,, ¢ Ct*V tiA 0) ¢

¢ co»lW, Wio - AIO)[AVZ _Tirl Ir,co*m.IZkI"il°$1d 0} (56)
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~ 7 1 *
- 2 kk hzik L G

Z»1

R (59)

gdzie:
N  sg pierwiastkami rownan (0) dla n = 1.

Wartosci okreslone sg przez zwigzek (49 dla n =1,
" Mno Bn2 > <‘no Bn2
n2= 2.4 - n2= 2Zpg *

Jnm = 2 (Bn2 coshAo£>0 “ An2 sinf20” X

n=1
1
X J < U0 (iinooi) UJ doi,
o]
wyrazenie A”g, Aq2* F» 72 okreslone odpowiednio przez

zwigzki: (26), (32) dla obowigzujacych w tym przykkadzie war-
tosci Gn -

5. Uwagi koricowe

Jak juz podkreslano, w pracy zajeto sie poszukiwaniem jedy-
nie rozwigzania podstawowego i pierwszego przyblizenia. Mozna
wiec otrzymane rezultaty stosowa¢ do stosunkowo niewielkich
zakrzywien rury (£<0,2). Poszukiwanie rozwigzan dla drugie-

go przyblizenia jest oczywiscie mozliwe, jednak otrzymywane wy-
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niki sa mocno skomplikowane i praktyczne ich stosowanie  jest
bardzo utrudnione. W przypadkach gdy rozwigzanie podstawowe
jest trywialne trudnos¢ otrzymania drugiego przyblizenia jest
analogiczng do trudnosci otrzymania rozpatrywanego w niniej-
szej pracy pierwszego przyblizenia. W tym przypadku rozwigza-
nia mozna stosowa¢ z duza dokkadnoscig dla £ nieco wiekszych
niz 0,2.

Stosujac tg samg metode mozna bez wiekszych trudnosci podac
podobne rozwigzania dla innych geometrycznie elementéw 1 in-
nych warunkoéw brzegowych. Metode zaburzen moze réwniez shuzyc
do okreslenia wpdywu na pola temperatur innego rodzaju zabu-
rzen ksztattu elementu. Problemy te bedg rozpatrywane w nastep-
nych pracach.
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CTAUMOHAPHOE PACTIPEfIEJIEHME TEMIEPATYP 3 TOIJIGTOCTEHHLLX
TPYBAX JIETKO 3APHy”biX

B pad6oTe paccM OTpeHO Bajac«y 06 onpeaeaeHHH TeunepaTijrp b to »
CTocTeHHHX JierkKo sarHyTbuUt flaa pemeHMa stow npofiseubi wecnojibao-
bano neTojj BO3MymeHM*i. Illphbcshtch paccnpeaeaeHM a TeunepaTyp ana
jB y i pa3HuUx reoMeTpHgecKjuc KOH(J)«xrypauc«a h sra p a3Hbix rpaHwq-

HbLX ycaoBHTtf.

STATIONARY TEMPERATURE DISTRIBUTION IN A THICK-WALLED
NO MUCH CURVED TUBES

Summary

In this paper a solution of stationary temperature distri-
bution in a thick-walled no much curved tubes have been given.
The perturbation method has been employed. The temperature are-
determined for the different geometrical configurations and
different boundary conditions.



