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ZASTOSOWANIE METODY MONTE CARLO DO, ZAGADNIEN BRZEGOWYCH
USTALONEGO PRZEWODZENIA CIEPLA W OSRODKACH O LINIOWEJ
ZALEZNOSCI WSPOLCZYNNIKA PRZEWODZENIA CIEPLA OD TEMPERATURY

Streszczenie. W artykule przedstawiono sposob uogélnienia
metody Monte Carlo do obliczen stacjonarnego pola_tempera-
tur w osrodkach charakteryzujacych sie linlowa zmiennoscig
wspotczynnika przewodzenia ciepta. W oparciu o schemat roz-
nic skonczonych wyprowadzono odpowiednie réwnania dla Wn(i—
trza rozpatrywanego obszaru. Przedstawiono sposoby umozli-
wiajace wykorzystanie metody, jezeli na brzegu obszaru za-
dane sa warunki brzegowe 1 lub 3 rodzaju.

1. Wstep

Zagadnienia brzegowe oraz zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczko-
wych o pochodnych czastkowych stanowiag istotng i silnie rozwijajaca  sie
dziedzine zastosowann metody Monte Carlo. Rozwdj elektronicznej techniki
obliczeniowej pozwoli+ bowiem na praktyczne wykorzystanie znanych od kil-
kudziesieciu lat zaleznosci miedzy rozwigzaniem zadan dla pewnych klas réw-
nan rézniczkowych a procesami losowymi typu "bladzenia'”. Szczeg6lng zale-
ta omawianej metody jest mozliwos¢ znajdowania rozwigzania w wybranych
punktach, wowczas gdy znajomos¢ wartosci funkcji w calym obszarze nie jest
potrzebna. Czas uzyskania rozwigzania w punkcie ;jest funkcjg |Srednicy,
ksztattu brzegu i1 réznorodnosci warunkéw brzegowych. Zwiekszenie rozmia-
réw geometrycznych przy zachowaniu podobiehstwa nie zmienia rozwigzania.

W opublikowanych do tej pory pracach, dotyczacych omawianej dziedziny
zastosowan metody M-C do obliczen stacjonarnego pola temperatur w obsza-
rze ciata statego, zajmowano sie najczesciej osrodkiem izotropowym o nie-
zmiennej wartosci wspotczynnika przewodzenia ciepla. Innymi stowy poszukd*
wano wartosci funkcji spedniajacej réwnanie Laplace*a:

Vv2t=0 CD
w obszarze 3 oraz spedniajacej warunki brzegowe na brzegu P obszaru

Rozwigzanie probleméw zaréwno dla zagadnienia Dirichleta,jak i dla wa-
runkéw brzegowych 2.i 3 rodzaju przedstawiono wyczerpujaco w pracach [1j3]
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Modele probabilistyczne zwigzane z uogélnionym réwnaniem przewodzenia
w postaci:

V (%Vt) =0 (2)

omawiane miedzy innymi w pracy [3] 1 opisane w monografii [1],obejmuja je-
dynie bardzo waska grupe zagadnien, w ktorych wspékczynnik przewodzenia
jest jawng funkcja wspotrzednych punktéw obszaru, a nie temperatury (np-
osrodki ortotropowe % / ).

W pracy niniejszej przedstawiono mozliwosci rozszerzenia zastosowan me-
tody M-C do probleméw ustalonego przewodzenia ciepta w osrodku izotropo-
wym charakteryzujacym sie liniowa zmiennosciag wspodczynnika® przewodzenia
cieplta w funkcji temperatury. Taka aproksymacja rzeczywistej zmiennosci
jest dla niezbyt duzych przedziatdéw temperatur prawie zawsze wystarczaja-
co doktadna 1 w praktyce czesto stosowana.

2. Model probabilistyczny zagadnienia ustalonego przewodzenia ciepta przy
pierwszym warunku brzegowym

Problem ten sprowadza sie do znalezienia rozkdtadu temperatury w posta-
ci funkcji t(X), X£S2 spekniajacej rownanie (2) oraz warunek brzegowy:

V o= t(Xr) (€))

Do stworzenia modelu probabilistycznego wykorzystamy znany schemat roéznic
skoriczonych.

Obszar 2 dzielimy na skoniczong ilosé podobszaréw otaczajgcych punkty
centralne (wezty) podziatu réznicowego. Oznaczajac indeksem 1 kolejny nu-

J-3

J-2
Rys. 1. Podziat siatkowy obszaru 22
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mer elementu réznicowego, zas$ indeksem Jj kierunek} j e [0,4]X” - réwna-
nie bilansu dla podobszaru AP~ nie lezacego na brzegu, mozna zapisac¢ w

postaci (rys. 1):

tj-t,

gdzie:

jest Srednig wartoscig wspédczynnika przewodzenia dla przedziatu tempera-

tur te [tiO, ty],
AX':LJ - odlegtos¢ miedzy weztami siatki w kierunku j,
Asij - rzut pola ograniczajgcego element A Pi w kierunku j, na kie-
runek prostopadty do odcinka dgczacego wezty 1i,j,

tio,tij - temperatury w wezdach X™Q i Hj*

Réwnanie bilansu zapiszmy w postaci:

4
z + \jNij - ti0) it -0 ®)
J-1
gdzie:
ho = Hti0)
4 -T1U.
ij AXij
Po przeksztakceniach:
4 4 4 4
Ho E tij 4ij “ HoHo Z 4ij +Z %ijtij éij-*io h jjeij -0
j-1 J= Jj1 j1

X"™W_dalszym ciggu rozpatrywaC¢ bedziemy zagadnienie dwuwymiarowe.Rozszerze-
niem metody na zadania przestrzenne nie nastrecza trudnosci merytorycz-
nych.
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Do réwnania (7) wprowadzimy zatozong zaleznos¢ funkcyjna:

oraz nowy poziom odniesienia dla temperatury

Otrzymamy:
A *io Z
4
+ Z
j=1
Skad:
gdzie:

Zauwazmy, ze:

Wprowadzajac oznaczenie:

LRV /\ij

%= At + B

t-t+ |

“15*13 ~ I+io ™

*11

“ANo”io

®

®

C10)

111~

113)
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réwnanie (11) mozna zapisa¢ w postaci:

ail
T10 =Y %545~ aisa 0 ai2 Tif as
i=1 ai3

V¥ réwnaniu (15) zastosowano zapis symboliczny wprowadzony przez Kunza.
Dla wez#6w brzegowych bezposrednio z warunku (3) mamy:

NN = AJON —152=W i ae)

Tak wiec otrzymano model probabilistyczny analogiczny do modelu Yowel-
la. W celu znalezienia wartosci oczekiwanej funkcji T~0 w punkcie X"0
nalezyrealizowa¢ ruch btedny czastki na plaszczyznie.Czasteczka znajdu-
jaca sie chwilowow wezle XiQ przechodzi w elementarnym ruchudo wezda
sasiedniego z prawdopodobienstwem a.y okreslonym tablica (15), aby po
serii ruchéw“z prawdopodobieristwem réwnym jednosci znalez¢ sie na brzegu
obszaru 2 , w jednym z punktéw (XjOj/ p° osiagnieciu brzegu czgstka zo-
staje pochtonieta. Jezeli punktowi XiQ przyporzadkowana jest funkcja T\
to oczekiwana wartos¢ tej funkcji w wezle Xio wynosi:

Ti0 = jif ———————— i17°

gdzie:
m™ - iloS¢ trajektorii czasteczki konczacych sie w wezle (Xr),,
k - 1los¢ weztow brzegowych.

Znajomos¢ wartosci funkcji Tio w wezle XiQ pozwala bezposrednio obli-
czyC rzeczywista temperature w rozpatrywanym punkcie.

3. Trzecie zagadnienie brzegowe

Pomijajac w niniejszym artykule model probabilistyczny dla zagadnie-
nia Neumana (11 warunek brzegowy), ktory w istocie swej bedzie analogicz-
ny z modelem klasycznym zaréwno dla warunkoéw adiabatycznych jak i dla wa-
runku w ogélnej postaci, przejdziemy do oméwienia modelu zadania z warun-
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kiera brzegowym trzeciego rodzaju. Zagadnienie to sprowadza sie do znale-
zienia wartosci funkcji w wezdach przy warunku na brzegu:

_F =<C¢ - ) as

gdzie:
€ - wspodczynnik wnikania ciepla,
tg - temperatura pdynu stykajacego sie z powierzchniag ciata stakego.

Dla elementéw réznicowych lezacych na brzegu obszaru .réwnanie bilansu moz
na zapisa¢ w postaci:

S M o +V (tiJ “ tio) iii +0C2 Ct - *io> ASij =0 09)
i-1 ir 10
iNj-
Zakkadajac, dla uproszczenia zapisu, ze rozpatrywany element APA” grani-
czy zotoczeniempowierzchnig A (rys. D mamy:
3
_s1 +\3W 13 - iii + 20Cltgi4 < *io5 *** =0 i20)
1=

Przeksztatcajac drugi wyraz w réwnaniu (20) do postaci:

2™ gi4 - }io) ASi4 = 2ahgi4 - *io> ASi4 = O0jid - *L> W

oraz uwzgledniajac rownanie (8) dochodzimy do zaleznosci:

<AJN
7 Few« - Z iii * , “4S ¥ . ‘1 14 - *?0>< 0 “22>
J=1 J= 7 At +t
gi4

Zauwazmy, ze:

\Ai\ 4+1li0) =K M @



Zastosowanie metody Monte Carlo.. 65

jest Srednig wartoscig wspotczynnika przewodzenia ciepla w przedziale tem-
peratur 1 (temperatury phynu i temperatury powierzchni cia-
12). 143

Wartosci funkcji T. dla weztow brzegowych okreslona jest zaleznosciag

4 bil
“to = pi4  °  bi2 @
\ .
I
gdzie:
hep = i <4 (€:9)
Mtz xom
1=1
Fi4
bi4 ~T~ (26)
8i4 Z 7il
1=1
gdzie:
«AS .,
- i
14 % 10*7 @)
Oczywiscie:
1=1

Tak wiec dla podobszarér graniczacych z otoczeniem zmienia sie tabela praw-
dopodobienstw dla kierunkéw ruchéw czastki, przy czym ich wartosci nie sg
jednoznacznie okreslone (nie znamy wartosci %m (t)). Zadanie mozna roz-
wigza¢ zakdadajac:

ml*) = K* ) (@)
oil
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czyli w miejsce wartosci Sredniej przyjac¢ w réwnaniu (27) graniczng war-
tos¢ funkcji w przedziale,

Blad wynikajacy z takiego uproszczenia jest znikomy.

Ostatnie stwierdzenie mozna zilustrowa¢ nastepujacym przykkadem.

Jezeli temperatura ptynu t wynosi 50°C, zas temperatura tiQ powierz-
aj
chni ciata 200 C, to dla stali weglowej 0,44% = 45,5 (;f\é" t zas
= 48,0 W™ 59.

Jezeli na brzegu obszaru (lub na jego czesci) wystepuje warunek brze-
gowy 3 rodzaju, to do obliczenia wartosci oczekiwanej funkcji TiQ w we-
zle Xi stosujemy procedure identyczng jak w przypadku 1 warunku brzego-
wego. Dla wezdéw wewnetrznych rozkdad prawdopodobienstw przejs¢ okreslony
jest tablica (15), za$ dla wez#éw brzegowych tablica (24). W przypadku po-

chtoniecia czastki na brzegu w miejsce (rownanie (17)) nalezy
kbas¢ T ,
gij
czyli
nxr3)i = Tg.. G0
gdzie:

Fj - brzeg, na ktorym przepdyw ciepta okreslony jest Illwarunkiem brze-

gowym.

Ostatnie réwnanie nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze zbiorowi wezdowych
punktéw granicznych przyporzadkowujemy zbiér punktéw stykajacych sie z
wezkami, zas elementom nowego zbioru odpowiadaja wartosci temperatur ply-
nu otaczajacego brzeg obszaru [3]-
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liPfciilHIHLE mLTOAH aOHTL-KA]JIG JUL P£i.Ha.n 3ALA* TUUOIIK)3CJIHCCTK
3 T3EPJILX TEJIAX C .TKHBIHGn ZABI.CKUuOCTbL] KOWIi®LIi*EITA
TLiiJI01G'G3CAKOCTV, OT TUUILPaTyph

P e3» Me

npercTaBlieH cnocoB KCnolib30BaHHH ueToaa iuOHTe-Kapao a®a BKvncjieHiia era-
PHOHapHoro TeanepaTypiioro nolia b Tejiax oTJiHvaiomHXCfl jinHeitaok aaBUCKUOcibii
Kos¢xpKPHeHTa % ot TeunepaTypbi. llpn noMoiiH cxeubi KOHeuHhix pa3HOCTeA BtiBe-
aeHK ypaaHeHMA jjia paccMaTpuBaeiioro npocTpaHCTBa n npexCTaslJieH cnoccdé pe-

meHMH 3aAa« ajih rpaHKVHoro yC£OBna | u IIll poxa.

UTILIZATION Of MONTE-CARLO METHOD TO
BOUNDARY PROBLEMS OP STEADY HEAT CONDUCTION IN THE MEDIUMS
WITH THE LINEAR CHANGE OP CONDUCTION COEFFICIENT

Summary

The paper presents the way of generalization of Monte-Carlo method for
calculation of the steady temperature field in the mediums characterized
by linear change of heat conduction coeffi - cient. On the base of the
scheme of the finite differents there are derived the correspondent equa-
tions for the interior of considered area. There are presented the ways
enabling an utilization of the method if, at the area border, are given
the boundary conditions of the first and third kind.



