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O PEWNEJ METODZIE OBLICZANIA STACJONARNEGO POLA TEMPERATUR
W CIALACH STALYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono nowy spos6b numeryca-
nego rozwigzania problemu przewodzenia ciepta w ciatach sta-
+ych. Metode rozwigzania, nazwana przez autoréw metoda do-

boru wspétczynnikéw wzoréw interpolacyjnych dla przekrojow

pola temperatur, zilustrowano przyktadem liczbowym.

1. Wstep

Problem ustalonego przewodzenia ciepta w ciatach statych o przewodno-
ci a sprowadza sie do poszukiwania rozktadu temperatur w postaci funk-
ji t(P), P e 2 spekniajgcej roéwnanie Laplace’a:

V2t=0 -

w obszarze Si oraz warunki brzegowe na brzegu T obszaru Si.W dalszej cze-
Sci artykutu rozpatrywa¢ bedziemy zagadnienie dwuwymiarowe w obszarze zo-
rientowanym przy pomocy uktadu prostokatnego, czyli réwnanie Laplace*a w
postaci:

92t 02t 9y
7TT7T 7T 7 Is”

przy nastepujacych warunkach brzegowych:

1: Okreslony rozk#tad temperatur na brzegu
tx, y) =X y) 13)

gdzie:
tF - temperaturg na brzegu obszaru.

2: Okreslony rozk#tad strumienia cieplnego na brzegu
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3: Okreslony zwigzek miedzy temperaturg i jej gradientem na powierzchni

xtn +a [tr x>y~ “ tox' ]=0 i-5)
gdzie:
- wspokczynnik wnikania ciepla,
t - temperatura osrodka otaczajgcego cialo stale.

Dopuszczgmy réwniez mozliwos¢ wystgpienia tych warunkéw  rdéwnoczesnie
na roznych odcinkach brzegu obszaru. Do rozwigzania tego typu zadan [1]
stosuje sie najczesciej metody numeryczne oparte na znanym schemacie roz-
nic skoniczonych. Istotg tych metod jest zastgpienie funkcji rzeczywistych
funkcjami typu "schodkowego', ktére przy odpowiednio gestym podziale réz-
nicowym obszaru stanowig dostateczng aproksymacje zmiennosci funkcji rze-
czywistych.

Przedstawiong w niniejszym artykule nowga metode obliczen stacjonarne-
go pola temperatur opisanego réwnaniem (@) i1 warunkami @), C4), (G) moz-
na nazwa¢ metodg doboru wspétczynnikéw wzordw interpolacyjnych dla prze-
krojow pola temperatur.

2. Metoda obliczeniowa

Rozpatrywa¢ bedziemy plaski obszar Si , ograniczony konturem 1i",na kto-
ry zostata naniesiona siatka prostokatna o dowolnym skoku (rys. 1):

Axi = xi “xi-1
Ayj =yj "yj1l
gdzie:
i=1,2,...,n
Jj=12,....,m

Przyjety podziat siatkowydeterminuje jednoznacznie potozenie w plaszczyz-
nie xywezdowwewnetrznych ~punkt Ana rys. 1),brzegowych B oraz tzw.
wezdow brzegowych specjalnych C. Wezdami specjalnymi nazwano te punkty,
w ktorych na brzegu obszaru przecinajg sie dwie linie podziatu siatkowe-
go.

Przy ustalaniu siatki dla rozpatrywanego obszaru nalezy dazy¢ do tego,
aby wezty brzegowe specjalne znalazty sie przede wszystkim w punktach,gdzie
kierunek wektora normalnego do konturu ograniczajacego obszar,znacznie od
biega od kierunku osi wsp6trzednych. Ha tych wycinkach konturu,gdzie wek-
tor normalny jest w przyblizeniu prostopaddy do jednej z osi rodzaju wezka
nie odgrywa wiekszej roli.
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Rys. 1. Podziat siatkowy obszaru 52. Przekréj powierzchni t = t(x, y)

linie podziatowe x” = idem oraz y~ = idem traktujemy jako baze dwoch
rodzin ptaszczyzn wzajemnie prostopadtych (i prostopadtych do ptaszczyzny
obszaru 52), ktérych zadaniem jest wyréznienie wybranych przekrojoéw po-
wierzchni t = t(X, Yy).
Linie przenikania o réwnaniach:

18)

oraz
19)

sa funkcjami tylko jednej zmiennej.

Wykorzystujac warunek interpolacji ¢zerowe odchytki od wartosci funk-
cji w wybranych punktach), réwnania przekrojéw mozna zapisaé¢ w postaci:

110)
J=1
K.
i
111)
j i=1
gdzie:
ki - ilos¢ weztb6w wewnetrznych i brzegowych w przekroju

X =xM kM< m
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kN - ilos¢ wezdo6w wewnetrznych, i brzegowych w przekroju

y -yil k.<n

Wartosci wspotczynnikéw a.~ i1 b~ wielomianéw interpolacyjnych mozna
obliczy¢ z nastepujacych warunkéw«
1° w kazdym wezle wewnetrznym powierzchnia t = t(x, y) jest ciagta,czyli

thjr=x1 - i12)

2° w kazdym wezle wewnetrznym musi by¢ spednione réwnanie laplace,a,czyli

d2H y j W d2tw W
-y C13)

3° w kazdym wezle brzegowym musi by¢ speidniony jeden z warunkéw (3), (),

15)
tNJ)X-Xi - 11+)
tixi)ywyj “VvVIVvidt 115)
lub
atthy) dHyj) x.x
Sn-* ST— OB + 3y— — cobdc2 a flxi*j> d 6)
gdzie:

cosiCj, cosofj - cosinusy kierunkowe wektora normalnego do konturu ogra-
niczajgcego obszar fi w punkcie P(Xiyi).

Jezeli rozpatrywany wycinek konturu okreslony jest réwnaniem p(x,y) » O,
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ooac(-= — E)Y NN (18)

Wartosci cosinuséow kierunkowych wektora normalnego mozna réwniez okre-
Sli¢ bezposrednio na podstawie rysunku obszaru 2 . Warunki brzegowe znacz-
nie upraszczaja sie w wezdach zwyczajnych, gdzie jeden z cosinuséw kierun-
kowych jest w przyblizeniu réwny zero. W réwnaniach wystepuja wéwczas po-
chodne odpowiednich wielomiandéw interpolacyjnych (por. str.71).

Warunek brzegowy 3 rodzaju:

» S LW j) - HAYD] 119)

gdzie:
t(Xiyj) - jest temperatura na brzegu obszaru, modelujemy analogicznie
jak réwnanie (16).

Dla wez46w brzegowych w narozach wewnetrznych (wezdtybrzegowe specjal-
ne) musza by¢ spednione dwa réwnania. Pierwsze znichwynika zodpowied-
niego warunku brzegowego, drugie za$ z réwnosci temperatur w punkcie sty-
ku dwéch wielomianéw interpolacyjnych (12)).

Zbior wszystkich warunkéw, jakie muszg spednia¢ wielomiany interpola-
cyjne w weztach obszaru siatkowego, tworzy uktad r roéwnan liniowych:

r - 2(rl1+ r3) + r2 20)

gdzie:
r."= - ilos¢ wezt6w wewnetrznych#

r2 - ilos¢ wezt6w brzegowych,

r™ - ilos¢ wezt6w brzegowych specjalnych.

Po obliczeniu wartosci wspoétczynnikow arj i1 b~ wzordéw interpola-
cyjnych, z zaleznosci (10) i (11) mozna obliczy¢ wartosci temperatur w
weztach siatki.

3. Przykkad obliczeniowy

Opisanag wyzej metode zastosujemy dowyznaczenia rozktadu temperatur w
betonowej ptycie grzejnej pokazanejna rys. 2. Temperatura czynnika grzeje
nego wynosi tg, temperatura otoczenia tQ.Zatozono, ze temperatura piy-
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nu grzejnego jest réwna temperaturze na granicy obszaru ptyty (I warunek
brzegowy). Przeptyw ciepta do otoczenia okreslony jest 11l warunkiem brze
gowym, zas w ptaszczyznach symetrii ptyty maimy szczegélny przypadek warun-
ku brzegowego 11 rodzaju q = O.

41 36
72 88 6l
700 82
X al
L m Q

Rys. 2. Rozktad temperatur w ptycie grzejnej

p
Wspé4czynnik wnikania ciepta @= 11,6 W/m deg, wspoédczynnik przewodze
nia %= 0,8 W/m deg, t - 100°C, tQ = 20°C.
Wielomiany interpolacyjne dla przyjetych przekrojéw pola temperatur:

2
t™~V=°»1 = all + al2 x + al3d x

t(x)y 0,2 = a2™ + a22 x + a23x + az24x”
(21)
Uy) x=0,1 J11 12

Hy)x=0,2 = b21 + 6)33 y + b23y

Réwnania wynikajace z réwnosci pola temperatur w weztach siatki:

X = 0,1
y = 0,1
b~ + 0,1 bl2 + 0,01 b” + 0,001 bl - 0,1 ang “ 0,01 Ay = 0

Warunki wynikajace z roéwnania Laplace*a:
x = 0,1
y =0,1

2 b +0,6 br +2 ar 30
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1zolacja na brzegu (1l warunek brzegowy):

x = 0,0
y = 0,1

111,warunek brzegowy:
x = 0,1
y = 0,3
11,6 b~ + 4,28 bl12 + 1,524 bl1l3 + 0,5292 bu = 232

warunek brzegowy:

x = 0,2
y = 0,1
b21 + 0,1 b22 + 0,01 b23 = 100%) (22)

Rozwiazanie ukdadu rownan (22):

sji = 75,7 a2 = 0 ar3 = 608
a2l = 56,6 422 = 0 a23 = 498 a24 = -1107
br = 90,8 P "3 - -1081 b1 = 1474
b2l =135.5 22 = ~372 23 =

Wartosci temperatur w wezdach obliczone z réwnan (21) przedstawiono na
rys. 2.

4. Wnioski koncowe

Zasadnicza réznica miedzy metoda doboru wspéiczynnikéw wzoréw interpo-
lacyjnych przekrojow a klasycznymi metodami réznicowymi jest wprowadzenie
w miejsce powierzchni typu schodkowego powierzchni ciggtej, bedacej lep-
szg aproksymacja rzeczywistego pola temperatiur. Lepszy "model™ powierzch-

punkcie x = 0,2, y = 0,1 mamy w zasadzie 3 réwnania warunkowe,dwa wy-
nikajgce z zadanej temperatury na brzegu i jedno wynikajgace 2z réwnosci
temperatur, ale tylko dwa z nich sg liniowo niezalezne.
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ni t = t(x, y) wigze sie jednak z bardziej z#ozong postacig uktadu roéw-
nan warunkowych. W przypadku realizacji obliczen na elektronicznych maszy-
nach cyfrowych komplikacja nie ma wiekszego znaczenia.

Istotng zaletg przedstawionej w niniejszym artykule metody jest mozli-
wos¢ rozwigzywania zadan przy zachowaniu rzeczywistych warunkéw geometrycz-
nych. Dzieki zastosowaniu w warunkach brzegowych pochodnej kierunkowej nie
ma potrzeby zastepowania rzeczywistego ograniczenia obszaru liniag 4amang.
Na mozliwos¢ takiego uogdlnienia metody wskazat autorom w recenzji artyku
4u Prof. dr inz. Jan Szsrgut.
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0 HEKOTOPOM UETOFIE BHHHCJIEHM CTAhEOHAPHCUO TEMIIEPATYPHOrO rQJlii
B TBEPFIHX TEJIAX

Pe3bme

EpeACTaBlieH hobtiz cnocod6 itHCieuHoro pemeHua npodéafcmi TenaonpoBOAHocTH
b TBEpXHX Teaax, H&sBaiHua ueToxou anCopa xoay"HUHeHTOB hhtepnoJiamiouHnx
$opuyji jaa ceuemtfi noBepxHOCT* T =+ TtX,y). 1JoKaaaH laiwe npnuep ucnoak-

aosanza ueTo”a amb. KOHKpeTHoft aagac«h.

ABOUT CERTAIN CALCULATION METHOD FOR THE STEADT
TEMPERATURE FIELD IN SOLID BODIES

Summary

The paper presents a new way of the numerical solution of a heat con-
duction problem in solid bodies. Solution method, called by the authors
the netnod of choice of the interpolation formulae coefficients for tempe-
rature field sections, is ilustrated by means of the numerical example.



