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TERMODYNAMICZNA OPTYMALIZACJA
GEOMETRIlI ZEBRA OPROMIENIOWEGO

Streszczenie. Wartykule tym wyznaczono rozktad temperatur
w zetrze kotowym, wymieniajagcym ciepto gtdwnie na drodze
promieniowania z otaczajagcym osrodkiem. Uzyskane pole tem-
peratur umozliwito nastepnie optymalizacje geometrii prze-
kroju poprzecznego zebra ze wzgledu na naktady materiatowe.

1. Wstep

Celem zwiekszenia ilo$ci wymienianego ciepta z otoczeniem stosuje sie
powierzchnie ozebrowane. W zalezno$ci od potrzeb i celu stosowane bywajg
zebra o réznych ksztattach przekroju poprzecznego. Konieczno$é stosowania
zeber (jak to zostanie nizej pokazane) wynika czasem ze wzgledéw konstrulf-
cyjnych. Najefektywniejsze zebra posiadajg skomplikowany ksztatt przekro-
ju poprzecznego. Ze wzgledéw technologicznych jednakze, zebra wykonywane
bywajg' o przekroju poprzecznym w ksztatcie klina o okre$lonej zbieznoS$ci.
Od ksztattu zebra, jak i sposobu wymiany ciepta miedzy zebrem a otocze-
niem zalezy rozktad temperatur w zebrze i intensywnos$¢ przekazywania ciepta.

W literaturze mozna znalez¢ wiele rozwazan termodynamicznych nad efek-
tywnos$cig zeber dla przypadku, kiedy dominujgcym sposobem wymiany energii
jest konwekcja. Wpraktyce spotyka sie przypadki, gdzie dominujgcym spo-
sobem przekazywania energii jest nie konwekcja lecz promieniowanie. Przy-
ktadem moze by¢ komora spalania kotta parowego. W komorze takiej} rury od-
parownika - w przypadku potrzeby uzyskania szczelno$ci komory", "a takze
dla zwiekszenia intensywnoéci przekazywania ciepta - tgczy sie zebrami, w
petny ekran. Zebra te biegna wzdtuz rury, na przedtuzeniu jej $rednicy
(rys. 1).
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Mamy wiee do czynienia z zebrem prostoliniowym, o przekroju poprzecz-

nym w ksztatcie klina, ktéry wymienia ciepto gtéwnie na drodze promienio-

wania z otaczajgcym os$rodkiem (.spalinami).

Ha rys. 2 przedstawiono zebro kotowe, o przekroju poprzecznym w ksztat-
cie klina. Model pokazany na rys. 1 jest szczegdlnym przypadkiem modelu
zebra kotlowego. Przejscie do tego szczegdlnego przypadku odbywa sie za po-
mocg przej$cia do granicy -*m00 , przy zachowaniu skonczonej wartosci

szerokoséci zebra AR = R2 “ R

2. Pole temperatur w zebrze

2.1. Ro6wnanie rézniczkowe rozktadu temperatur

Uizej zostanie wyprowadzone réwnanie rozniczkowe rozktadu temperatur w
zebrze opromieniowanym, przy zatozeniu jednowymiarowego, o symetrii $rod-
kowej, pola temperatur w zebrze (w zaleznos$ci od promienia biezgcego r -

rys. 2).
Stosujac | zasade termodynamiki do elementu kotowego zebra o szeroko-
§ci dr i grubos$ci £ (w miejscu r od geometrycznego $rodka Zebra) -

mozna napisac:
w av - )
Ciepto przekazywane wskutek przewodzenia wynosi

Qb = Artdr * v 3?) a4, w

%% = Ar ' * e« SF>r

gdzie oznacza ciepto doptywajace do elementu zebra o szerokosci dr,

za§ O ciepto odplywajgce z tego elementu zebra.
Jezeli zebro jest opromieniowane z dwoéch stron, woéwczas ciepto doptywa-

jace do elementu zebra o szeroko$ci dr przez promieniowanie wynosi:



Termodynamiczna optymalizacja geometrii... 113

dQR =C- T4] . 4T. r . dr (c>

Grubo$¢ zebrawmiejscu r moznaokre$li¢ z réwnania:

sr = [a+ Cr2 ~r#] )
57?
jjdzies AR = - R« a =(z)'| Przekr6j zebra wzdiuz okregu o promieniu r
v/ynosi
Ar = 2Jtr or

a po uwzglednieniu réwnania (d)
Ro - r*

A = 23r31 rla + (l-a) — 1 (e)

Celem obliczenia wyrazéw: Ar+(ip i Q-F’\Hdr w la)» rozwijamy je
w szereg Taylora wok6t punktu r  (szereg ten urywamy po drugim wyrazie)
- wtedy:

A+dr = A +“EA"r 2

dT» _dT« .d2 T» n /_«
HrAor+dr - Hror N2 '

Z réwnania (e) otrzymujemy, ze przekrdj zebra wzdiuz promienia zmienia sip
wedtug réwnania:

R2 4 _2r+a(2r ~V L fM

sjtp— = 2 Jto

W ykorzystujagc napisane wyzej rdwnania (a)-*(h) i odpowiednio wstawiajac je
do réwnania (1) otrzymujemy po uporzagdkowaniu réwnanie rézniczkowe rozkta-
du temperatur w zebrze w postaci nastepujacej:
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Warunki brzegowe:

M R, 0} Tr=Ri =TI (3)

2.2. Rozkiad temperatur w zebrze

Réwnanie rézniczkowe (2) wraz z warunkami brzegowymi (3) jest réwna-
niem nieliniowym; jego rozwigzanie nie da sie przedstawi¢ w formie skoA-
czonej.

Poniewaz dla rozpatrywanego przypadku temperatura plynu otaczajacego
zebro Tj, jest znacznie wyzsza od temperatury zebra T,dlatego tez z do-
brym przyblizeniem mozna zatozyé¢, ze
dla

Tp» T ; Tj- T4 = £ (4)

gdzie:
£ - liczba bliska jednosci.

Przy zatozeniu upraszczajgcym (4), warunkach brzegowych (3) oraz dla
%= idem, rozwigzanie réwnania rézniczkowego (2) przedstawia sie nastepu-

jaco:

T=0 +Bf(a, w, 3) C5j
gdzie
B, 21.m 2t4 0
naw.e) —1-gj (1-a) g+ }+/Miln
i+ E 12
rH ~ t-4 5 + 1]j I«)

a,w - sg bezwymiarowymi wielko$ciami zwigzanymi z geometrig uktadu:

a R
a = 10< a< 1; W =Yij; w e (0,<>); ARaRg-R"i

- jest bezwymiarowag wspotrzedng zebra

r - R
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Jak wida¢ z réwnania (.5), rozktad bezwzglednych temperatur w zebrze zale-
zy od bezwymiarowych wielkosci a, w ,e. Catkowity spadek temperatury AT=

=Tg - na zebrze mozna wyznaczy¢ z réwnania (5) po podstawieniu w nim
?= 1f wtedy otrzymujemy:

AT = B (a, w) (7)

gdzie

* I I~} W
Celem otrzymania réwnan rozktadu temperatur w zebrze pokazanym na rys. 1
nalezy przejs¢ do granic przy w-*-«>. Dla przypadkdw granicznych funkcje

f(a,w,e) i f~(a,w) sprowadzajg sie do nastepujacych postaci:

f(o»w«e) = 8+ tl1+w) Intf + 1)

i(0,°%e) = 2? (6b>
f(a,w,0) = 0 (6c)
i(a,»*) = —- A5 0(.1-a)?+ a In [i - (1—a)e]i (6d)
(1-%) | >

f(1*w»e) = “f- - ew +(1+w)2In (| +1) (6¢€)
f(1»°?) = -§2+ 2¢ (ef)
fA0,«») =2 (8a)
f. @) = - j(l-a) + aIn a i (8b)
1 (1-a) 1 J

"(L,w) =(1+w)2ln () -w -\ (8c)
fi1ite =1 (8d)

fr(e,w) =1 +(1+w) In(~i) (8e)
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Na podstawie réwnania (7) i (i) mozemy dla kazdego opromieniowanego ze-
bra okreéli¢ pewien parametr (wymiar) charakterystyczny p

P.m ¢, P — iAi—
2 robwnania (9) wynika, iz dla okre$lonej szeroko$ci zebra 6R i jego
grubosci u nasady warto$§¢ parametru p nie ulega zmianie.Parametr p

jest wielkos$cig statg dla danego zebra w zmiennych warunkach wymiany cie-
pta przez promieniowanie.

Wykorzystujac réwnania (5) i (7) rozktad temperatur w zebrze mozemy
uja¢ za pomoca bezwymiarowej temperatury O .przyjmujgcej wartosci od 0 =
= 0do 0=1 odpowiednio dla ¢ = 0 do ¢ = 1.

Oznaczajac:

T- T
e = l\@ -nn 0°)
otrzymuj emy:
0 = F(a,w,g) (11)

gdzie:

Postaci funkcji F(a,w,e) dla przypadkéw szczegé6lnych tatwo wyznaczy¢ wo-
parciu o podane wcze$niej szczeg6lne postacie funkdji f(a,w,e) i f.j(a,w).

3. Naktady materiatowe, na zebro

3.1. Geometryczna funkcja naktadéw materiatowych na zebro

Masa materiatu ra[kg] zuzyta na wykonanie zebra wynosi
m=Vd (i)

gdzie:
d - gesto$¢ materiatu kg/m
V - objetos¢ zebra nr.

Dla okreslonego materiatu, z ktérego wykonuje sie zebro (okre$lonej jego
gestosci d), naktady materiatowe sa proporcjonalne do objeto$ci zebra V.
Przedmiotem dalszej analizy bedzie objeto$¢ zebra V.
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Objetos¢ zebra V mozna wyznaczy¢ z réwnania:

V =JT(r] - R") p- (1+a) (k)

Kiarodajng do okre$lenia efektywnych naktadéw materiatowych bedzie obje-
to§¢ V., tj. objetos¢ zebra odniesiona do jednostki diugoséci obwodu okre-
gu, ktérego promien réwny jest Sredniemu promieniowi zebra Rgr (przy da
nej szerokos$ci zebra AR). Poniewaz

wobec tego z réwnan (k) i (1) otrzymujemy:

id
V1 = (AR) (1+3)

Korzystajac z rownania (13) i (9) mozemy napisac¢, ze:
V1 = KV(a,w) (14)

gdzie:
Ci T~Uar)3

kM3 \BsT (15)
y(a,w) = (1+a) fl(a,w) (16)

Jak wida¢ z powyzszych réwnan, naklady materialowe na zebro zalezg mie-
dzy innymi od bezwymiarowych wielkos$ci a, w zwigzanych z geometrig ukta-
du. Funkcja p (a,w) jest geometryczng funkcjg naktadéw materiatowych na
zebro.

3.2. Optymalne zwigzki geometryczne zebra opromieniowanego

Geometryczna funkcja naktadéw materiatowych na zebro P (a,w),dla okre-
$lonej warto$ci parametru w, posiada minimum ze wzgledu na wielkos$ci a.

Optymalnej warto$ci parametru a = aw (dla zadanego parametru w) od-
powiadajg z punktu widzenia termodynamicznego minimalne naktady materiato-
we na zZebro.

Celem znalezienia zbioru par liczb (aw, w) nalezy rozwigza¢ réwnanie:
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Eorzystajac z réwnan (16) i (8) réwnanie (17) po uporzadkowaniu sprowadzar
sie do réwnania:

a~Dl + a4D2 + a3Dg + a2D™ + aDg + Dg =

= In(a) [a4D? + a3y + a2Dg + aD™0 + D7) (18)

gdzie:

DL - w2 + w

52 =- M2 - 6w + (2w + 1)(1+w)2 In(-iin) - 1

B3 - - w2 + 4w - 4(2w+1) (1+w2 In(-1i2) + 3

Ba = 16W2 t l4w + 6(2w+1)(1+w)2 In(-1i5) + 1

0 = l4w2 - 21w - 4Q2w+1)(1+w)2 In("2) - 7

9% = M2 + 8w + (2w+1) (1+w)2 In("2) + 4

x7 = w2 + 4w + 1

pg - - 16w2 - 18w - 4

s9 = 12w2 + 20w + 7

D10 = 2w - 2

= - 2W2 - 4w - 2
D11

Ze wzgledu na wielkos¢ w, funkcja V(a,w) osigga minimum dla w

36wnanie (18) spetniajg nastepujgce przyktadowe pary liczb (awt w) -
zestawione w tablicy 1.

Tablica 1
w 0,1 1,0 10,0 100,0 1000,0 ®
St 0,06454 0,16826 0,21634 0,22293  0,22361 0,22452

Zalezno$¢ (w, a”) pokazana jest réowniez na rysunku 3.
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Dalsze rozwazania nalezy prowadzi¢ w potagczeniu z réwnaniem (.18) - czy-
li dla wyznaczanych wedtug réwnania (18) par liczb (a®, w).

Wykorzystujgc rownanie (18) - funkcje f(a,w,e), f.|(a,w), F(a,w,e) spro-
wadzajg sie do nastepujacych postaci:

flaw) —'- f (w)
f(a,w,g) —  f(w,e) (19)
F(aw.g) —- F(w.e)
przy czym:
P(w.g) = =@
fAW)

Funkcji fA(w), f(w,e), F(w,e) nie mozna napisa¢ w postaci analitycz-
nej w sposéb wyrazny ze wzgledu na niemoznoéé rozwiktania réwnania (13)
wzgledem a lub w. Funkcje te sg optymalnymi funkcjami charakterystycz-
nymi dla Zzebra opromieniowanego. Pary liczb (aw, w) oraz funkcje fA(w),
f(w,e), F(w,e) wyznaczono za pomocg maszyny cyfrowej. _

Przebieg funkcji fA(w) oraz przyktadowe przebiegi funkcji f(w»e) i
F(w»e) pokazano na rys. 4, 5, 6 oraz podano w tablicach 2 i 3.
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Tablica 2
Warto$¢ funkcji 2 (w)
W 0,1 1,0 10,0 100,0 1000,0 00
3,32992 1,88879 1,51576 1,46986 1,46516 1,46435
Tablica 3
W arto$ci funkcji f(w,e) i F(w,e) dla w = 1,0
S 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
f(w,e) 0,00000 0,55416 1,02795 1,42693 1,73730 1,88879
PAw.g) 0,00000 0,29339 0,54423 0,75547 0,91960 1,00000
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3 CTaThe onpexeaeHO nojie TeanepaTyp b ahckobom peGpe, kotophm o6M8HaeT
Tenjio H3Jiy«eHiieu ¢ ra30BO0ii cpeaoii.

1JoJiyseHoe pememie nolJia TeunepaTyp flajio BC3MOJKHOCTbH onpejejiemia outh -
MalJibHoii reo«eTpHM nonepenHoro ceqemia pe6pa no CTiiomeHHio MaTepHajioBnoxe-
HHS.

THE THERMODYNAMIC OPTIMUM 0? THE RADIATION PIN GEOMETRY

Summary

The temperature distribution in the circular fin, with the heat trans-
fer mainly trough radiation has been determined.

The obtained temperature field makes possible to find the optimum geo-
metrical cross-section of the fin on account the material input.



