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METODA KOLEJNYCH PRZYBLIŻEŃ CAŁKOWANIA RÓWNAŃ LAMINARNEJ WARSTWY 
PRZYŚCIENNEJ DLA CZYNNIKA ŚCIŚLIWEGO

S t r e s z c z e n i e  : W p ra cy  opracow ano metodę k o l e j n y c h  p r z y b l i 
żeń  ca łk o w a n ia  rów nań w ars tw y  p r z y ś c i e n n e j  d l a  o ś r o d k a  ś c i 
ś l i w e g o .  B io r ą c  za  punk t w y j ś c i a  u n iw e r s a ln y  u k ła d  równań 
w ars tw y  g r a n i c z n e j  s k o n s t ru o w a n o  o gó lny  a l g o r y tm  o b l i c z e ń  
d l a  o k r e ś l e n i a  p r o f i l i  p r ę d k o ś c i  i  e n t a l p i i  o r a z  d l a  o k r e 
ś l e n i a  w a r t o ś c i . i c h  p ie r w s z y c h  pochodnych na ś c i a n i e .  A l 
g o ry tm  c h a r a k t e r y z u j e  s i ę  tym , że p r z y b l i ż e n i e  n a s t ę p n e  wy
r a ż a  s i ę  c a łk o w ic i e  p r z e z  p r z y b l i ż e n i e  p o p r z e d n i e .  P rzy  
t r a f n y m  d o b o rze  f u n k c j i  począ tkow ych  i s t n i e j e  m ożl iw ość  o— 
t r z y m a n ia  z a m k n i ę t e j  formy r o z w i ą z a n i a  d l a  p o s z c z e g ó ln y c h  
p r z y b l i ż e ń .  Dla z i l u s t r o w a n i a  metody podano w p ra c y  p r o s t y  
p r z y k ł a d  o b l i c z e n i o w y .

N ie l i n io w o ś ć  rów nań w ars tw y  p r z y ś c i e n n e j  po w o du je ,  do d o k ła d n e  i c h  r o z 
w ią z a n i e  j e s t  możliwe J e d y n ie  d l a  m nie j  z ło ż o n y c n  warunków brzegow ych  
( p rę d k o ś ć  z e w n ę trz n e g o  p rz ep ły w u  p o t e n c j a l n e g o  j e s t  p r o s t ą  f u n k c j ą  w s p ó ł 
r z ę d n e j  b i e g n ą c e j  w zd łu ż  ś c i a n y ) .  R o z w ią z a n ie  problemów b a r d z i e j  z ł o ż o 
nych  wymaga s t o s o w a n ia  metod p r z y b l i ż o n y c h .  J e d n ą  ż głównych g r u p  metod 
s to so w a n y c h  do c a łk o w a n ia  cz ą s tk o w y ch  rów nań ró ż n ic z k o w y c h  t y p u  rów nań  
w ars tw y  g r a n i c z n e j  tw o rz ą  ró ż n e  p o s t a c i e  metody k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń .  W 
l i t e r a t u r z e  d o t y c z ą c e j  omawianego p rob lem u opracow ane  w i e l e  ró ż n y c h  wa
r i a n t ó w  t e j  metody ( n p . :  [ i ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 ] ) .  Do t e j  g rupy  metod n a l e ż y  rów
n i e ż  metoda opracow ana  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y .  I d e a  t e j  metody j e s t  zaw ar
t a  w p ra c y  [ ¿ ] t  g d z i e  p r z e d s ta w io n o  j e j  z a s to s o w a n ie  do c a łk o w a n ia  rów nań  
P r a n d t l a  d l a  l a m in a r n e g o  p rz e p ły w u  n i e ś c i ś l i w e g o .  P o d k r e ś l e n i a  wymaga 
f a k t ,  że metoda j e s t  o g ó l n a ,  a  J e j  s t o s o w a n ie  p ro w a d z i  do s to su nk ow o  p r o 
s t e g o  a lg o r y tm u  o b l i c z e ń .

1 .  Równania w y jśc iow e

Równania cz ą s tk o w e  o p i s u j ą c e  dwuwymiarowy la m in a r n y  p rz e p ły w  p ły n u  ś c i 
ś l iw e g o  z a p i s u j e  s i ę  zwykle po z a s t o s o w a n iu  t r a n s f o r m a c j i  S te w a r t s o n a - D o -  
r o d i t s y n a

I . J c
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V ró w n a n ia c h  i  -  ł  o zn ao zo n o s z  -  w sp ó łrz ę d n a  ró w n o le g ła  do ó o la n y ;  y  -  
w sp ó łrz ę d n a  p r o s to p a d ła  do ó o ia n y ;  V  -  f u n k o ja  p rą d u ;  h  -  e n t a l p i a ;  h Q -  
e n t a l p i a  o a łk o w l ta ;  p  -  o l ś n i e n i a ; (i -  dynam iczny w sp ó łc z y n n ik  le p k o ó o l ;
V -  k in e m a ty c z n y  w sp ó łc z y n n ik  l e p k o ó o l ;  o p -  o l e p ł o  w ła śo lw e  p rzy  sta .łym  
c i ś n i e n i u ;  oT -  o le p ło  w łaóo iw e p rzy  s t a ł e j  O b ję to ó o i ;  ę  -  g ę s t o ś ó ;  C -  
s t a ł a  Chapmana ̂ u b e s l u a ;  P r -  l i c z b a  P r a n d t l a ;  U -  l l o z b a  Ma oh a ;  u^ - p ię d -  
koóó z e w n ę trz n e g o  p rzep ły w u  p o te n o ja ln e g o ;  in d e k s y  1 , 6  o d n o szą  s i ę  odpo
w ie d n io  do warunków a d ia b a ty c z n e g o  1 lz o e n ta lp o w e g o  d ła w ie n ia  o ra z  do wa
runków  z e w n ę trz n e g o  p rzep ły w u  p o te n o ja ln e g o .
Po « p ro w a d z e n iu  nowyoh zm lennyoh :

i? -  Dy [27 ,  £  U ( x ) d i J  i  -  1 -  ^  U ( x ) d i (4 )

ró w n a n ia  ( 2 ,  3 )  p r z e k s z t a ł o ló  można do k o r z y s t n i e j s z e j  w d a ls z y  oh rozw a
ż a n ia c h  form y *
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g d z ie  i

?  .  V ( x , y )  j^2 V1 /  U (x )d x |  ^
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K o n k re tn y c h  r o z w ią z a ń  rów nań  ( 5 ) , ( 6 )  p o s z u k u je  s i ę  d l a  o d p o w ied n ic h  w arun
ków b rz e g o w y o h .  W t e o r i i  l a m i n a r n e j  w ars tw y  p r z y ś c i e n n e j  p rz y  z a ł o ż e n i u  
b r a k u  p ro m ie n io w a n ia  po a t a  6 t y c h  warunków z a p i s u j e  s i ę  p r z e z  z w i ą z k i :

F ( Ś , 0 )  + 2Ś | |  ( ¿ , 0 )  -  t ś 0 ( $ ) ,

§ Ł r t , o > . o ,

| |  ( S , ~ >  -  , ,

H  « „ . - ! )  ■ » „ W .

S(§ f oo) - 0 , ' (7)

s ( $ , o )  * s ^ e#

Równania ( 5 ) ,  ( 6 )  i  w a ru n k i  ( 7 )  s t a n o w i ą  z a g a d n i e n ie  b r z e g o w e ,k tó r e g o  r o z 
w i ą z a n i e  pozw ala  o k r e ś l l ó  w s z y s t k i e  i n t e r e s u j ą c e  ze względów t e o r e t y o z -  
myoh i  p r a k t y c z n y c h  c h a r a k t e r y s t y k i  la m ln a r n e g o  p rz e p ły w u  o ś ro d k a  ś o i ś l t -  
w ego .

2 .  Matoda r o z w ią z a n i a

C a łk u ją c  ró w n a n ia  ( 5 ) ,  ( 6 )  w g r a n i o a h  od i j  do oo z  u w z g lę d n ie n ie m  wa
runków ( 7 )  o trzym ujem y o d p o w ie d n io :
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g d z i e :

A2 -  . / (1 -  Ę  ) dT? ł 2Ś i  flr

W prow adzająo  do ró w n a n ia  ( 8 )  zmienne

a do ró w n a n ia  ( 9 )  zmienne

_ 1
>£ ,  Z » T J  ^  ? ( . )

_  1
«§ , w «17 5 ,  ^ ( s )

a p  „ __
o r a z  m ająo  na uwadze« że  ^  -  §  ■ u  ( g d z i e  u  J e a t  sk łado w ą  p r ę d k o ś o l  rów
n o l e g ł ą  do ¿ o l a n y )  ró w n a n ia  ( 8 )  1 ( 9 )  można p r z e k a z t a ł o l ó  do p o a t a c i :

g £  > 1 (5 ( 3 , z ) ,  S ( a , g z ) ,  6̂ ( 3 ) ,  g ( s ) J ,  (1 0 )

g y  » L [ i ( s , i ) ,  S ( a , w ) ,  b ^ C s ) ,  g ( s ) ]  ,  (11 )

p rz y  czym

E » ^ ( l - w ) 1? + A g J  (6.,+s 6 ^ )  + 11( 3 ) 6  ̂ ^ ¿^+ A ,+ g  J  Sdw] +
wg

+ 2 s,5i[t§ + + 6ir(l"5)iśo(s)» (12)
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B ównania ró ż n ic z k o w e  (1 0 )  1  (1 1 ) ,  k tó r e  s ą  ek w iw a le n tn e  u k ła d o w i dwu rów 
nań  całkow yoh

u ( 3 y Z) m j K d s ’ ,  (1 4 )

O

7S (eyw ) » F 1  d i*  + S ( s , o )  (1 5 )

z a w ie ra ją  dw ie fu n k o je  n iew iadom e ¿ ¿ ( a ) .  F o a ta o le  ty o h  f u n k c j i  o k r e ś la  
u k ład  dwóoh zw yoeajnyob  rów nań  różn lo zk o w y o h
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o t r zy m an y ch  z równań (1 4 )  i  ( 1 5 )  p rzy  u w z g lę d n ia n iu  o d p o w iedn ich  warunków 
( 7 )  .W a r u n k i  p o c z ą tk o w e ,  p rz y  k t ó r y o h  n a l e ż y  ro z w ią z a ć  ró w n a n ia  (1 6 )  1
( 1 7 )  z n a j d u j e  s i ę  z u k ł a d u  rów nań a lg e h r a l o z n y o h  o trzy m an ych  z (1 6 )  1
( 1 7 )  p rzy  s  0 .  P o d k r e ś l i ć  t u t a j  n a l e ż y ,  że p o s t a ć  ty o h  związków a l g e 
b r a i c z n y c h  u z a l e ż n i o n a  h ę d z l e  każdorazow o od r o d z a j u  warunków b rzeg o w y c h .  
S z e r s z ą  a n a l i z ę  zn a jd y w a n ia  warunków poozątkowyoh równań (1 6 )  i  ( 1 7 )  p rz e 
p ro w a d z ić  można w o p a r c i u  o p ra o ę  [ 3 ] .

W y b ie r a ją c  w s tę p n i e  pewne f u n k c j e  u Q 1 S0 s p e ł n i a j ą c e  odpow iedn ie  wa
r u n k i  b rzegow e z rów nań  (1 6 )  i  ( 1 7 )  zn a jd u jem y  w a r t o ś c i  i  6 2q o r a z
g o ,  k t ó r e  w y k o rz y s ta n e  w zw ią zk ach  ( 1 4 )  i  ( 1 5 )  p o z w a la ją  o k r e ś l i ć  p ie r w 
sze  p r z y b l i ż e n i e  d l a  szukanyoh  f u n k c j i  u^ i  .  P o w ta r z a j ą c  w t e j  sam ej 
k o l e j n o ś c i  t e n  sam p r o c e s  z f u n k c j a m i  u^ i  Jako  poozątkow ymi z n a j d u j e 
my p r z y b l i ż e n i e  d r u g i e .  N as tęp ne  p r z y b l i ż e n i a  zn a jd u jem y  t ą  samą d r o g ą .  
J e s t  o cz y w is ty m ,  że im t r a f n i e j  można d o b ra ć  f u n k c j e  u 0 i  SQ, tym s z y b 
c i e j  u z y s k u je  s i ę  r e z u l t a t y  końoowe. W p r o s t s z y o h  p rzy p ad k ao h  przepływów 
t r a f n y  dobór f u n k c j i  n i e  j e s t  zwykle t r u d n y  i  p ro w ad z ić  może do o t r z y m a 
n i a  ro z w ią z a ń  Z am k n ię ty ch  d l a  p o sz c z e g ó ln y o h  p r z y b l i ż e ń  Ujj i  S ^ .  P rz y  b a r 
d z i e j  skom plikow anych  w arunkaoh brzegow yoh w łaśc iw y  wybór f u n k c j i  J e s t  u -  
t r u d n l o n y ,  co w k o n s e k w e n c j i  zmusza do k o r z y s t a n i a  z maszyn oyfrowyoh 
p rzy  o b l i c z e n i a c h  p r z y b l i ż e ń  Ug i  SB z w ię k szy m i n .

3 .  A lg o ry tm  o b l i c z e ń

S z czeg ó ło w ą  p o s t a ć  a lg o r y tm u  d l a  o b l i p z e ń  w i e l k o ś c i  ^  1 SD o t r z y m u j e 
my z rów nań  (14  -  1 7 )  po w y k o r z y s t a n iu  związków ( 1 2 )  1 ( 1 3 ) .
Mamy w ię c :

s  ó’1a + ó
fB _ (s ,o o ) C ( s ,00) 1 D _ (s ,o o )l

m | l  +  & ( s )  | ab ( s , « 3 + r aT ś -,^ ) J  + 2 8 r aT s , 5b7 J  +

f a » ( o ) A . _ ( s , o )  X .
+ — An(s,ooJ ft1U “ 1^ 3^57 {18)

ó 2n “  ą ^ T s / ^ ^ C s , ^  f 2B [ ^ n / 3 »«0 “  2o «oC2 a ( s ,o 0) - c ^ a (s,<x>))j +

1

+'X,1^£Ł + 6 2n f ź o ( s )cC6 a (s ,oo) + S ( s , o ) J  (1 9 )
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g d e la  i
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CLTT
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M (sfw) » oC^(s,w) - c C j ( s , w )  

° V ( s ,w )  - 7 / " ^  -  -

, , ,  . 7
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0C5 ( s , w )  = /  S«p dw’

l<S6 ( s fw) * S dw’ .

K on ieczne  do z n a l e z i e n i a  m ie js c o w e j  l i c z b y  t a r c i a  o r a z  l o k a l n e g o  s t r u m i e 
n i a  c i e p ł a  w i e l k o ś c i  pochodnych

f e n }  # K J
i ^ j w - o

zn a jd u jem y  a l b o  b e z p o ś r e d n io  ze związków ( 1 0 ) ,  ( 1 1 )  l u b  z fo rm u ł  ( 2 0 ) ,  
(2 1 )
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fd A p  (a » o )  Ap ( s , o )  l i
+ 2a [ - % - L - - ^ 2r_ _ 7 DB(8 ô)J] +

7 r i
+ *«oL1 - T F T Ś T Ó 7 A1B( 3 *0)J  <2 2 >

{ ^ l = o  " Pl{ f 2H[G* " 28 .1“ {*2» [«W8*00» +

-  28G5* ,n ( s , 00) -  C^Bi 8 foo)3)J + « | n  f Ź 0 C<6 n (E,OQ) +

+ k f s ^ o )  + (1-Pr)x]j + i | n tśg S(s,o) j, (23)

g d z i e :

a 3 n ft r  a 'Pn
Gn “ /  i t d*> aB -  Ł  !  £n m r  dw •

o *o

A ł PłZ-Ykład o b l i c z e n i owy

Jak o  p rz y k ła d  o b lic z e n io w y  ro z p a trz y m y  la m in a rn y  przepływ (b e z  wymiany 
masy na g ra n lo y  o środków ) w zd łu ż  iz o te rm ic z n e J  d o lan y  p ł a s k i e j  -  (?> ■ 0 ,
f ^ 0 •* 0» P* •• 1 ,  S ( S |o )  =• « Idem .
D la t a k  sfo im u łcw an o g o  p rob lem u  z w ią z k i (18  -  2 3 )  p rz y jm u ją  odpow iedn io
p o s ta d

6m  "  A^ ( 8 »Go)» fi2n = "  S ć ^ fiT ^ T  s ( s »o )

U j j ^ i s j z )  -  An ( s , z )  A“ 1 (s,db)

S„+ 1 ( 3 , b ) = S ( s , o ) [ l  -

J dun + l ]  V * » o )
l “ ^ J z - o

W . “ d2n Gn w=o
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Za f u n k o j ę  u o p r z y j ę t o

u  « 1 -  e x p ( - z )O (2 4 )

S
gać ■a f u n k o j ę  So p r z y j ę t o  j p  ■> #Xp ( - w ) .  Forma p r z y j ę t y c h  z a ł o ż e ń  pozwala

p rz e p r o w a d z ić  o b l i c z e n i a  p r o f i l i  p r ę d k o ś c i  i  p r o f i l i  t e m p e r a t u r  n i e z a l e ż 
n i e  od s i e b i e »  Z t e g o  w zg lęd u  n a j p i e r w  o k r e ś lo n o  un , a  n a s t ę p n i e  w ykorzy
s t a n o  j e  do o k r e ś l a n i a  S ^ .  W p ierw szym  p r z y b l i ż e n i u  d l a  uzy sk ano  u., •  
■ 1 - ( 4 / 5 ) ( l  + z ) e x p  ( - z )  -  ( l / 5 ) e x p  ( - 2 « ) ,  d l a  d r u g ie g o  p r z y b l i ż a n i a  
o t rzym ano  u 2 » ( 1 / 2 , 6 5 2 )  { 4 /5  e x p ( - z ) { - 2 , 6  -  s 2 -  2 , 3  z  +  exp  ( - 2 z )  -
{ f - ( 4 /2 5 )z 2 -  ( 3 7 / 5 0 )z  -  ( 4 9 / l 0 0 ) j  + e x p ( - 3 z ) {  -  5 2 /6 7 5  -  ( 3 0 /6 7 5 )  z j  +
+ ( l / 4 0 0 ) e x p  ( - 4 * )  + 2,652.{ » Dla p r z y j ę t e g o  u 0 w p o s t a c i  ( 2 4 )  w s z y s t k i e  
n a s t ę p n e  p r z y b l i ż e n i a  un można otrzymać' t a k ż e  w fo rm ie  z a m k n ię te j»  P r z y 
b l i ż e n i e  t r z e c i e  pokrywa 3 i ę  z d o k ła d n o ś c i ą  do k rz y w e j  z odpowiednim r o z 
w ią zan iem  Cohena 1 R e sh o tk o  [1]  .  W a r t o ś c i  l i o z b  t a r c i a  d l a  odpow ledn loh  
p r z y b l i ż e ń  wynoszą ^  = 0 ,4 4 7 3 ,  T 2 “  0 , 4 5 8 1 ,  f j  » 0 ,4 6 3 6 ,  «■ 0 ,47 01
(w a r to ś ć  d o k ła d n a  T » 0 , 4 6 9 6 ) .  Do o b l i c z e ń  3^ p r z y j ę t o  ja k o  w a r to ś ć  po
czą tkow ą I . .  W tyra przypadln* ju ż  d r u g i e  p r z y b l i ż e n i e  pokrywa s i ę  z dużą  
d o k ła d n o ś c i ą  z r o z w ią z a n i a m i  numerycznymi podanymi w [¡i] .  P onad to  d l a  t e 
go p rsy p n d k u  o b l i o z s a e  t r z y  p r z y b l i ż e n i a  w i e l k o ś c i

(d o k ła d n a  w a r to ś ć  w y n o s i  0 ,4 6 9 6 ) »

5 .  Uwagi końcowe

Opracowany a l g o r y tm  o b l i c z e ń  j e s t  s ł u s z n y  d l a  warunków ( 7 ) .  F i z y c z n i e  
o z n a c z a  t o ,  że  można go s to so w ać  w p rzy p a d k ach  la m ln a r n e g o  p rz ep ły w u  new
to n o w sk ich  płynów ś c i ś l i w y c h  w zd łu ż  ś c i a n  a l e l z o t e r m l c z n y c h  (d an a  tem pe
r a t u r a  ś o l a n k l )  z dowolną p r ę d k o ś o lą  i n i e k c j i  l u b  o d s y s a n i a .  N ie m n ie j  j e d 
n a k  ła tw o  można sk o n s tru o w a ć  a lg o r y tm  o b l i c z e ń  d l a  in n y c h  warunków b rz e g o 
wych 1 in n y o h  ro d z a jó w  p ły nó w .

I l o ś ć  o k r e ś l a n y o h  p r z y b l i ż e ń  u z a l e ż n i o n a  j e s t  od k o n le o z n e j  w danym 
p rzy p ad k u  d o k ł a d n o ś o i .  P rzy  r e a l i z a c j i  o b l i c z a ń  n a jw y g o d n ie j  j e s t  z a ło ż y ć  
na  w s tę p i e  wymaganą d o k ła d n o ś ć ,  k t ó r e j  n a j p r o s t s z ą  m ia rą  mogą być s t o s u n -  

a n+H ***n ^n+1 ” ®mk i  > —" w- ■ « Ioh  k o n t r o l a  w to k u  o b l i c z e ń  j e s t  bowiem b a rd z o  p r o -
na n

s t a ,  a  p o n ad to  p o z w a la ją  wysnuć w n io s k i  o s z y b k o ś o i  i  r o d z a j u  z b i e ż n o ś o i  
o b l i c z e ń .  T e o r e t y c z n ie  mówiąo p r z y  z a s to s o w a n iu  o d p o w ie d n ie j  i l o ś c i  p r z y 
b l i ż e ń  za poaooą o p ra co w a n e j  metody można o trzy m ać  r e z u l t a t y  d o k ła d n e .
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W s z y s tk ie  o p e r a c j e  m a te m a ty o z n e ,  k t ó r e  n a l e ż y  dokonaó p rzy  r e a l i z a o j l  o -  
praoow anego  a lg o r y tm u  s ą  p r o s t e  1 ł a t w e  do p rz e p r o w a d z e n ia  ró w n ie ż  s a  d r o 
dze n u m e r y c z n e j .
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S u m m a r y

In  t h i s  p a p e r  t h e  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t io n  method f o r  th e  I n t e g r a t i o n  
o f  th e  l a m in a r  h o u d a ry  l a y e r  e q u a t i o n s  h a s  t e e n  em p lo y ed .  P ro c e e d in g  f r om 
u n i v e r s a l  l a m in a r  bo un dary  l a y e r  e q u a t i o n s  o f  th e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n ,  
e n t h a l p y  d i s t r i b u t i o n  In  th e  b o u n dary  l a y e r  and  a l s o  t h e i r  d e r i v a t i v e s  
n e a r  th e  w a l l  have  b een  pound In  g e n e r a l  p ro g ram m ing .  In  th e  p a p e r  s im p le  
exam ples  have  b een  g i v e n .


