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W n i n i e j s z e j  d r u g i e j  c z ę ś c i  rozpraw y h a b i l i t a c y j n e j  
p r z e d s ta w io n o  d a l s z e  r o z w i n i ę o i e  metody numerycznego mo­
delowania  problemów przewodnio twa  c i e p l n e g o ,  opublikowa­
ne j  w o z ę ś o i  p i e r w s z e j .  Rozw iązan ie  podane w p i e r w s z e j  
c z ę ś c i  p raoy  u o g ó ln io n o  na p r z y p a d k i  s i a t e k  k r z y w o l i n i o ­
wych, oo z n a c z n ie  z w ię k s z y ło  moż l iw ośo i  p r a k ty c z n e g o  wyko­
r z y s t a n i a  metody w a r s t w i o .  I n s p i r a o j ą  d l a  r o z s z e r z e n i a  
rozprawy h a b i l i t a o y j n e j  p r z e z  op u b l ik o w a n ie  d a l s z y o h  wy­
ników b y ły  s u g e s t i e  Recencentów r o z p ra w y .

Ponieważ w c z ę ś c i  p i e r w s z e j  podano pe łny  wykaz l i t e ­
r a t u r y  d o t y c z ą c e j  omawianych z a g a d n i e ń ,  więo w t e j  c z ę ś c i  
praoy  u j ę t o  w s p i s i e  l i t e r a t u r y  j e d y n i e  ozęśó  p i e rw s z ą  
ro z p ra w y .
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W o z ę ś o i  p i e r w s z e j  n i n i e j s z e j  p racy  p r z e d s ta w i o n o  
szczegó łow o  metodę numerycznego modelowania u s t a l o n y c h  i  
n i e u s t a l o n y c h  p ó l  te m pera tu row ych  w c i a ł a c h  s t a ł y c h .  Na 
r o z p a t r y w a n y  o b s z a r  c i a ł a  s t a ł e g o  n a k ła d a  s i ę  s i a t k ę  p ro ­
s t o k ą t n ą  ( p ł a s k ą  lu b  p r z e s t r z e n n ą ) .  P r z y j ę t a  s i a t k a  wyróż­
n i a  wewnątrz  o b s z a ru  pewną l i c z b ę  punktów nazwanych węzła­
mi w ewnętrznym i,  z a ś  na b rzegu  wybrane z o s t a j ą  punkty  
brzegowe p o je d y n cze  l u b  w i e l o k r o t n e .  Węzły brzegowe p o j e ­
dyncze  s ą  punktami p r z e c i ę c i a  k o n tu ru  o b s z a ru  l i n i ą  po­
d z i a ł u  s i a t k o w e g o ,  zaś  w i e l o k r o t n e  s ą  punktami p r z e c i ę c i a  
wzajemnie p r o s t o p a d ł y c h  l i n i i  s i a t k i  l e żącym i  na b rzegu  
zadanego o b s z a r u .
Funkoję tK p ) ,  Pe£2, s t a n o w i ą c ą  r o z w i ą z a n i e  z a d a n i a ,  a p r o -  
ksymuje s i ę  r o d z i n a m i  wielomianów a l g e b r a i c z n y c h  j e d n e j  
zm ie n n e j ,  będąoyoh  p r z y b l i ż e n i e m  przek ro jów  war^twicowyoh 
szukanego p o la  t e m p e r a t u r .  W ars tw icą  f u n k c j i  ^KP) nazwano 
l i n i ę  krzywą o ró w n a n iu :

( 1 )

g d z ie  x ° ,X 2 * • .x,° u s t a l o n e  w a r t o ś c i  k-1 z k argumentów 
f u n k c j i  tW p) .
Warstwioowy op i3  p o l a  t e m p e r a t u r  w p o s t a c i :

( 2 )
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g d z ie  a.^

musi s p e ł n i a ć  n a s t ę p u j ą o e  w a ru n k i :

1 ° .  F unkc ja  o p i s a n a  p rzy  pomocy w ars tw ie  j e s t  f u n k c j ą  o ią -  
g ł ą ,  w a r t o ś c i  j e j  w każdym p unkc ie  ro zp a t ry w an e g o  ob­
s z a r u  s ą  j e d n o z n a c z n i e  o k r e ś l o n e .  Wynika s t ą d ,  że d l a  
każdego węzła  w a r to ś ć  f u n k c j i  l i c z o n a  pod ług  równań 
w s z y s t k i c h  w ar s tw ie  p rzec hodzących  p r z e z  t e n  w ęze ł  mu­
s i  być t a k a  sama.  Warunek t e n  p r z e n o s i  s i ę  b e z p o ś re d ­
n io  na . rodz iny  wielomianów p r z y b l i ż a j ą c y c h  r z e c z y w i ­
s t e  p r z e b i e g i  w a r s t w i e .

2 ° .  Zb ió r  p rzekro jów  szu k an e j  f u n k c j i  j e s t  o r to g o n a l n y  i  
zgodny z o s ia m i  uk ładu  w sp ó ł r z ę d n y c h .  Opisana  pewnym 
o p e ra to re m  różniczkowym L kom binac ja  l i n i o w a  pochod­
nych i i  i  I I  r z ę d u )  zwyczajnych  ty c h  w ars tw ie  musi 
więc w każdym węźle wewnętrznym s p e ł n i a ć  ś c i ś l e  rów­
nan ie  różn ic zkow e  L . t5'= f ( x 1 «. .Xji ) .  W omawianej meto­
d z i e  warunek t e n  p r z e n o s i  s i ę  b e z p o ś r e d n i o  na w ie l o ­
miany p rzec hodzące  p r z e z  węzły w ew nę trzne .

3 ° .  Na b rzegu  f u n k c j a  t f (P )  s p e ł n i a  warunek w p o s t a c i :

A(§~) + = C. (3 )

Odpowiednia l o k a l i z a c j a  ( p o r .  c z ę ś ć  1)  węzłów b rz e g o ­
wych pozwala w każdym z o nyoh węzłów j e d n o z n a c z ­
n i e  o k r e ś l i ć  w a r to ś ć  poohodnej f u n k c j i  w k i e ru n k u  
normalnym do b r z e g u  o b s z a r u ,  j a k o  kombinaoję l i n i o w ą  
pochodnych wielomianów p rzec h o d zący ch  p r z e z  t e n  węzeł .

s ą  w spółczynnikami wie lomianu  aproksymu-
x =xo j ą c e g o  w ars tw icę  ( 1 ) ,  

1 1

x k =xk
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4 ° .  W przypadku z a g a d n ie ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  szukana  funk­
c j a  $ ( P ) s p e ł n i a  dodatkowo warunek początkowy z ad a ­
n i a  :

t f iP )  ( P ) .  ( 4 )
Z =0 0

K ry te r iu m  10 #2 ° , 3 0 #4° zas tosow ane  d l a  z b i o r u  węzłów
wewnętrznych  i  brzegowych prowadzi  do l i n io w e g o  wzglę­
dem współczynników a i uk ła d u  równań a l g e b r a i c z ­

n i

o
xk=xk

nych,  z k t ó r e g o  o b l i c z a  s i ę  w a r t o ś c i  współczynników 
wielomianów a p ro k s y m u ją c y c h ,  a w d a l s z e j  k o l e j n o ś c i  
t e m p e r a t u r y  w w ęz łaoh  o b s z a ru  & .

W c z ę ś c i  p i e r w s z e j  p racy  omówiono metodę rozw iązyw an ia  
problemów p rzew odn ic tw a  d la  obszarów je d n o ro d n y c h  ( k r y t e ­
r ium  1° t  4 ° )  i  n i e j e d n o r o d n y c h  (dodatkowe w arunk i  na s t y ­
ku podobszarów ) .  P r z e d s t a w io n o  p ro c e d u rę  o b l i c z e ń  d l a  s t a ­
nów n i e u s t a l o n y c h  i  j e j  up ro szczo n y  w a r i a n t  nazwany meto­
dą wars tw icow ą i  w ę d r u ją c ą  warunkiem początkowym.Dla wszy­
s t k i c h  r o z p a t ry w a n y c h  przypadków wykazano zgodność  o t r z y ­
manego u k ła d u  równań z i l o ś c i ą  niewiadomych w sp ó łc z y n n i ­
ków .

Tematem o z ę ś c i  d r u g i e j  rozprawy j e s t  u o g ó l n i e n i e  meto­
dy wielomianów na s i a t k i  k r z y w o l in i o w e .  P rzeprowadzone  ni­
ż e j  r o z w a ż a n i a  d o t y c z ą  obszarów p ł a s k i c h ^ r o z s z e r z e n i e  i c h  
na o b s z a ry  p r z e s t r z e n n e  n i e  zm ien ia  i s t o t y  r z e c z y  ̂ choc ia ż  
p rowadzi  do b a r d z i e j  z ło żo n y ch  z a l e ż n o ś c i  a n a l i t y c z n y c h .

1 .  Pewne p r z e k s z t a ł c e n i e  o p e r a t o r a  V

Dana j e s t  f u n k c j a  $  ■ ^ i x , y ) o k r e ś l o n a  i  c i ą g ł a  wraz z 
d rug im i  pochodnymi w każdym punkc ie  o b s z a ru  p ł a s k i e g o  O. t

9



z o r ie n tow anego  w p r o s t o k ą t n y c h  u k ł a d z i e  w spó ł rzędnych  
j x , y j - .  Wewnątrz l o z p a t ry w a n e g o  o b s z a ru  obie ramy punkt P(r)

i  dwa wektory  jednostkowe

s 1 i s 1 x , s 1y^ s2 i3 2x*s 2 y ) 
tw orzące  k ą t  «p ( r y s .  1 ) .
Wektory jednostkowe o k i e -
ru n k ao h  zgodnyoh z os iam i
u k ła d u  (w erso ry  i , j  ) można
p r z e d s t a w i ć  w p o s t a o i  kom-
b i n a o j i  l i n i o w e j  wektorów

i  5 1  +  C 2  i 2  ( 5 )

j  = 3  ̂ + D2 §2 (6 )

Mnożąo s k a l a r n i e  równanie  ( 1 )  p r z e z  w ek to r  3^ otrzymujemy 

i . 3 ^  « 3^ + Cz a2 . s ^ .  ( 7 )
l

Ponieważ

I | » | S 2 | = 1

®1 * ®2 = 003 * » 

więo równanie  ( 1 )  p rzy jm u je  p o s t a d :

s 1x * C,j + C2 oos .  ( 8 )

R y s .  1 .  Wersory w punkoie  P 
o b s z a ru  £2 •
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Mnożąo t o  samo rów nan ie  p r z e z  w ek to r  §2 ot rzymujemy:

s 2 x  =  C 1  O O S s i >  +  C 2 *  ^  i 9 }

Z  u k ł a d u  r ó w n a ń  ( 8 ) ,  ( 9 )  o b l i c z a m y  w a r t o ś o i  s t a ł y o h  i  

C2 :

g — g C03 <P
C . - J f c  (10 )

1  S i n  ep

S -  *- S . OOS<P 
n  .  - 2 x --------- IX ------------- ( 1 1 )

* s i n  <p

Z as to so w an ie  t e j  samej p rooedury  w przypadku  rów nan ia  ( 6 )  
p row adz i  do o b l i c z a n i a  s t a ł y c h  i  D2 :

_ -  s 9_ OOS«P
D -  -1 2 ------ - f i ----- —  (12 )

1 s i n  <p

S ~  -  S .  0 0 3  ep
D = _2Z----- 4 1 --------- .  (1 3 )

d s i n  «p

Można wykazaó,  że poohodna f u n k c j i  -frte^y) w k i e ru n k u  x 
wyraża  s i ę  j a k o  kom binac ja  l i n i o w a  pochodnych w k i e r u n ­
kach  s 1 s 2 :

f ź  .  e ,  2 Ż -  +  c , 3 ± ,  i u ł
- *  1 a s 1 2 »»2
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c z y l i

9 2 &

5 7
9 r a t f l  

3x L^x c 1 ( c 1 c
d 2 1fi 

2 9 §1 3 32
) +

+ C? (C —
2 1 3 9 .  3 9 ,

+  C, T 7 ¡ ^ , *
d5z

skąd

3 2 ^

9 x 2

2  3 2 i ^¿ -w  + 2CjC„ 
1 3 §2 1 2

9 2 ^
3 § 1 3 § 2

r 2 9 2 # .

2 a a f

A n a l o g i o z n i e ;

92i?> ? 92t  ̂ 9 2 1̂  2 a^t?1—-*■ ■ Dj * - y  + 2D,D- — --------   + Dp *-»■
3 y 1 332 1 2 3 s 1 3 §2 2 3 § |

p
O p e r a t o r  \7 i?1 p rzy jm u je  więc p o s t a ć :

V 2^  -  (C2+D$) 2^Ź + 2(C,C,,+D,D0 )
1 1 9g2 1 2  12- d g ^ d  g2

+ iC2 + D2 > Ś *
2

Ponieważ

r 2 , . 2  . 1C ,  +  D , «  — «■*--
1 1 s i n  <P

(15 )

(16 )

(17 )
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2 i c + d . d  ) -  -  § - £ £ £ £
w  i  2 s i a ^ p

C2 + D22 2 77727»
S i D  ep

w i ę c

„ 2 l  ,9Z & „ 9^1?* 9^lJ\ 1V tr = (""—y  “ 2 O O S Cp ■ ■■ --«■■ ■ + ■ '*■£■) -----
9 § ^  9 3 ^  9  § 2  3  § 2  3 i a  <#>

Zauważmy, że d l a  <P =

„ 2 i  9 2 i?> 9 ^ " $y  i? s  — «■ + — *■«
9ś^  9 Sg

2 .  Równanie L a p la o e » a  w s i a t o e  k r z y w o l in io w e j

Rozpat rywać będziemy p ł a s k i  j e dno rodny  o b s z a r  £j 
towany w p ro s to k ą tn y m  u k ł a d z i e  w spó ł rzędnych  J x , y |  
c j a i H x y )  s p e ł n i a  w tym o b s z a rz e  rów nanie  Laplace'*

d z &
15 +  t t  =  U  f

9x2 9y2

zaś  na b rzegu  w arunk i  w p o s t a o i  (3)«  
Wprowadzimy p r z e k s z t a ł c e n i e  w p o s t a o i

x = <P(t ,p  )

y = V i t  ,p  )

(1 8 )

(19 )

(20 )

z o r i e n -  
« Funk-  
a ;

(21  )

(22 )
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przyporządkow ujące  każdemu punktowi  P ( x , y  j i szaru  £2 pa­
r ę  l i o z b  P ^ ( t , p ) #  U s t a l a j ą c  k o l e j n o  wybrane w a r t o ś c i  a rgu­
mentów t  i  p otrzymujemy s i a t k ę  k rzy w o l in io w ą  w p o s t a o i :

x = <P ( t j P ^  

y = W i t f P ^

x  = 4>(t.j,p)

y = V ( t  j  , P )
* j = 0 , 1 , . . . , m ,

(23 )

W d a l s z e j  o z ę ś o i  s tosowany b ę d z i e  z a p i s :

14

x  -  #± ( t  )

y  ■ w ^ t )

r  -  # j ( p )  

I  -  ^ ( p )

• 1 = 0 , 1 , . . . , q

(2 4 )



Na rysunku  3 pokazano dwie l i n i e  s i a t k i  (2 4 )  i  promień wo- 
dząoy R ( t , p )  w ęz ła  w ew nętrznego .

R ys .  3 .  Węzeł  wewnętrzny o b s z a ru  i i  t P ( t , p )

Każdemu węzłowi wewnętrznemu ro z p a t ry w a n e g o  ob sza ru  p r z y ­
p i s a n e  są  dwa w ek to ry  o k i e r u n k a c h  s ty o zn y ch  ¡do l i n i i  
s i a t k i  p r z e o i n a j ą c y c h  s i ę  w danym w ę ź l e .  Składowymi tyoh  
wektorów s ą  odpowiednio  l i c z b y :

B;  [ . y o ,  v ’l ( u ]

(25)

2 ^ ] s  K k 1’ 1' * ! < > ' ] •

zaś d ł u g o ś c i  i c h  wynoszą:

| s ; i  = ^ f u w v ’2 ( P )

(26 )

+  V * ( p ) .

15



P ie rw s ze  poohodne f u n k o j i  w k ie ru n k u  rek to rów  r ’ R’
V pwynoszą:

d a .

2 ±

g ra d  tf’ .  §1 = g ra d

g ra d  ^  • §? «= g r a d  ^

ił
i * ;

R .

(27 )

g d z i e  §2 w erso ry  o k i e ru n k a c h  s ty c z n y c h  do l i n i i  s i a t ­
k i  w rozpat rywanym w ę ź l e .
P o n ie w a ż :

f f  | * { l
3 s

¿2 ?  -  I r »  I 3p -  n  lRp Iw

(28)

więo

* - »  ^  = g rad  ip . Rt

^  J  <k t5»
5p = S*ad *  • Hp .

(2 9 )

Obliozamy z k o l e i  d r u g i e  poohodne



zaś  pochodna mieszana  w ynos i :

^  ’  ~ ^ t i z  |Rt | | 5 p i + e r a a #  • Rt ’P -

P r z e k s z t a ł c a j ą c  wzory ( 3 0 )  i  (3 1 )  o trzymujemy:

W ykorzys tu jąo  z k o l e i  wyprowadzone w r o z d z i a l e  
równanie  (1 9 )  dochodzimy do z a l e ż n o ś c i :

g d z i e

j_______________ _
— 2 o o s»—- - - ----- -— g ra d  ^  • W

»‘ »p m t’ i n g

= ”  p  ”
w = - J £ -  + h ”

i ® I F  i i ^ F  | b ; i i s ; i ‘ p

(32 )

(33 )

(3 4 )  

poprzednim

(35)  

(36 )

(31 )
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J e ż e l i  krzywe (2 4 )  tw o rzą  s i a t k ę  o r t o g o n a l n ą  <P = t o  o~
2p e r a t o r  V & sprowadza s i ę  do p o s t a o i i

v 2tf = d *  — L ,  + - 4 —  -  s r a d  ił .  ( i i L  + - Ł - ) .
n *  IR’ I 2 | 5 J F  irJ t

( 3 7 )

Wektor W można p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  k o m b in a c j i  l i n i o w e j  
wektorów s^ i  §2 :

W -  « , 8 1 + «2 S2 (38)

Mamy wówczas:

v ^ . ć 4 - i'Ci. 1 +  1
9 t2 | f i j |2 *p2 |Rp

1 ^ 1  2

° 1  ”  “ 2  ( 3 9 < >

o ż y l i

V a 2 #  1 p 2 ^  1

(40 )
„  9 ^  1 „  9 #

-  "1 w  —  -  “2 r\m p l * ; l

Rozważania prowadzone w d a l s z e j  c z ę ś c i  praoy  dotyozyó  bę­
dą s i a t e k  krzyw ol in iowych  o r togona lnych«  Zas tosowanie  bo­
wiem metody wars tw ioowej d la  s i a t e k  dowolnych,  a nawet i -  
zogona lnych  byłoby w p ra k ty c e  znaozńie  u t r u d n i o n e  ze 
względu  na w y s t ę p u ją c e  w równan iu  (35 )  pochodne mieszane*  
Zbiór  warunków do tyoząoyoh współczynników wielomianów two- 
rzy-w tym przypadku u k ła d  równań n i e l i n i o w y c h ,  p rzy  ozym
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w a r to ś ć  pochodnej  ’yg-y g ' może być oszacowana t y l k o  w spo­
sób p r z y b l i ż o n y  ( r ó ż n i c o w y ),  Wydaje s i ę  w i ę c ,  że p r z y n a j ­
mniej  w p r a k t y c e  n a l e ż y  o g r a n i c z y ć  s i ę  do s i a t e k -  k rzyw o l i ­
niowych o r t o g o n a l n y c h .
O s t a t e c z n i e  rów nanie  L a p l a c e , a w s i a t c e  k r z y w o l in i o w e j  or­
t o g o n a l n e j  p r z y jm u je  p o s t a ć :

. d2-if' . n 3# _ «hT*
*1 ^  + A2 3 7  = B1 ?F  + 32 <4 ')

g d z i e  w a r t o ś c i  A^,A2 ,B1 ,B2 w y n ik a j ą  z rów nan ia  ( 4 0 ) .

3 .  Metoda wars tw ioowa r o z w i ą z a n i a  problemu p rzew odzen ia  
c i e p ł a

3 . 1 .  O ś ro d k i  j e d n o r o d n e ,  s t a n  u s t a l o n y

Szukana f u n k c j a  ^ ( t  , p ) s p e ł n i a  rów nan ie  (4 1 )  wewnątrz 
j e dno rodne go  o b s z a ru  p ł a s k i e g o  S2 , zaś  na b rzegu  w arunk i  
w p o s t a c i  ( 3 ) .  Rozw iązan ie  #  = ^ ( t , p )  odwzorowuje s i ę  geo­
m e t ry c z n ie  j a k o  p o w ie rz o h n ia  o k r e ś l o n a  i  c i ą g ł a  nad obsza­
rem Si • Krzywe (2 4 )  t r a k t o w a ć  będziemy ja k o  ś l a d y  powie­
r z c h n i  walcowych p r o s t o p a d ł y c h  do p ł a s z c z y z n y  r o z p a t r y w a ­
nego o b s z a r u .  Zde terminowane podz ia łem  siatkowym walce wy­
r ó ż n i a j ą  na p o w ie r z c h n i  ^ = ^ ( t , p )  w a r s tw ic e  k r z y w o l i n i o ­
we.  Na k a ż d e j  z t y c h  w a r s tw ie  obrano u p r z e d n i o  pewną l i o z -  
bę punktów węzłowyoh.  R zeczyw is ty  p r z e b i e g  w ars tw ie  p r z y ­
b l iżam y wie lom ianam i  a l g e b r a i c z n y m i ,  k t ó r y c h  s t o p i e ń  wy­
n ik a  z i l o ś c i  węzłów na da n e j  w a rs tw ic y  ( r y s .  4 ) .T a k  więc 
p r z e k r o j e  p o la  t e m p e r a t u r  o p is a n e  s ą  n a s t ę p u j ą c y m i  równa­
n iam i  5



o r a z

x = 4 y p )

y  = v j ( p )  ( 43)

m

2 I i b i 3 P3 -
j=0

W ystępu jące  pod znakiem 
sumy l i c z b y  n i m  mogą 
być d l a  k a ż d e j  w ars tw ioy  
i n n e ,  w z a l e ż n o ś c i  od wa­
runków geom etrycznych  za ­
d a n i a .
Warstwicowy o p i s  p o la  tem­
p e r a t u r  w ob s z a rz e  Si musi 
s p e ł n i a ć  warunk i  1° -f 4°  
sformułowane w c z ę ś o i  I  
p r a c y .
P ie rw  są  grupę  równań o -  
t r z y m u je  s i ę  z warunku 
c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  w obsza 
r z e  & .  Ponieważ w a r to ś ć  
f u n k c j i  w w ęz łach  wewnę- 
t r z n y o h  i  brzegowyoh p o -  

B y s .  4 .  P o w ie rz c h n ia  , p ) dwójnych n i e  za leży* od
k ie ru n k u  w ars tw ioy  p r z e ­

c h o d z ą c e j  p r z e z  t e n  w ę z e ł ,  a t y l k o  od p o ł o ż e n i a  punktu  wę­
z łow ego ,  w ię o :
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Pj_j -  w sp ó ł rzęd n e  punktu  węzłowego.

gdzie

Z k o l e i  n a l e ż y  r o z p a t r z y ć  w arunk i  d o ty c z ą c e  węzłów wewnę­
t r z n y c h ,  a w y n ik a j ą c e  z rów nan ia  r ó ż n ic z k o w e g o ,  k t ó r e  szu­
kana f u n k c j a  ma s p e ł n i a ć .
W przypadku s i a t e k  k r z yw o l in iow yc h  p o s t a ó  rów nan ia  L a p l a -  
ee»a  ( ś c i ś l e j  w a r t o ś c i  współczynników A ^ A ^ B ^ B g  w równa­
niu  ( 4 1 ) )  s ą  z a l e ż n e  od p o ł o ż e n i a  węzła  w rozpat rywany® 
o b s z a r z e .  J e ż e l i  znana j e s t  p o s ta ó  a n a l i t y c z n a  t r a n s f o r ­
m ac j i  u k ła d u  ( rów nan ie  ( 2 2 )  lub  ( 2 4 ) ) ,  t o  o b l i c z e n i e  w a r -  
to śc iH s p ó łc z y n n ik ó w  A^,A2 ,B^,B2 w w ęz łach  s i a t k i  n ie  na­
s t r ę c z a  żadnych  t r u d n o ś c i .  J e ż e l i  zaś  p o s t a ó  f u n k c y jn a  
p r z y j ę t e j  s i a t k i  n ie  j e s t  z n a n a ,  co może mieć m i e j s c e  w 
p rzypadku  doboru  s i a t e k  d l a  obszarów w y b i t n i e  n i e r e g u l a r ­
nych ,  t o  zarówno d ł u g o ś c i  wektorów R^,  R p , j a k  i  i n n e  w i e l ­
k o ś c i  w y s t ę p u ją c e  w rów nan iu  ( 4 0 )  można o b l i c z y ć  w sposób 
p r z y b l i ż o n y ,  k o r z y s t a j ą c  ze znanyoh schematów różn icow ych  
lu b  k o n s t r u k c j i  g e o m e t ry czn y c h .
Aproksymacja  pochodnych cząs tkowych  f u n k c j i  d  ,  pochodny­
mi odpow iednich  wielomianów prowadzi  do warunku w p o s t a ­
c i  :

( 4 5 )

"  B1 I r  2  a i j  f c l  + B ;
i=G

n

l2 t p  S  b l i  p J l
j=0 JJ=0
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Równanie (45 > j e s t  równaniem a l g e b ra ic z n y m  liniowym wzglę­
dem współczynników  ̂ , b ^ .  wielomianów wars tw icowyoh.  
O s t a t n i ą  grupę  równań w przypadku zag a d n ie ń  s t a c j o n a r n y c h  
tw o rz ą  w arunk i  brzegowe z a d a n i a .
Na b r z e g u  o b s z a ru  £2 można wyodrębnió  dwie grupy  węzłów 
b rzegowych .  P i e rw s z ą  z n i c h  s t a n o w ią  węzły brzegowe p o j e ­
dyncze -  z lo k a l i z o w a n e  w ty c h  punktaoh  na b rzegu  o b s z a r u ,  
g d z i e  k i e ru n e k  w ek to ra  normalnego do b rzegu  pokrywa s i ę  w 
p r z y b l i ż e n i u  z k ie ru n k ie m  w a r s t w i c y ,  d ru g ą  zaś tw o rz ą  wę­
z ł y  podwójne ,  w k t ó r y c h  s t y k a j ą  s i ę  dwie l i n i e  s i a t k i  ob­
s z a r u .  Podany wyżej sposób l o k a l i z a c j i  węzłów wiąże s i ę

R ys .  5 .  Pochodna normalna na b rzegu  obsza ru

b e z p o ś r e d n i o  z problemem d o k ła d n e j  a p ro k s y m a c j i  pochodnej  
w k i e ru n k u  normalnym do k o n tu ru  o g r a n i c z a j ą c e g o  o b s z a r  £ł 
i  p r a k t y c z n i e  zawsze j e s t  możliwy do z r e a l i z o w a n i a .  J e ż e ­
l i  p r z e z  oznaczyó k ą t y ,  j a k i e  z dodatn im k i e r u n ­
kiem o s i  x  tw o rz ą  o r to g o n a l n e  s t y c z n e  do l i n i i  s i a t k i , w e k ­
t o r y  jednostkowe w punkole P leżąoym na brzegu T ob­
s z a r u  2  ,  zaś  p r z e z  £ k ą t ,  j a k i  z o s i ą  x+ tworzy wektor
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normalny do b rzegu  ( ry s *  5 ) ,  t o  pochodna f u n k c j i  #  w k i e ­
runku  n wyraża s i ę  z a l e ż n o ś c i ą :

^ = ~ C0S ( ^  -  £ ) + ~ ~  cos  (̂ j-2 -  £ ) , ( 4 6 )

W ykorzys tan ie  wzorów (2 8 )  p rowadzi  do z a l e ż n o ś c i :

H  =  | f  0 0 3  A U 1  -  £ )  +  f T T T  § i  0 0 3  -  £ ) *  i 4 7 )

J e ż e l i  k i e r u n e k  w e k to ra  lu b  ś ? pokrywa s i ę  z k i e r u n ­
kiem n (węzły  p o j e d y n c z e ) ,  t o  ^  = £ lu b  ^ 2 = £ ,  a po­
nieważ  | ^  = f 1 i s i a t k a  o r t o g o n a l n a ) ,  w i ę c :

_ 1 3*.
?n -  | j q |  3F» = £ (4 8 )

lub

<9ift
3Z

_  1__  3t7*. .. _ c
- r F r s p i  f * 2 - £ * (4 9 )

P o d s t a w ia j ą c  o trzymane z a l e ż n o ś c i  do warunku brzegowego 
(3 )  i  w y k o r z y s tu j ą c  rów nan ie  wielomianów a l g e b r a i c z n y c h  
aproksymująoyoh w a r s tw ic e  dochodzimy do wzorów:

i»:i
cHT li j

t"5" 003 (p^ -  £ ) +
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+  i F T  b u  ^  0 0 3  < T i

1 P' j=0 Jt=t ij  
P=Pij

B S - u . - l
_i=0 Jt=t

i j

zaś dla węzłów pojedynczych:

t e  ‘ l t t j

ł  BC L  a±3 " <L i = o  J t = t , „

f e r . t S : ^  - I
L1 p 1 J-o  J p=PlJ

Bl /  bn  p * 
n o !

c .
p=p i j

(50 )

(51 )

(52 )

Równania ( 5 1 )  i  (5 2 )  d o t y c z ą  odpowiednio węzłów na k i e r u n ­
kach  t  i  p ,  Zarówno dwie o s t a t n i e  z a l e ż n o ś c i ,  j a k  i  rów­
n an ie  ( 5 0 )  s ą  l i n i o w e  względem współczynników wielomianów 
a p r oksymuj ąoyoh  w a r s t w i c e .
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J a k  wykazano w o z ę ś c i  p i e r w s z e j  p r a c y ,  i l o ś ć  niewiadomyoh 
współczynników w ró w n a n ia c h  warunkowych j e s t  zgodna z i -  
l o ś c i ą  t y c h  rów nań .

3 . 2 .  O ś ro d k i  j e d n o ro d n e  z wewnętrznymi ź ró d ła m i  c i e p ł a

J e ż e l i  w o b s z a r z e  p ła sk im  O zadany j e s t  r o z k ł a d  wewnę­
t r z n y  ź r ó d e ł  c i e p ł a  qy ■ 4v ( x , y ) ,  t o  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r  w 
tym o b s z a rz e  o p i s u j e  rów nan ie  P o i s s o n a s

9 2tf , d2#  ,   — = 0
3 x  3y

(53 )

i  w a runk i  (3 ) .
Załóżmy, że f u n k c j a  <ły ( x , y )  j e s t  c i ą g ł a  i  o k r e ś l o n a  w każ­
dym punkc ie  o b s z a r u i2  •
Dla t a k i e g o  p rzypadku  i s t n i e j e  jednoznaczne  p rzy p o rz ą d k o ­
wanie :

<ły ( x , y )  = ą ^ f p j t  ) (54 )

i  metoda wars twioowa numerycznego modelowania p o la  tempe­
r a t u r  sprowadza  s i ę  do r o z w i ą z a n i a  uk ła d u  równań ( 4 4 ) ,  
( 5 0 ) ,  (51 ) ,  ( 5 2 ) ,  zaś  warunek w yn ika jąoy  z rów nan ia  r ó ż ­
niczkowego p rz y jm u je  p o s t a ć :

1 1:1 + *2 ¡ 7  ¿ A j p3
a c  i = 0  Qp j = 0

X

t = t
p=p

1 J

U

( 55 )

Bi l r 2 L u a u  + B2 d F J L bi j p '
t - t

p ^ p
i j
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J e ż e l i  f u n k c j a  ^  = <Jv ( t , p )  j e s t  o k r e ś l o n a  w pewnych pod-  
o b s z a r a c h  0 . ^ , 0 , ^  « . . ,  ii ^ e £i , t o  za d a n ie  można r o z w i ą ­
zać  p o s łu g u ją c  s i ę  p r o c e d u r ą  o p i s a n ą  w punk tach  3.1 i  3 .2  
w y k o rz y s tu j ą c  dodatkowo warunki  brzegowe d l a  obszarów nie  
jedn o ro d n y c h  ( p o r .  3 . 3 ) .  W przypadku ź r ó d e ł  punktowych 
można z k o l e i  z as tosow ać  t r a n s f o r m a o j ę  t y c h  ź r ó d e ł  na za ­
s t ę p c z e  ź r ó d ł a  pow ie rzchn iow e ,

3 . 3 .  Metoda wars twicowa d l a  obszarów n ie je d n o ro d n y c h

Z ag a d n ien ie  u s t a l o n e g o  p rzew odzen ia  c i e p ł a  d la  o b sza ­
rów n i e j e d n o ro d n y c h  sprowadza s i ę  do poszuk iw an ia  w spó ł­
czynników wielomianów, s p e ł n i a j ą o y c h  w podobsza rach  warun­
k i  ( 4 4 ) ,  ( 4 5 )  (50 ) ,  (51 ) i  ( 5 2 ) ,  zaś  na s tyku  podobszarów 
z a l e ż n o ś c i  w yn ika jące  z warunku brzegowego w p o s t a o i :

^ ( p , t  ) ■ *2 ( p , t )  (56 '

2-Ł
x i ~ ^ r = x 2 " ^ »  i 5 7 )

g d z ie  P ( t , p ) e  r i _2 *

Na us ta lonym  d l a  obu podobszarów i i  ̂ i  O,^ b rzegu  w y s t ę ­
p u j ą  węzły po jedyncze  lub  podwójne,  p rzy  ozym sposób i c h  
l o k a l i z a c j i  u z a l e ż n i o n y  j e s t  od s t o p n i a  n i e z g o d n o ś c i  k i e ­
runków wektorów s ty c z n y c h  do l i n i i  s i a t k i  w punktach  b rze ­
gowych i  k i e ru n k u  normalnego do
J e ż e l i  w o to c z e n i u  punktów brzegowych s p e łn i o n y  j e s t  wa­
ru n e k t

W «  -

=  | s ^ 2

(58)
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r y s .  6 )  i  pochodne f u n k c j i  ^ , i?2 w k i e ru n k u  n o p is a n e  
są  równaniam i ( 4 7 ) ,  (4 8 )  i  ( 4 9 ) ,  przy  czym t ±j ,  e f^_2

J e ż e l i  zaś warunek ( 5 8 )  n i e  j e s t  s p e ł n i o n y ,  t o  w y s t ę p u j ą -  
ce w ró w n an iac h  ( 4 7 ) ,  (4 8 )  i  (4 9 )  o d w r o tn o ś c i  modułów wek­
torów s ty c z n y c h  do l i n i i  s i a t k i  i  k ą t y  ^ b ę d ą  inne  
d l a  p odobsza ru  0 , 1 , a inne  d l a  podobsza ru  & 2 ,

Rys .  6 .  Wspólny b r z e g  obszarów n ie je d n o ro d n y o h

O b l i c z o n ą  pod ług  ( 4 7 ) ,  (48 )  i  (4 9 )  pochodną  w k i e ru n k u  
normalnym wykorzys tu jemy w rów naniu  (5 7 )  i  otrzymujemy l i ­
niowy związek  między wspó łczynn ikam i  wie lomianów.
Warunek c i ą g ł o ś c i  p o l a  t e m p e r a t u r  na s ty k u  podobszarów 
p rzy jm u je  p o s t a ć :

£i=0
m n

a2 t 1 -  i j  Ci j

(59 )
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1 Igdz ie  a . ^ ,  b .^  w s p ó ł c z y n n ik i  wielomianów oksymujących 
po le  t e m p e r a t u r  w obsza rze

2 2
a i j f bi j  wsP<5ł c z y n n i k i  wielomianów aproksymującyoh 

po le  t e m p e r a t u r  w o b s z a rz e  fi 2 „

Dla węzłów po jedynozych  warunek c i ą g ł o ś c i  sprowadza s i ę  
do równań:

* 1 3  '  t 13
i=0  i=0

(60)

lub

 b2j pij - 2-, bf3 eir <61>
j=o j-o

P r z y j ę t y  sposób r o z w i ą z a n i a  problemu sprowadza s i ę  do ob­
l i c z e n i a  współczynników ,  a ^ , b^ j  t b ^  wielomianów z 
u k ła d u  równań a lg eb ra icz n y ch ,  l in iow ych*  Jak  wykazano w 
c z ę ś c i  I  i  d l a  t e g o  p rzy p ad k u ,  i l o ś ó  równań j e s t  zgodna z 
l i c z b ą  niewiadomyoh w spółczynników.

3 . 4 .  S tany  n i e u s t a l o n e

Szukane r o z w i ą z a n i e  odwzorowuje s i ę  ge o m e t ry c z n ie  w po- 
s t a o i  i z o p a ra m e t ry c z n y c h  pow ie rzohn i  ^  = idem o k r e ś l o ­
nych i  c i ą g ł y c h  nad obszarem fi  . Z n ie s k o ń c z o n e j  i l o ś c i  
t y c h  p o w ie rz c h n i  wybieramy skończoną  i c h  l i c z b ę  przy jm u-  
j ą o  pewien z b i ó r  węzłów w k i e ru n k u  zmiennej  c z a s o w e j .  Tak 
więc  zmiana t e m p e r a t u r y  w o z a s i e  o p i s a n a  j e s t  d l a  każdego 
w ęzła  l e ż ą c e g o  wewnątrz o b s z a ru  wielomianem a lgeb ra ioznym  
te g o  samego r z ę d u :

*(t)
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Waratwice k rzyw ol in iow e  na p o w ie rz c h n i  Z * Z , podobnies
Jak p o p rz e d n io  dane s ą  ró w n a n ia m i :

x = 4>± ( t  ) x = 'P j ip )

y = V± ( t ) (63)

Z - Z  1=0
a s  t 1a i j ■&

z=z.

Ili

• Z
j=0

' U  pt

Warunek o i ą g ł o ś c i  p o w ie rz c h n i  Z = Z p row adz i  do dwóchs
n i e z a l e ż n y o h  l i n i o w o  równań a l g e b r a i c z n y c h  w p o s t a c i

m w

a i j  t i J  = S bi J  pJ = z L  ° i j r cs r * (64)
j=0 r=0

W ykorzys tu jąc  z k o l e i  ró w nan ie  różn iczkow e F o u r i e r a  A = 
= idem mamyj

+ B 1 i r Z a 1 j  fcl
J i=0

r -
f f i

- >

t = t U

B, ‘L . y 1
dp

,1=0
(6 5 )

P=P i j

A, d2 — -

d t X ! ai j t:L
i=0 t = t i j

2
wa ‘  Z  *i,

j=0  Jp=p
i j .
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Warunki brzegowe z a d a n ia  prowadzą do z a l i ż  i i o i  i d e n t y c z ­
nych j a k  p r z e d s t a w i o n e  p o p r z e d n i o ,  zaś  warunek  p o c z ą tk o ­
wy w p o s t a o i  ( 4 )  pozwala b e z p o ś r e d n i o  o b l i c z y ć  wyrazy wol­
ne wielomianów ^  .

Mamy bowiem;

P rz e d s ta w io n y  wyżej  z b i ó r  warunków tworzy zgodny i  ozna­
czony u k ł a d  równań l i n i o w y c h ,  z k t ó r e g o  wyznaczamy w spó ł ­
czynn ik i  wielomianów p r z y b l i ż a j ą c y c h  w a r s t w i o e ,  a w d a l ­
s z e j  k o l e j n o ś o i  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r  w w ęz łach  zadanego ob­
s z a r u  (por#  o z ,  I ) .
W c z ę ś o i  p i e r w s z e j  n i n i e j s z e j  p racy  p r z e d s ta w io n o  s z o z e -  
gółowo metodę rozw iąz yw an ia  problemów n i e u s t a l o n e g o  p r z e ­
pływu c i e p ł a ,  k t ó r y  nazwano metodą z wędrującym warunkiem 
początkowym. I s t o t ą  metody j e s t  l i n i o w a  i n t e r p o l a c j a  
zm iennośo i  t e m p e r a t u r y  d l a  n i e w i e l k i c h  in te rw a łów  c z a s u ,  
t z n .  że r o d z i n ę  wielomianów (62 )  p r zy jm u je  s i ę  w p o s t a c i :

Rozw iązan ie  uk ładu  równań warunkowych pozwala o b l i c z y ć  
w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r  w węz łaoh  ob sza ru  Q po c z a s i e  AC # 
zaś  otrzymany r o z k ł a d  t e m p e r a t u r  s t a j e  s i ę  nowym warun­
kiem początkowym z a d a n i a .  Z a l e t ą  metody j e s t  znaczne 
z m n ie j s z e n ie  r z ę d u  uk ładu  równań l i n io w y o h ,  k t ó r y  wpraw­
d z ie  t r z e b a  rozwiązywać  w i e l o k r o t n i e ,  a l e  ze względu na 
n iezm ienną  w c z a s i e  m ao ie rz  główną uk ładu  p ro c e d u ra  o b l i ­
czeń  j e s t  ba rdzo  p r o s t a  i  s z y b k a .  Metodę w ars tw ie  ową z wę­

( 6 6 )
C=0

* ( « ) (67)
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drującym warunkiem początkowym można s tosować  oczyw iśo ie  
ró w n ie ż  w przypadku s i a t e s  k rz y w o l in io w y c h .

4 .  Punkty  osob l iw e  s i a t e k  k rzyw ol in iow ych

W przeprowadzonych d o ty c h c z a s  r o z w a ż a n i a c h  d o ty c z ą c y c h  
p ro ced u ry  wars twicowego modelowania p o la  t e m p e r a t u r  w ob­
s z a r a c h  p o k ry ty c h  s i a t k a m i  k rzyw ol in iow ym i ,  zak ład an o  t a ­
ką  t r a n s f o r m a o j ę  u k ła d u  w s p ó ł r z ę d n y c h ,  że l i n i e  s i a t k i  
tw o rz ą  dwie o r t o g o n a l n e  r o d z i n y  krzywych ( 2 4 ) ,  p rzy  czym 
węzły  wewnętrzne ( i  brzegowe podwójne)  s ą  punktami p r z e ­
c i ę c i a  l i n i i  r o d z i n y  p = idem z l i n i ą  r o d z i n y  t  = idem 
(p iz y p o rz ą d k o w a n ie  j e d n o z n a c z n e ) .
W p r a k t y c e  i s t n i e j ą  j e d n a k  s i a t k i  k rzyw o l in iow e  t e g o  ty pu  
że w pewnych punk taoh  o b s z a ru  £  p rzypo rządkow an ie  p a ry  
l i c z b  t , p  rozpat rywanemu węzłowi n ie  j e s t  j e d n o z n a c z n e .  
P rzyk ładem t a k i e g o  punktu  może byó b iegun  t r a n s f o r m a c j i  
x = r  cos«P y = r  sin<P .  W tak im  przypadku  p o ł o ż e n i e  punk­
t u  węzłowego o k r e ś l o n e  j e s t  pewną w a r t o ś c i ą  pa ram e t ru  t  = 
= idem i  n i e s k o ń c z o n ą  i l o ś c i ą  parametrów p = idem.  P o s ł u -  
gu jąo  s i ę  w dalszym c i ą g u  przykładem w spó ł rzędnych  b i e g u ­
nowych mamy r  = 0 ,  i  e
J e ż e l i  więc punkt  osob l iw y z n a j d u je  s i ę  w o b r ę b i e  r o z p a ­
t rywanego o b s z a ru  fi  , t o  l i n i e  s i a t k i  p rzec hodzące  prze^i 
t e n  w ęze ł  s ą  fu n k c j a m i  t e g o  samego p a r a m e t r u :

x = 4>.j(t) x = <f9 ( t )  . . .  x  = <Pfc( t )

y = V 1 ( t )  y = V 2 ( t  ) . . .  y = V k ( t  ) ,  ( 6 8 )

zaś l i c z b a  t = t  s p e ł n i a  u k ł a d  równań ( 6 8 ) .  
o

Ponieważ  p r z e z  odpow iada jący  węzłowi osobliwemu punkt na 
p o w ie rz c h n i  ^ j  = idem p r z e c h o d z i  k wielomianów i n t e r -

I t - t ,
p o lu j ą o y c h  w a r s tw ic e  w p r z e k r o j a c h  ( 6 8 ) ,  więc aby u k ła d
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równań warunkowych b y ł  zgodny z i l o ś c i ą ,  niewiadomych 
współczynników,  to  omawiany w ęze ł  musi d o s t a r c z y ć  k rów­
nań warunkowych d l a  pow ie rzohn i  I = idem.

M s
Z warunku c i ą g ł o ś c i  o t rzym uje  s i ę  k-1  n i e z a l e ż n y c h  l i n i o ­
wo równań w p o s t a c i :

°2 nk

%  t o = Z _ j  a i2  fco = = a i k  t o» (69 )
1 i - 0  1 = 0

zaś  o s t a t n i e  r ó w n a n ie ,  w z a l e ż n o ś c i  od p o ło ż e n i a  punktu 
o s o b l iw e g o ,  wynika a lbo  z p o s t a c i  rów nan ia  ró żn ic zk o w eg o ,  
a lb o  z warunków na b rzegu  ob sza ru  w o t o c z e n i u  r o z p a t r y w a ­
nego w ę z ła .

1 ° .  Węzeł  osobliwy wewnątrz o b s z a ru  Si .

Na rysu n k u  p rz e d s ta w io n o  w ęze ł  we w nę t rzu  ob sza ru  p ł a s ­
k ie g o  utworzony  p r z e z  k f u n k c j i  ( l i n i i )  te g o  samego p a r a ­
metru t .  J e ż e l i  wokół węz ła  wyodrębnimy pewne o t o c z e n i e  i  
za łożymy,  że ro zp a t ry w an y  u k ł a d  z n a j d u j e  s i ę  w 3 t a n i e  rów­
nowagi o i e p l n e j ,  t o  równanie  b i l a n s u  e n e r g i i  można z a p i ­
sać  w p o s t a o i :

i

£
i - 0

g d z ie  -  i l o ś ó  o i e p ł a  dopływającego do o to o z e n i a  węzła 
z k ie ru n k u  k - t e j  l i n i i  p o d z i a ł u  s i a t k o w e g o .

Ponieważ ( r y s .  7 ) :

-t K .
• * - a a T ^ A s ic* ( 7 1 )
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g d z ie  iPo -  t e m p e r a t u r a  v? w ęź le  osobliwym,
-  t e m p e r a t u r a  na g r a n i c y  o t o c z e n i a  w ę z ła ,

AS^.-  k—t y  e lem en t  d ł u g o ś c i  łuku k o n tu ru  o g ra n ic z a  
ją c e g o  ro z p a t ry w a n e  o t o c z e n i e ,  

więc przy  A, = idem:

więc d łu g o ś ć  łuków AS^ s ą  f u n k c j ą  d ru g ie g o  p a ra m e t ru !

(72 )

P r z e k s z t a ł o a j ą c  o s t a t n i e  rów nan ie  do p o s t a c i :

(73)

x  g d z i e  S e ( t Q, t k )®

o trzym ujem y:

(74)

Rys .  7 .  Węzeł  osobliwy 
w o b s z a rz e  i i  «.

Ponieważ s i a t k a  wokół punktu 
osob l iw ego  j e s t  o r t o g o n a l n a ,



N o rm a l i z u ją c  j e d e o  z elementów A S. = 'i i  ozna c z a ją c
o

O s t a t n i  warunek j e s t  l i n io w y  względem współczynników wie­
lomianów i n t e r p o l u j ą c y c h  p o le  t e m p e r a t u r .
W s z c z e g ó l n o ś c i  d l a  węz ła  osob liwego  s i a t k i  biegunowej 
d l a  =A<t>2 = . . .  A *Pk o t rzym uje  s i ę  p r o s t y  związek w
p o s t a c i :

S t o s u j ą c  podobną p ro ced u rę  można wyprowadzió a n a l o g ic z n y  
warunek d l a  s t a n u  n i e u s t a l o n e g o .

2 ° .  J e ż e l i  na b rzegu  zadany j e s t  warunek I  r o d z a j u ,  t z n .

t o  b r a k u ją o e  równanie  o t rzym uje  s i ę  b e z p o ś re d n i o  z p r z y ­
rów nan ia  w a r t o ś c i  je dnego  z k wielomianów (w pkc ie  t Q) 
p rzec h o d zący ch  p r z e z  t e n  w ęze ł  ze s t a ł ą  C.
W przypadku warunku I I  lu b  I I I  r o d z a j u  można p o d o b n i e , j a k  
p o p r z e d n i o ,  p o s łu ż y ć  s i ę  metodą b i l a n s u ,  k t ó r a  np .  w p rzy ­
padku warunku I I I  r o d z a j u  p rowadzi  do z a l e ż n o ś c i :

A s k = 0

t 0 warunek w p o s t a o i :

(76 )

(77)

(78)

“ o
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5.  Wniosk i  końcowe

P r z e d s t a w io n a  w t e j  c z ę ś c i  p racy  metoda j e s t  u o g ó l n i e ­
niem rozważań  p rzeprow adzonych  w c z ę ś c i  p i e r w s z e j .  P r z y j ę ­
c i e  s i a t k i  p r o s t o k ą t n e j  zgodnej  z o s iam i  u k ł a d u ,  t z n . :

x = t  x = x i

179)
y  *  y j  y  » p

sprowadza wyprowadzone wyżej  rów nan ia  do z a l e ż n o ś c i  poda— 
nyoh w c z ę ś c i  p i e r w s z e j  n i n i e j s z e j  p r a c y .  Wydaje s i ę ,  że 
p r z e d s t a w i e n i e  p r o c e d u ry  o g ó l n i e j s z e j  może być p r z y d a t n e  
do ro zw iąz y w an ia  problemów przewodnic tw a w o b s z a r a c h ,  d l a  
k tó ry o h  s i a t k a  p r o s t o k ą t n a  j e s t  z pewnych względów n ie k o ­
r z y s t n a .  P rzyk ładem t a k i c h  obszarów mogą'być n p .  obrotowe 
powłoKi o i e n k o ś c i e n n e  c z ę s t o  spo tykane  w p r a k ty c e  in ż y ­
n i e r s k i e j .  Rozwiązywanie zadań p r z e d s t a w i o n ą  wyżej  meto­
dą n i e  wymaga w z a s a d z i e  zn a jo m o ś c i  p o s t a c i  a n a lity c z n e j  
równań l i n i i  s i a t k i ,  k s z t a ł t u  b rzegu  i t p .  W ys tępu jące  w 
rów nan iach  w i e l k o ś o i  związane z g e o m e t r i ą  s i a t k i  i  obsza­
ru  mogą byó o b l i c z a n e  w sposób p r z y b l i ż o n y  -  w y k r e ś l n i e  
lub  rachunkow o.  P r o ś c i e j  r o z w i ą z u j e  s i ę  j e d n a k  z a d a n i a ,  
j e ż e l i  p o t r z e b n e  w i e l k o ś o i  można o b l i c z y ć  b e z p o ś r e d n i o  z 
z a l e ż n o ś c i  a n a l i t y c z n y c h .
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6 .  Przykłady liczbow e  

Przykład  1

Wykorzystując z a l e ż n o ó o i  p r z e d s t a w i o n e  w r o z d z i a l e  3 p r a -  
oy zn a le ź ć  p o s ta ć  o p e r a t o r a  V & d l a  b iegunowej  t r a n s f o r  
s a o j i  u k ł a d u ,  o p i s a n e j  rów nan iam i ;

x = r  oos •f

y = r  sin<P .

W rozpatrywanym przypadku promień wodząoy węzła  l e ż ą c e g o  
wewnątrz obszaru ma składowe s k a l a r n e  i r y s .  8 )

S i r , « f )  [ r  cos  , r  sin4>^j .

V  5*

R ys .  8 .  Biegunowa s i a t k a  o r t o g o n a l n a  

Wektory s ty c z n e  do l i n i i  s i a t k i ;

E’ [oos«p ,  sin<pj
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o raz

R  ̂C “ r a iD ^ ♦ r oos <PJ # 

D łu g o ś c i  wektorów wynoszą odpow iedn io ;

\ K !  =  1

Wynika s t ą d ,  że

|HJI =

r ;  = s 1

R* = r  .  S2 .

g d z i e  a ^ 9 §2 w ek to ry  Jednos tkow e s ty c z n e  do l i n i i  s i a t k i  
w rozpat rywanym w ę ź l e .  Wektory S,, i  §2 s ą  o r t o g o n a l n e  bo 
R’ » R̂ > = 0*
Oblioza.my z k o l e i  d r u g i e  pochodne ;

* r r  [ ° .? 3

5 ’’̂ , L~r oos«P , - r  s in4>J .

P o d s t a w i a j ą c  o trzymane w a r t o ś c i  do rów nan ia  ( 3 7 )  o trzymu­
jemy :

v  2 #  = £ &  + £ t  i .  _  g r a d  *  . . S f .
3r ¿><P2 r 2 r 2
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Ponieważ

R ”

więc w y s t ę p u ją c e  w równaniu  (3 8 )  w s p ó ł c z y n n ik i  i  oc2 
wynoszą odpowiednio

Po p o d s t a w ie n i u  w a r t o ś c i  i  a  ¿ 0 rów nan ia  (4 ) o t r z y ­
muje s i ę  o g ó ln i e  znani 
rzędnyoh  biegunowych:

2muje s i ę  o g ó ln i e  znaną  p o s t a ć  o p e r a t o r a  V & na współ-

+ i f | .
9 r  r 2 9<P r  1

Należy  t u  p o d k r e ś l i ć ,  że jednakowa d l a  c a ł e g o  crbszaru po -
p

s t a ć  ogó lna  o p e r a t o r a  V & n i e  j e s t  r e g u ł ą .  W przypadku 
s i a t e k  b a r d z i e j  z łożonych  można d l a  ró ż n y c h  węzłów o t r z y ­
mać zna c z n ie  r ó ż n i ą c e  s i ę  od s i e b i e  z a l e ż n o ś o i .
W c z ę ś c i  p i e r w s z e j  p racy  rozw iąz an o  s z e r e g  zadań c h a r a k ­
t e r y s t y c z n y c h  d l a  p r a k t y k i  i n ż y n i e r s k i e j  ( p ł y t y  grzewcze 
i t p . ) .  W t e j  c z ę ś c i  o g ran ic zo n o  s i ę  t y l k o  do t a k i c h  p r o ­
blemów, k t ó r e  p o s i a d a j ą  r o z w i ą z a n i a  a n a l i t y c z n e  • (modele 
w y id e a l i z o w a n e ) .  C hodz i ło  bowiem o możliwość porównania  
r o z w i ą z a n i a  p r z y b l i ż o n e g o  z ro z w ią z a n ia m i  ś c i s ł y m i  i  zwią­
zaną  z tym ocenę d o k ł a d n o ś c i  metody.

P r z y k ła d  2

P r z e k r ó j  poprzeczny  n i e s k o ń o z e n ie  d ł u g i e g o  p r ę t a  s tanow i
Twycinek k o ła  o p rom ien iu  r=1 i  k ą o i e  środkowym <P « Po­

w i e r z c h n i a  p r ę t a  r=1 z n a j d u j e  s i ę  w s t a ł e j  tempe. " r z e
8 = 1 ,  podczas  gdy p o z o s t a ł e  p o w ie rzc h n ie  p r ę t a  ut:r y m y -
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wane są  w t e m p e r a t u r z e  0=0« Z n a le ź ć  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r  w 
p ręo ie  ( r y s .  9 ) .

A /O ,0 1 2 0 /  

B / 0 , 0 1 5 0 /
1 ,0 0 0

193
'0 , 189 /̂  

»25S

014^ ' V o ,2 5 1 /  \

— 1 0 7 1 9 5
/ o , 1 8 9 /

R ys ,  9 .  R ozw iązan ie  p r z y k ła d u  2

,000

1 ,000

P rz e d s t a w io n e  z a d a n ie  p o s i a d a  r o z w i ą z a n i e  a n a l i t y c z n e , k t d -  
r e  można u z y s k a ć  metodą odwzorowań.  F unkc ja  s p e ł n i a j ą c a  
równanie  przewodnictYfa i  s p e ł n i a j ą c a  zadane  w arunk i  na 
b rzegu  o b s z a ru  d a j e  s i ę  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  s k o ń c z o n e j :

s i n  4<P? r  s i n
® (r,«P) = 9  a r c  t g  !  ------------,?-■

& Ls iah .f4 In

Do r o z w i ą z a n i a  z a d a n i a  p r z y j ę t o  symetryczny  wycinek  p r z e -
3Ck r o j u  p r ę t a  o k ą c i e  r o z w a r c i a  , na k t ó r y  na łożono  o r ­

t o g o n a l n ą  s i a t k ę  o r ó w n a n ia o h :

* 2 3fx  ~ j  cos«P x  -  j  cos4> x = r  cos

4 2.y = J  Sin«p y -  y  sin=P y = r  s i n

39



k t ó r e  w rozpat rywanym wcinku wyznacza dwa węzły wewnętrz ­
ne i  6 węzłów brzegowych ( j e d e n  z n i c h  j e s t  węzłem o s o b l i ­
wym z I  warunkiem brzegowym).
Równania w ar s tw ie  u s t a l o n e g o  p o la  t e m p e r a t u r  mają p o s t a ó :

a 2  HX -  y  COS'# X = y  COS# X = r  COS

1 2 Ty = y  s i n #  y = y  s i n #  y = r  s i n  y y

®=a01+ a -11<P+a21p2 ^ = a02+ a l2^>+a22^>2 0 = b1O+b11r+b12r2+b13r3* 

W ykorzys tu jąc  w arunk i  brzegowe na p o w ie rz c h n i  # = 0  mamy:

a 0 1  "  a 0 2  “  ° *

Podobnie

b 10 = 0<

Na p o w ie rz c h n i  # = §■ mamy = 0 ,

c z y l i

a 11 +  I  a 2 1  “  0

a 12  +  f  a 2 2  = ° *

Warunek na p o w ie rz c h n i  r=1 prowadzi  do rów nan ia ;

b l 0  +  b 11 +  b 12 = 1 *
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A <jr
W ykorzys tu jąc  warunek c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  w punk tach  

2 £i  B ( j f ^ę-) o trzymujemy:

J b 11 + i b 12 + 27 b 13
j L  a 
16 11 ' 16 } 21

I  b 11  + £  b12 + § 7  b 13 “ TC a l2  + ^  a 22*

Równanie r ó ż n ic z k o w e :

a2# 1 3 #  1 32# „
+ = °

prow adz i  do równań:

3 b 11  + 4 b 12 + 3 ^13 + 18 a21 = 0 

4»5 b^^ + 4 b 2̂ + 6 b^^ + 4 ,5  a22 =

p rzy  ozym p ie rw s z e  z równań do tyozy  punktu  A, a d r u g i  
punktu  B wewnątrz o b s z a r u f i *
Po r o z w i ą z a n i u  p r z e d s ta w io n e g o  wyżej  uk ładu  równań o t r z y ­
muje s i ę  rów nan ie  w ars tw io  w p o s t a c i :

x = ^  oos4> 

y = y  s i n

6 = 0 ,0 7 4 3  4» -  0 ,0 9 4 7  4» 2
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2X = j  COS 4>

y 

e

x « r  oos ^  

y - X 3.iQ ^

0= 0 ,2370  r  -  1,2980 r 2 + 2 ,0610 r 3 .

Rozwiązan ie  p r z e d s t a w i o n o  na rysunku  9 .  W nawiasaoh poda­
no w a r t o ś c i  f u n k c j i  o b l i c z o n e  z r o z w i ą z a n i a  a n a l i t y c z n e ­
g o .  Błąd maksymalny r z ę d u  2$  j e s t  porównywalny z d o k ła d ­
n o ś c i ą  o b l i c z e ń  ( z a o k r ą g l e n i a  wyników pośrednich ,  i  danych 
t a b l i c o w y c h

P r z y k ł a d  3

Zna leźó  n i e s t a c j o n a r n y  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r  w nieskończonym 
walcu  o p rom ien iu  R=1, j e ż e l i  w c h w i l i  Z = 0 t e m p e r a t u r a  
zredukowana w rozpat rywanym o b s z a rz e  wynosiła0j„._= 1,  zaś  
przepływ c i e p ł a  do o t o c z e n i a  o t e m p e r a t u r z e  0=0 o k re ­
ś lo n y  j e s t  w a r t o ś c i ą  l i o z b y  B io t a  Bi = 0 ,5 #  W o s i  walca

Do r o z w i ą z a n i a  z a d a n ia  p r z y j ę t o  metodę wars tw icową z 
wędrującym warunkiem początkowym. Problem rozw iąz an o  dwu­
k r o t n i e ,  przy  jmująo w p i e r w s z e j  w e r 3 j i  i n t e r w a ł  ozasu  od­

= j  s i n i

= 1 , 3 1 2 8 i  -  1 , 6 7 2 3 i  2
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po w iad a jący  zm ian ie  l i c z b y  F o u r i e r a  AFo^ = 0 , 5 0  a
d r u g i e j  AFo5 -  0 ,2 5 »

deProblem j e s t  o s iow o-sym et ryczny  i  ■ 0 .
W o b s z a rz e  w a lca  ( r y s . 10)

i d

0=1

O,

Bi=o,5

1 /3 2 /3  1 , 0

R ys .  10 .  Dobór węzłów i  wa­
r u n k i  d l a  w alca  n ie s k o ń c z o ­

nego

c z y l i

p r z y j ę t o  c z t e r y  węzły  w 
k i e ru n k u  zmiennej  r  odpo­
w ia d a j ą c e  współrzędnym r =  
=0,  r  «■ j  R, r  = |  R ,  r  »

= R (dwa brzegowe i  dwa 
wewnętrzne  ) .
Opis  warstwioowy r o z k ł a d u  
t e m p e r a t u r  w o h w i l i  C - t g 
j e s t  więc wielomianem a l ­
gebra icznym  w p o s t a c i :

0 = 0  9 ( r ) = a„ + a„r + a„r" +

+ a ^ r '

W ykorzys tu jąc warunek
brzegowy d l a  r  = O mamy:

2 3® i r )  = a Q + a2r  + ay? •
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Zmienność t e m p e r a t u r y  w w ęz łach  r  = j  i  
jemy l i n i o w o :

i n t e r p o l u -

0 (Fo ) |  » 6 (Fo -  AFo ) + m AFo
r  = i

0 (F o ) = 0 (Fo  — AFo ) I + nA F o
2 2 
3 | r  = 3

Warunki c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  0 ( r , F o )  d l a  r  = j  i  r  
sane s ą  r ó w n a n ia m i :

a Q + §  a 2 + ~  a 3 = 0 (Fo -  A Fo) + m AFo

a .  + w a2 + ~  a^ = 0 ( F o  -  A F o) + n AFo

r  = I

Równanie różn ic zkowe w p o s t a o i :

1 96 9 9 ^  1
a ^ T S ? + ^ r

prow adz i  do warunków :

2a2 + 2a^ + 3 ( j  a? + ^  a ^ ) =

2a2 + + | -Cj  a 2 + j  a - j ) = n ,
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zaś  z warunku brzegowego d l a  r  = 1 mamy:

i
- a ^  — 2ap — “ 2" ^ o ^2 ^ 3 *̂

E l i m i n u j ą c  z u k ła d u  równań niewiadome m i n  otrzymujemy 
l i n io w y  u k ła d  równań r z ę d u  3 ,  w k tórym m a c ie rz  główna nie 
zmien ia  s i ę  w c z a s i e ,  zaś  w ek to r  wyrazów wolnyoh o b l i c z a ­
ny j e s t  każdorazowo na pods taw ie  ro z w ią z a ń  d la  c h w i l i  
(Fo -  A F o ) .
W t a b e l i  1 zeb ra no  w a r t o ś o i  współczynników i  t e m p e r a t u r y  
w w ęz łach  o b s z a ru  d l a  Fo = 0 ,5 0  F oe  [ o # 2 ] ,  zaś  w t a b e l i  2 
t e  dame w i e l k o ś c i  d l a  AFo = 0 , 2 5 .  Porównanie obu r o z w i ą ­
zań z rozw iąz an iem  an a l i ty o z n y m  ( t e m p e r a t u r a  v? o s i  w a lc a )  
p r z e d s ta w io n o  na ry sunku  11.



T a b e la  1

W a r to ś o i  w spółczynników  wielom ianów 1 n i e s t a c j o n a r n e  p o le  t e m p e r a t u r  
w p r z e k r o j u  w a lca  p rzy  A F o  = 0 , 5

Fo a o a 2 a 3 D n *1 fc2 fc3

0 ,0 0 1 ,000 1 ,00 0 1 ,0 0 0 1 ,000

0 ,5 0 0 ,7 5 0 6 - 0 , 1 0  91 - 0 ,0 2 9 3 -0 ,5 2 4 3 -0 ,6 1 2 2 0 ,7 5 1 0 ,7 3 8 0 ,6 9 4 0 ,6 1 2

1 ,0 0 0 ,5 3 1 5 -0 ,1 1 3 3 0 ,0 0 5 0 - 0 ,4 3 8 2 -0 ,4 2 3 2 0 ,5 3 2 0 ,6 1 9 0 ,4 8 2 0 ,4 2 3

1 ,5 0 0 ,3 7 0 6 -0  ,0842 0 ,0072 -0 ,3 1 5 2 - 0 ,2 9 3 6 0 ,3 7 1 0 ,3 6 1 0 ,3 3 5 0 , 2  94

2 ,0 0 0 ,2 6 8 0 -0 ,0 5 8 7 0 ,0 0 5 2 -0 ,2 1 9 4 -0  ,2038 0 ,2 6 8 0 ,2 5 1 0 ,2 3 3 0 ,2 1 4

T a b e la  2

W a r t o ś o i  w spółozynników  wielom ianów i  n i e s t a c j o n a r n e  p o le  t e m p e r a t u r  
w p r z e k r o j u  w a lca  p rz y  A  Fo = 0 ,2 5

Fo ' a o ' a 3 m 1 n to fc1 t 2 fc3

0 ,0 0 - - - - - 1 ,00 0 1 ,000 1 ,0 00 1 ,00 0

0 ,2 5 0 ,8 7 6 0 - 0 , 0 8 9 9 -0 ,0 6 1 0 -0 ,5424 -0 ,7524 0 ,8 7 6 0 , 8 6 4 0 ,8 1 9 0 ,7 2 5

0 ,5 0 0 ,7 3 5 4 -0 ,1 4 1 2 -0 ,0 0 4 2 -0 ,5774 -0 ,5900 0 ,7 3 5 0 ,7 2 0 0 ,6 7 1 0 ,5 9 0

0 , 7 5 0 ,6 0 7 2 - 0 ,1 3 3 9 0 ,0 0 8 9 -0 ,5080 -0 ,4804 0 ,6 0 7 0 ,5 9 3 0 ,5 5 1 0 ,4 8 2

1 ,0 0 0 ,4 9 9 3 - 0 ,1 1 2 6 0 ,0 0 9 1 -0 ,4231 -0 ,3958 0 ,4 9 9 0 ,4 8 6 0 ,5 5 2 0 ,3 9 6

1 ,2 5 0 ,4 0 9 5 -0 ,0 9 1 7 0 ,0 0 7 0 -0

COĉ*d*O•* -0 ,32 68 0 ,4 1 0 0 , 3 9 9 0 ,3 7 0 0 ,3 2 5

1 ,5 0 0 ,3 3 4 3 - 0 ,0 7 6 8 0 ,0 0 7 1 -0 ,2859 -0 ,2646 0 ,3 3 4 0 , 3 2 8 0 ,3 0 4 0 ,2 6 5

1 ,7 5 0 ,2 7 5 7 -0 ,0 6 3 4 0 ,0 0 5 9 -0 ,2359 -0 ,2182 0 ,2 7 6 0 ,2 6 9 0 , 2 4 9 0 ,2 1 8

2 ,0 0 0 ,2 2 6 3 - 0 , 0 5 2 4 0 ,0 0 5 1v ’ -0 ,1943 -0 ,1790 0 ,2 2 6 0 ,2 2 0 0 ,2 0 4 0 ,1 8 9
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Jak  widaó z p rzeds tawionych ,  wykresów p rzypadku  AFo = 0 , 2 5  
uzyskano dużą zgodność z rozw iązan iem  ana l i tycznym . .  W "obu 
p rzypadkach  p ro c e d u ra  j e s t  z b i e ż n a ,  zaś  b ł ą d  metody wyni­
ka b e z p o ś r e d n i o  z p r z y j ę t e g o  i n t e r w a ł u  cz a su  i  r o ś n i e  ze 
zw iększen iem l i c z b y  powtórzeń  (podobnie  j a k  w w i ę k s z o ś c i  
metod p r z y b l i ż o n e g o  rozw iązyw an ia  równań różniczkowych.)*  
N a tom ias t  i l o ś ć  węzłów w k ie ru n k u  zm iennej  p r z e s t r z e n n e j  
w tym przypadku  n i e  wpływa w sposób widoczny na d o k ła d ­
ność  r o z w i ą z a n i a ,  ponieważ w ie lomian  p r z y j ę t e g o  s t o p n i a  
w y s t a r c z a j ą c o  d o k ł a d n i e  o p i s y w a ł  zmianę t e m p e r a t u r y  w k ie ­
runku  promieniowym.
W metodach ty p u  różn icow ego  i s t n i e j e  p r o s t y ,  a p rzy  tym 
u n iw e r s a l n y  sposób oceny b łę du  metody,  p o l e g a j ą c y  na k i l ­
kakro tnym r o z w i ą z a n i u  te g o  samego z a d a n ia  na c o r a z  gę ­
ś c i e j s z y c h  s i a t k a c h .  Wydaje s i ę ,  że t e n  sposób oszacowa­
n i a  b łę d u  może ró w n ie ż  z n a l e ź ć  z a s to s o w a n ie  w przypadku  
oceny d o k ł a d n o ś c i  metody w a r s tw ic o w e j .
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S u m m a r y

T h e o r e t i c a l  base o f  modeling o f  f i e l d  t e m p e r a t u r e  a c c o r ­
d in g  t h e  method p r e s e n t e d  i n  the  p r im ary  p a r t  o f  the  a r ­
t i c l e ,  i s  g e n e r a l i z e d  on th e  a r b i t r a r y  sys tems  o f  c o o r d i ­
n a t e s .  There a r e  a l s o  p r e s e n t e d  th e  n u m e r i c a l  examples  of  
u t i l i z a t i o n  o f  t h i s  g e n e r a l i z e d  v a r i a n t  o f  method.
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