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Wniniejszej drugiej czeSci rozprawy habilitacyjnej
przedstawiono dalsze rozwinieoie metody numerycznego mo-
delowania probleméw przewodniotwa cieplnego, opublikowa-
nej w oze$oi pierwszej. Rozwigzanie podane W pierwszej
czeSci praoy uogOllniono na przypadki siatek krzywolinio-
wych, 00 znacznie zwiekszyto mozliwo$oi praktycznego wyko-
rzystania metody warstwio. Inspiraojg dla rozszerzenia
rozprawy habilitaoyjnej przez opublikowanie dalszyoh wy-
nikbw byly sugestie Recencentow rozprawy.

Poniewaz w cze$ci pierwszej podano peiny wykaz lite-
ratury dotyczacej omawianych zagadnien, wieo w tej czeSci
praoy ujeto w spisie literatury jedynie o0ze$d pierwszg
rozprawy.
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WSTJgP

W oze$oi pierwszej niniejszej pracy przedstawiono

szczegOtlowo metode numerycznego modelowania ustalonych i
nieustalonych pél temperaturowych w ciatach statych. Na
rozpatrywany obszar ciata statego naktada sie siatke pro-
stokatng (ptaska lub przestrzenng). Przyjeta siatka wyrdz-
nia wewngatrz obszaru pewng liczbe punktéw nazwanych wezta-
mi wewnetrznymi, za$ na brzegu wybrane zostajg punkty
brzegowe pojedyncze lub wielokrotne. Wezty brzegowe poje-
dyncze sg punktami przeciecia konturu obszaru linig po-
dziatu siatkowego, za$ wielokrotne sa punktami przeciecia
wzajemnie prostopadtych linii siatki lezgcymi na brzegu
zadanego obszaru.
Funkoje #K p ), Pef£2, stanowigcg rozwigzanie zadania, apro-
ksymuje sie rodzinami wielomianéw algebraicznych jednej
zmiennej, bedgoyoh przyblizeniem przekrojéw war™twicowyoh
szukanego pola temperatur. Warstwicg funkcji “"KP) nazwano
linie krzywg o réwnaniu:

(1)

gdzie x°,X2*e.x,° wustalone wartos$ci k-1 z k argumentow
funkcji tWp).
Warstwioowy opi3 pola temperatur w postaci:

(2)



gdzie an sg wspoltczynnikami wielomianu aproksymu-

X =X0 jacego warstwice (1),
1 1

x k=xk

musi spetniaé nastepujgoe warunki:

1°.

Funkcja opisana przy pomocy warstwie jest funkcja oig-
gta, warto$ci jej w kazdym punkcie rozpatrywanego ob-
szaru sg jednoznacznie okres$lone. Wynika stad, ze dla
kazdego wezta wartos¢ funkcji liczona podtug rownan
wszystkich warstwie przechodzacych przez ten wezet mun-
si by¢ taka sama. Warunek ten przenosi sie bezposSred-
nio na .rodziny wielomianéw przyblizajagcych rzeczywi-
ste przebiegi warstwie.

Zbidér przekrojow szukanej funkcji jest ortogonalny i
zgodny z osiami uktadu wspoOtrzednych. Opisana pewnym
operatorem rézniczkowym L kombinacja liniowa pochod-
nych ii i Il rzedu) zwyczajnych tych warstwie musi
wiec w kazdym wezle wewnetrznym spetnia¢ $cisle row-
nanie rézniczkowe L.&6'= f(x1«..Xji). W omawianej meto-
dzie warunek ten przenosi sie bezposSrednio na wielo-
miany przechodzace przez wezty wewnetrzne.

Na brzegu funkcja tf(P) spetnia warunek w postaci:

A(8~) + = C. (3)

Odpowiednia lokalizacja (por. cze$¢ 1) weztow brzego-

wych pozwala w kazdym z o nyoh weztéw jednoznacz-
nie okres$li¢ warto$s¢ poohodnej funkcji w Kierunku
normalnym do brzegu obszaru, jako kombinaoje liniowg

pochodnych wielomianéw przechodzacych przez ten wezet.



4°, W przypadku zagadnien niestacjonarnych szukana funk-

cja $ (P) spetnia dodatkowo warunek poczatkowy zada-
nia :

tfiP) (P). (4)
Z=0 0

Kryterium 10#2°,30#4° zastosowane dla zbioru weztoéw
wewnetrznych i brzegowych prowadzi do liniowego wzgle-

dem wspotczynnikow ai uktadu rownan algebraicz-
n i
0
xk=xk
nych, z ktérego oblicza sie wartosci wspoétczynnikdw

wielomianow aproksymujgcych, a w dalszej Kkolejnosci
temperatury w weztaoh obszaru & .

WczeSci pierwszej pracy omdwiono metode rozwigzywania
probleméw przewodnictwa dla obszaréw jednorodnych (kryte-
rium 1° t 4°) i niejednorodnych (dodatkowe warunki na sty-
ku podobszaréw ). Przedstawiono procedure obliczen dla sta-
néw nieustalonych i jej uproszczony wariant nazwany meto-
dg warstwicowg i wedrujacg warunkiem poczagtkowym.Dla wszy-
stkich rozpatrywanych przypadkéw wykazano zgodno$¢ otrzy-
manego uktadu réwnan z ilo$cig niewiadomych wspo6tczynni-
kéw .

Tematem ozes$ci drugiej rozprawy jest uogdlnienie meto-
dy wielomianéw na siatki krzywoliniowe. Przeprowadzone ni-
zej rozwazania dotycza obszarow ptlaskich”rozszerzenie ich
na obszary przestrzenne nie zmienia istoty rzeczy “chociaz
prowadzi do bardziej ztozonych zalezno$ci analitycznych.

1. Pewne przeksztatcenie operatora V

Dana jest funkcja $ m”ix,y) okresSlona i ciggta wraz z
drugimi pochodnymi w kazdym punkcie obszaru ptaskiego Ot



zorientowanego w prostokatnych uktadzie wspobtrzednych
ijX,yj-. Wewnatrz lozpatrywanego obszaru obieramy punkt P(r)
i dwa wektory jednostkowe

slislx,slly(/’\ §2132x*s2y)
tworzgce kat @ (rys. 13/.

Wektory jednostkowe o kie-
runkaoh zgodnyoh z osiami
uktadu (wersory i,j ) mozna
przedstawi¢ w postaoi kom-
binaoji liniowej wektoréw

j: N + D2 82 (6)

Rys. 1. Wersory w punkoie P
obszaru £2.

Mnozgo skalarnie rownanie (1) przez wektor 3* otrzymujemy
i.3" « 3" + Cza2.s™. (7)
Poniewaz

I | » |S2] =1

®L * @ = 003 * »
wieo réwnanie (1) przyjmuje postad:

slx * Cj + C2 oos . (8)

10



Mnozgo to samo rownanie przez wektor 82 otrzymujemy:

s2x = C1 0O0Ssi> + C2* n i9}
Z uktadu réwnahn (8), (9) obliczamy wartos$oi statyoh i
c2:
g —g Co3 P
C.-Jfc (10)
1 Sin ep

n . -éx - X (11)
* sin P

Zastosowanie tej samej prooedury w przypadku rownania (6)

prowadzi do obliczania statych i D2:
_ S9  00s«P
D - -12-—-- -fi-—- — (12)
1 sin P
S~ - S . 003 ep
D = 27— 471 e . (13)
d sin «
Mozna wykazad, ze poohodna funkcji -frte*y) w kierunku X

wyraza sie jako kombinacja liniowa pochodnych w Kkierun-
kach s1 s2:

fz . e, 2Z-+ ¢,3 %, iut
-* 1 asl 2 »»2

11



czyli

92& 9 ratfl d 2 1
N
57 3x L"Xx cl(cl c2 9§13 32
+ C’)(C - + C, T7in *
| ’
2 139. 39, d57
skad
32A 2 32in . 9217 r2 92#.
-w + 2CjC,,
9x2 1482 . 3§13 82 2 aaf
Analogioznie;
i 2 2
2 a 5} 920 4 o 2L L A
3y 1 332 12 351382 2 38|
Operator \7 i przyjmuje wiec postacd:
V 2~ - (C2+D$) 2~Z + 2(C,C,,+D,DO
( 1 1) 992 ( 12 12-)dg"d g2

Fic2 +D02>S*

2

Poniewaz

E? + E?, « — :!'(I*--

1 1 sin

12
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(16)
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2i + d.d - - §-
Ivs |2) §

EEEE

CQ+ D 777275
SiD ep
wiec

\’/2 tlr = (géﬁh‘ 2 O0SO® -91\«9; m+ M 1 (19)
3 §2

98~ 93~ 9 §2 3ia <

Zauwazmy, ze dla €=

y 2 s 92ig 4+ 9 (20 )
9sn 9Sg

2. Roéwnanie Laplaoe»a w siatoe krzywoliniowej

Rozpatrywa¢ bedziemy ptaski jednorodny obszar § zorien-
towany w prostokatnym uktadzie wspétrzednych Jx,y| « Funk-
cjaiHxy) spetnia w tym obszarze rdwnanie Laplace'* a;

dz &
Bt = ur (21)

9x2 9y?2

za$ na brzegu warunki w postaoi (3)«
Wprowadzimy przeksztatcenie w postaoi

x = <P(t,p)

(22)
y =Vit,p)

13



przyporzgdkowujace kazdemu punktowi P(x,y j iszaru £ pa-
re liozb P~(t,p)# Ustalajgc kolejno wybrane wartosci argu-
mentéw t i p otrzymujemy siatke krzywoliniowa w postaoi:

X = P(tjp~
y =WitfP~"
(23)
X = 4>(t.j,p)
*J:011’ Im’
y =V (tj.,P)
Wdalszej oze$oi stosowany bedzie zapis:
X - #x(t)
«1=0,1,...,q
y mw "t)
(24)
ro- #j(p)
- ~(p)

14



Na rysunku 3 pokazano dwie linie siatki (24) i promien wo-
dzgoy R (t,p) wezta wewnetrznego.

Rys. 3. Wezet wewnetrzny obszaru ii t P(t,p)

Kazdemu weztowi wewnetrznemu rozpatrywanego obszaru przy-
pisane sg dwa wektory o kierunkach styoznych jdo linii
siatki przeoinajgcych sie w danym wezle. Skiadowymi tyoh
wektorow sg odpowiednio liczby:

B; [.yo, vi(u]

(25)
Ml s Kok ]
za$ diugosci ich wynosza:
|s;i ="~fuw v 2(P)
(26)
+V *(p).

15



Pierwsze poohodne funkoji w kierunku rektoréw r’ R’
Wynosza: v P

grad tf . 8§81 = grad |‘|'
da. 0N
I
(27)
R.
2+ grad *  §? «grad *
gdzie 82 wersory o kierunkach stycznych do linii siat-
ki w rozpatrywanym wezle.
Poniewaz:
*
ANl
(28)
%0 IRplw
wieo
A= grad ip . R
(29)

s*all < . Eff)

(&)
o
1

Obliozamy z kolei drugie poohodne



za$ pochodna mieszana wynosi:

A " ~ Atiz |Rt||5p i+ eraa# o RtP- (31)

Przeksztatcajgc wzory (30) i (31) otrzymujemy:

(32)

(33)

(34)

Wykorzystujgo z kolei wyprowadzone wrozdziale poprzednim
rownanie (19) dochodzimy do zaleznoS$ci:

(35)

j —

—2 00S»— - - ———-— grad » « W
»»p mting

gdzie

o
£- + h” 36
I[F HAF |briis; i fp 36

W=_—3
1®

17



Jezeli krzywe (24) tworzg siatke ortogonalng €= to o~
perator vZe sprowadza sie do postaoii

vatf = d* —L , + -4 — - srad it . (iiL + -t -).
n* IR’I12 I5JF  irdt

(37)

Wektor W mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej
wektoréw s™ i 82:

W- «,81 + «2S2 (38)

Mamy wdwczas:

v ro ¢G4 1
ot2 [fijl2  *p2 Rp .

ozyli

(40)

Rozwazania prowadzone w dalszej cze$ci praoy dotyozyd be-
dg siatek krzywoliniowych ortogonalnych« Zastosowanie bo-
wiem metody warstwioowej dla siatek dowolnych, a nawet i-
zogonalnych bytoby w praktyce znaozhie utrudnione ze
wzgledu na wystepujace w réwnaniu (35) pochodne mieszane*
Zbidér warunkéw dotyozgoyoh wspoétczynnikéow wielomianéw two-
rzy-w tym przypadku uktad réwnan nieliniowych, przy ozym

18



wartos¢ pochodnej Vyg-yg' moze byé oszacowana tylko w spo-
sob przyblizony (réznicowy), Wydaje sie wiec, ze przynaj-
mniej w praktyce nalezy ograniczy¢ sie do siatek- krzywoli-
niowych ortogonalnych.

Ostatecznie rdwnanie Laplace,a w siatce krzywoliniowej or-
togonalnej przyjmuje postacé:

.2t . n 3% &P
*1 A+ A2 37 =Bl ?F + 32 <4

gdzie wartos$ci A"A2,B1,B2 wynikajg z réwnania (40).

3. Metoda warstwioowa rozwigzania problemu przewodzenia
ciepta

3.1. OS$rodki jednorodne, stan ustalony

Szukana funkcja ~(t,p) spetnia réwnanie (41) wewnatrz
jednorodnego obszaru ptaskiego & , za$ na brzegu warunki
w postaci (3). Rozwigzanie # ="(t,p) odwzorowuje sie geo-
metrycznie jako powierzohnia okre$lona i ciggta nad obsza-
rem Si ¢ Krzywe (24) traktowaé¢ bedziemy jako $lady powie-
rzchni walcowych prostopadtych do ptaszczyzny rozpatrywa-
nego obszaru. Zdeterminowane podziatem siatkowym walce wy-
réozniajag na powierzchni ~=7(t,p) warstwice krzywolinio-
we. Na kazdej z tych warstwie obrano uprzednio pewng lioz-
be punktow weztowyoh. Rzeczywisty przebieg warstwie przy-
blizamy wielomianami algebraicznymi, ktoérych stopien wy-
nika z ilo$ci weztdbw na danej warstwicy (rys. 4).Tak wiec
przekroje pola temperatur opisane sg nastepujacymi réwna-
niami 5



oraz

X =4yp)

y =vj(p) (43)
2 11bi3p3-
j=0

Wystepujace pod znakiem
sumy liczby nim moga
by¢ dla kazdej warstwioy
inne, w zaleznos$ci od wa-
runkbw geometrycznych za-
dania.
Warstwicowy opis pola tem-
peratur w obszarze Si musi
spetnia¢ warunki 1° - 4°
sformutowane w cze$oi |
pracy.
Pierw sg grupe rdéwnan o-
trzymuje sie z warunku
ciggtos$ci funkcji w obsza
rze & . Poniewaz wartos$¢
funkcji w weztach wewne-
trznyoh i brzegowyoh po-
Bys. 4. Powierzchnia ,p) dwdjnych nie zalezy* od
kierunku warstwioy prze-
chodzgcej przez ten wezet, a tylko od potozenia punktu we-
ztowego, wieo:

(44)

N
—_
=
1]
[Sy oW
1l
4 3
oy
N
o
=
M

Q
;L aij
$=0

20



gdzie

Pji_j - wspédirzedne punktu weztowego.

Z kolei nalezy rozpatrzy¢ warunki dotyczace weztow wewne-
trznych, a wynikajace z réwnania rézniczkowego, ktére szu-
kana funkcja ma spetniaé.

W przypadku siatek krzywoliniowych postaé réwnania Lapla-
ee»a ($cisSlej wartosci wspotczynnikow AA~B"Bg w réwna-
niu (41)) sa zalezne od potozenia wezta w rozpatrywany®
obszarze. Jezeli znana jest postad analityczna transfor-
macji uktadu (réownanie (22) lub (24)), to obliczenie war-
toSciHspdtczynnikow AN A2 ,BN,B2 w weztach siatki nie na-
strecza zadnych trudnoS$ci. Jezeli za$ postad funkcyjna
przyjetej siatki nie jest znana, co moze mie¢ miejsce w
przypadku doboru siatek dla obszar6w wybitnie nieregular-
nych, to zaréwno diugos$ci wektoréw R”, Rp,jak i inne wiel-
kosSci wystepujgce w réwnaniu (40) mozna obliczy¢ w sposdb
przyblizony, korzystajagc ze znanyoh schematéow rdznicowych
lub konstrukcji geometrycznych.

Aproksymacja pochodnych czgstkowych funkcji d , pochodny-
mi odpowiednich wielomianéw prowadzi do warunku w posta-
ci:

(45)
n

" Bl Ir ?:G ai] fcl + BR tp j$=0 bl pJJIJ

21



Rownanie (45> jest rdwnaniem algebraicznym liniowym wzgle-
dem wspdtczynnikow AL b~™. wielomiandw warstwicowyoh.
Ostatnig grupe rownan w przypadku zagadnien stacjonarnych
tworzg warunki brzegowe zadania.

Na brzegu obszaru £2 mozna wyodrebnié dwie grupy weztow
brzegowych. Pierwszg z nich stanowig wezty brzegowe poje-
dyncze - zlokalizowane w tych punktaoch na brzegu obszaru,
gdzie kierunek wektora normalnego do brzegu pokrywa sie w
przyblizeniu z kierunkiem warstwicy, drugag za$ tworzg we-
zty podwdjne, w ktorych stykajg sie dwie linie siatki ob-
szaru. Podany wyzej sposob lokalizacji weztow wigze sie

Rys. 5. Pochodna normalna na brzegu obszaru

bezposrednio z problemem doktadnej aproksymacji pochodnej
w kierunku normalnym do konturu ograniczajgcego obszar £
i praktycznie zawsze jest mozliwy do zrealizowania. Jeze-

li przez oznaczy6 katy, jakie z dodatnim kierun-
kiem osi x tworzg ortogonalne styczne do linii siatki,wek-
tory jednostkowe w punkole P lezgoym na brzegu T ob-

szaru 2 , za$ przez £ kat, jaki z osig x+ tworzy wektor

22



normalny do brzegu (rys* 5), to pochodna funkcji # w kie-
runku n wyraza sie zalezno$cig:

A=~ COS (» - £)+ ~~ cos (2 - £), (46)

Wykorzystanie wzoréw (28) prowadzi do zaleznoS$ci:

H = | f 00 3 A U1 - £ ) + f7T 17T § i 003 - £ ) * i4 7))

Jezeli kierunek wektora lub $§? pokrywa sie z Kkierun-
kiem n (wezty pojedyncze), to ~ =£ lub ~2 =£, a po-
niewaz |* = flisiatka ortogonalna), wiegc:

- L3 =£ (48)

2n - |jgq| 3F»

lub

gt 1 ar .
37 SrETspi  f*2 £ * (49)

Podstawiajagc otrzymane zaleznos$ci do warunku brzegowego
(3) i wykorzystujgc rownanie wielomianow algebraicznych
aproksymujgoyoh warstwice dochodzimy do wzorow:

t"5 003 (p* - £) +
I»i

23



1p j=0 " Jt=t ..

1]
P=Pij
(50)
BS - u .-l
i=0 Jt=t
ij
za$ dla weztéw pojedynczych:
{ e ot
"< (51)
=2 T
N
];_leerL a §-O !]p:PU
(52)
BI/ bn p* c
no! p:pij

Réwnania (51) i (52) dotyczg odpowiednio weztéw na kierun-
kach t 1 p, Zaréwno dwie ostatnie zalezno$ci, jak i row-
nanie (50) sg liniowe wzgledem wspdtczynnikéw wielomianow
aproksymujgoyoh warstwice.

24



Jak wykazano w oze$ci pierwszej pracy, ilosé niewiadomyoh
wspotczynnikow w réwnaniach warunkowych jest zgodna z i-
loscig tych réwnan.

3.2. OS$rodki jednorodne z wewnetrznymi Zrodtami ciepta

Jezeli w obszarze ptaskim O zadany jest rozktad wewne-
trzny Zrodet ciepta qy m 4v(x,y), to rozktad temperatur w
tym obszarze opisuje rdwnanie Poissonas

g2tf , d2#
3x 3y

—=0 (53)

i warunki (3).

Zatozmy, ze funkcja <y (x,y) jest ciggta i okreSlona w kaz-
dym punkcie obszarui2 e

Dla takiego przypadku istnieje jednoznaczne przyporzadko-
wanie :

d (x,y) = arfpjt) (54)

i metoda warstwioowa numerycznego modelowania pola tempe-
ratur sprowadza sie do rozwigzania uktadu rownan (44),
(50), (51), (52), za$ warunek wynikajgoy z rdéwnania roz-
niczkowego przyjmuje postac:

M4 * . . 1
1ac i=0 11 2 bpY CEZOA J FB t='{1J
p=p,,
y (55)
Bi Ir2L uau + B2dFJL bijp:

ppU 25



Jezeli funkcja ~ = < (t,p) jest okreSlona w pewnych pod-
obszarach 0.7~,0, «.., ii™e £i, to zadanie mozna rozwig-
za¢ postugujac sie procedurg opisang w punktach 3.1 i 3.2
wykorzystujgc dodatkowo warunki brzegowe dla obszaréw nie
jednorodnych (por. 3.3). Wprzypadku zrodet punktowych
mozna z kolei zastosowaé transformaoje tych zrodet na za-
stepcze Zrodta powierzchniowe,

3.3. Metoda warstwicowa dla obszarow niejednorodnych

Zagadnienie ustalonego przewodzenia ciepta dla obsza-
réw niejednorodnych sprowadza sie do poszukiwania wspot-
czynnikéw wielomianow, spetniajgoych w podobszarach warun-
ki (44), (45) (50), (51) i (52), za$ na styku podobszaréw
zaleznos$ci wynikajace z warunku brzegowego w postaoi:

“(p.t) m*2(p,t) (56 '

2-t

gdzie P(t,p)e ri_2*

Na ustalonym dla obu podobszaréw ii™ i O”" brzegu wyste-
puja wezty pojedyncze lub podwdjne, przy ozym sposéb ich
lokalizacji uzalezniony jest od stopnia niezgodnos$ci kie-
runkéw wektorow stycznych do linii siatki w punktach brze-
gowych i kierunku normalnego do

Jezeli w otoczeniu punktow brzegowych spetniony jest wa-
runek ¢

(58)
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rys. 6) i pochodne funkcji A, 1?2 w kierunku n opisane
sg rownaniami (47), (48) i (49), przy czym t#j, e fr 2
Jezeli za$ warunek (58) nie jest spetniony, to wystepuja-
ce w rownaniach (47), (48) i (49) odwrotnos$ci modutéw wek-
torow stycznych do linii siatki i katy ~ b e d g inne
dla podobszaru 0,1, a inne dla podobszaru &2,

Rys. 6. Wspolny brzeg obszar6w niejednorodnyoh
Obliczong podtug (47), (48) i (49) pochodng w kierunku
normalnym wykorzystujemy w réwnaniu (57) i otrzymujemy li-
niowy zwigzek miedzy wspotczynnikami wielomianow.

Warunek ciagtos$ci pola temperatur na styku podobszarow
przyjmuje postac:

£ SR
(59)
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gdzie a.l", b.h wspobtczynniki wielomianow oksymujgcych
pole temperatur w obszarze

a|2jf b|2j wsPG czynniki wielomianéw aproksymujgcyoh
pole temperatur w obszarze fi 2,

Dla weziéw pojedynozych warunek ciggtosci sprowadza sie
do réwnan:

*13 ' t 13 (60)

lub

5 j - 2-, BBeir &>

Przyjety sposéb rozwigzania problemu sprowadza sie do ob-

liczenia wspdtczynnikow , a”™, brjt b~ wielomianéw z
uktadu réwnan algebraicznych, liniowych* Jak wykazano w
czesci | i dla tego przypadku, ilos6 rownan jest zgodna z

liczbg niewiadomyoh wspotczynnikéw.

3.4. Stany nieustalone

Szukane rozwigzanie odwzorowuje sie geometrycznie w po-

staoi izoparametrycznych powierzohni ~ = idem okres$lo-
nych i ciggtych nad obszarem fi . Z nieskonczonej ilosci
tych powierzchni wybieramy skonczong ich liczbe przyjmu-

jao pewien zbior weztdbw w kierunku zmiennej czasowej. Tak
wiec zmiana temperatury w ozasie opisana jest dla kazdego
wezta lezgcego wewngtrz obszaru wielomianem algebraioznym
tego samego rzedu:

O =t wzei djr i62)
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Waratwice krzywoliniowe na powierzchni Z* Zs’ podobnie
Jak poprzednio dane sa réwnaniami:

X = &x(t) x = 'Pjip)

y =Vx(t) (63)
aaisj t1 [ 3 . '

Z-7 1=0 z=z.  |=0 U pt

Warunek oiggtosci powierzchni Z=ZS prowadzi do dwoch
niezaleznyoh liniowo réwnan algebraicznych w postaci

m

w
aij tiJ =8 biJ pJ =zL °ijrcsr* (64)
j=0 r=0

Wykorzystujac z kolei réwnanie rézniczkowe Fouriera A=
= idem mamyj

+ 5. 20 1 fCI
J 1= t-tU
B, gi_p -y 1 (65)
,1=0 P=pP..
1)
2
d2
A = .. *
X laijtL ‘ |
at = T5 ey & %=0 " Jp=p
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Warunki brzegowe zadania prowadzg do zaliz iioi identycz-
nych jak przedstawione poprzednio, za$ warunek poczatko-
wy w postaoi (4) pozwala bezposrednio obliczy¢é wyrazy wol-
ne wielomianéw A~

Mamy bowiem;

(66)
C=0

Przedstawiony wyzej zbidr warunkéw tworzy zgodny i ozna-
czony uktad rownan liniowych, z ktérego wyznaczamy wspoi-
czynniki wielomiandéw przyblizajagcych warstwioe, a w dal-
szej kolejnosoi wartos$ci temperatur w weztach zadanego ob-
szaru (por# oz, 1).

WczeSoi pierwszej niniejszej pracy przedstawiono szoze-
gotowo metode rozwigzywania probleméw nieustalonego prze-
ptywu ciepta, ktéry nazwano metodg z wedrujagcym warunkiem
poczatkowym. Istotg metody jest liniowa interpolacja
zmienno$oi temperatury dla niewielkich interwatéw czasu,
tzn. ze rodzine wielomianéw (62) przyjmuje sie w postaci:

*(«) (67)

Rozwigzanie uktadu rdwnan warunkowych pozwala obliczy¢
wartosci temperatur w weztaoh obszaru Q po czasie AC #
za$ otrzymany rozktad temperatur staje sie nowym  warun-
kiem poczatkowym zadania. Zaletg metody jest znaczne
zmniejszenie rzedu uktadu réwnan liniowyoh, Kktéry wpraw-
dzie trzeba rozwigzywa¢ wielokrotnie, ale ze wzgledu na
niezmienng w czasie maoierz gtdwng uktadu procedura obli-
czen jest bardzo prosta i szybka. Metode warstwie owg z we-

30



drujgcym warunkiem poczatkowym mozna stosowaé oczywisoie
rowniez w przypadku siates krzywoliniowych.

4. Punkty osobliwe siatek krzywoliniowych

W przeprowadzonych dotychczas rozwazaniach dotyczacych
procedury warstwicowego modelowania pola temperatur w ob-
szarach pokrytych siatkami krzywoliniowymi, zaktadano ta-
ka transformaoje uktadu wspdtrzednych, ze linie siatki
tworzg dwie ortogonalne rodziny krzywych (24), przy czym
wezty wewnetrzne (i brzegowe podwdjne) sg punktami prze-
ciecia linii rodziny p = idem z linig rodziny t = idem
(pizyporzgdkowanie jednoznaczne).

W praktyce istnieja jednak siatki krzywoliniowe tego typu
ze w pewnych punktaoh obszaru £ przyporzagdkowanie pary
liczb t,p rozpatrywanemu wezlowi nie jest jednoznaczne.
Przykltadem takiego punktu moze by6é biegun transformacji
X =r cos«P y =r sin<P . Wtakim przypadku potozenie punk-
tu weztowego okredlone jest pewng warto$cig parametru t =
= idem i nieskonAczong iloScia parametrow p = idem. Postu-
gujgo sie w dalszym ciggu przyktadem wspéirzednych biegu-
nowych mamy r =0, i e

Jezeli wiec punkt osobliwy znajduje sie w obrebie rozpa-
trywanego obszaru fi , to linie siatki przechodzace przeni
ten wezet sg funkcjami tego samegoparametru:

X = 4>j(1) x= (1) ... x = <Fe(t)
y =V 1(t) y=V2(t) ... y =Vk(t), (68)

za$ liczba t=t0 spetnia uktad réwnan (68).
Poniewaz przez odpowiadajgcy weztowi osobliwemu punkt na
powierzchni /j = idem przechodzi k wielomianéw inter-

)
polujgoych warstwice wprzekrojach (68), wiec aby uktad
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rownan warunkowych byt zgodny z iloScig, niewiadomych
wspoétczynnikow, to omawiany wezet musi dostarczy¢ k row-
nan warunkowych dla powierzohni | = idem.

M s

Z warunku ciggtos$ci otrzymuje sie k-1 niezaleznych linio-
wo réwnan w postaci:

i ) nk

% to =2Z_j ai2 fo = = aik to» (69)
i-0 1 i-0 1=0

za$ ostatnie rownanie, w zaleznoSci od potozenia punktu
osobliwego, wynika albo z postaci rownania rdézniczkowego,
albo z warunkéw na brzegu obszaru w otoczeniu rozpatrywa-
nego wezta.

1°. Wezet osobliwy wewngtrz obszaru Si .

Na rysunku przedstawiono wezet we wnetrzu obszaru ptas-
kiego utworzony przez k funkcji (linii) tego samego para-
metru t. Jezeli wokdét wezta wyodrebnimy pewne otoczenie i
zatozymy, ze rozpatrywany uktad znajduje sie w 3tanie row-
nowagi oieplnej, to réwnanie bilansu energii mozna zapi-
sa¢ w postaoi:

gdzie - ilosd oiepta doptywajacego do otoozenia wezta
z kierunku k-tej linii podziatu siatkowego.

Poniewaz (rys. 7):

-tK .

e*-aaT"™ Asic* (71)
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gdzie iPo - temperatura ¥ weZle osobliwym,
- temperatura na granicy otoczenia wezla,
ASN.- k—ty element diugos$ci tuku konturu ogranicza
jacego rozpatrywane otoczenie,
wiec przy A = idem:

(72)

Przeksztatoajgc ostatnie rdéwnanie do postaci:
(73)

otrzymujemy:
(74)
X gdzie Se(tQ, tk)®

Rys. 7. Wezet osobliwy Poniewaz siatka wokot punktu
w obszarze ii « osobliwego jest ortogonalna,

wiec diugos¢ tukdéw AS”N sg funkcjg drugiego parametru!



Normalizujgc jedeo z elementow A S. = i i oznaczajac
(o]

t0 warunek w postaoi:

Ask =0 (76)

Ostatni warunek jest liniowy wzgledem wspdtczynnikow wie-
lomiandéw interpolujgcych pole temperatur.

W szczego6lnosci dla wezta osobliwego siatki biegunowej
dla =A<t>2 = ... A*PK otrzymuje sie prosty zwiazek w
postaci:

(77)
Stosujac podobng procedure mozna wyprowadzié analogiczny
warunek dla stanu nieustalonego.

2°. Jezeli na brzegu zadany jest warunek | rodzaju, tzn.

(78)

to brakujgoe rdwnanie otrzymuje sie bezpos$rednio z przy-
rownania wartos$ci jednego z k wielomianéw (w pkcie tQ)
przechodzgcych przez ten wezet ze statg C.

W przypadku warunku Il lub Ill rodzaju mozna podobnie,jak
poprzednio, postuzy¢ sie metodg bilansu, ktdra np. w przy-
padku warunku 111 rodzaju prowadzi do zalezno$ci:
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5. Wnioski koncowe

Przedstawiona w tej czes$ci pracy metoda jest uogOlnie-
niem rozwazan przeprowadzonych w czes$ci pierwszej. Przyje-
cie siatki prostokatnej zgodnej z osiami uktadu, tzn.:

179)

sprowadza wyprowadzone wyzej rOwnania do zaleznos$ci poda—
nyoh w czes$ci pierwszej niniejszej pracy. Wydaje sie, ze
przedstawienie procedury ogoélniejszej moze by¢é przydatne
do rozwigzywania probleméw przewodnictwa w obszarach, dla
ktéryoh siatka prostokatna jest z pewnych wzgledow nieko-
rzystna. Przykiadem takich obszarébw moga'by¢ np. obrotowe

powloKi oienkos$cienne czesto spotykane w praktyce inzy-
nierskiej. Rozwigzywanie zadan przedstawiong wyzej meto-
da nie wymaga w zasadzie znajomos$ci postaci analitycznej
rownan linii siatki, ksztattu brzegu itp. Wystepujace w
rownaniach wielko$Soi zwigzane z geometrig siatki i obsza-
ru moga byé obliczane w sposdb przyblizony - wykre$inie

lub rachunkowo. Pro$ciej rozwigzuje sie jednak zadania,
jezeli potrzebne wielkoSoi mozna obliczy¢ bezposSrednio z

zaleznosci analitycznych.
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6. Przyktady liczbowe

Przyktad 1

Wykorzystujgc zaleznodoi przedstawione w rozdziale 3 pra-
oy znalezé posta¢ operatora V & dla biegunowej transfor
saoji uktadu, opisanej réwnaniami;

r 00s of

x
1

r sin<P .

<
1l

W rozpatrywanym przypadku promien wodzgoy wezta lezgcego
wewnatrz obszaru ma skiadowe skalarne irys. 8)

Sir,«f) [r cos , r sind>"j .

Rys. 8. Biegunowa siatka ortogonalna
Wektory styczne do linii siatki;

E’ [oos«p , sin<pj
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oraz

RANC* r aiD™ ¢r oos I #

Dtugos$ci wektorow wynoszg odpowiednio;

|HI =
Wynika stad, ze
r =51
R* =r . S2.
gdzie a9 82 wektory Jednostkowe styczne do linii siatki
w rozpatrywanym wezle. Wektory S,, i 82 sg ortogonalne bo

R » R>= 0*
Oblioza.my z kolei drugie pochodne ;

*rr [°.?3
5’ L~r o00s«P , -r sin4d>] .

Podstawiajgc otrzymane warto$ci do réwnania (37) otrzymu-
jemy :

v2# = £& + £t i. _grad* ..Sf.
3r >R r2 r2
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Poniewaz

wiec wystepujgce w rownaniu (38) wspdtczynniki i oc2
wynoszg odpowiednio

Po podstawieniu wartosci i a ¢0 rownania (4) otrzy-
muje sie ogélnie znang postaé operatora v2& na wspot-
rzednyoh biegunowych:

+ 0 f].

9r r2 &P r 1

Nalezy tu podkresli¢, ze jednakowa dla catego crbszaru po-
sta¢ ogo6lna operatora Vp& nie jest regutg. W przypadku
siatek bardziej ztozonych mozna dla réznych weziéw otrzy-
maé znacznie rOznigce sie od siebie zaleznos$oi.

Wczesci pierwszej pracy rozwigzano szereg zadah charak-
terystycznych dla praktyki inzynierskiej (ptyty grzewcze
itp.). Wtej czedci ograniczono sie tylko do takich pro-
bleméw, ktore posiadajg rozwigzania analityczne <« (modele
wyidealizowane). Chodzito bowiem o mozliwos$¢ poréwnania
rozwigzania przyblizonego z rozwigzaniami S$cistymi i zwig-
zang z tym ocene doktadno$ci metody.

Przyktad 2

Przekrdj poprzeczny nieskohozenie diugiego preta stanowi
wycinek kota o promieniu r=1 i kgoie Srodkowym <P« Po-
wierzchnia preta r=1 znajduje sie w statej tempe. "rze

8=1, podczas gdy pozostate powierzchnie preta utir ymy-
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wane sg w temperaturze 0=0« ZnaleZ¢ rozktad temperatur w
preoie (rys. 9).

A/0,0120/
B/0,0150/

1,000

193 ,000
‘0,189~

»25S

Vo,251/ \
0147 1,000

— 107195
/o,189/

Rys, 9. Rozwigzanie przyktadu 2

Przedstawione zadanie posiada rozwigzanie analityczne,ktd-
re mozna uzyska¢ metodg odwzorowan. Funkcja spetniajgca
rownanie przewodnictYfa i spetniajgca zadane warunki na
brzegu obszaru daje sie przedstawi¢ w postaci skonczonej:

? r siin 4<P
®(r,«P) =9 arc tg ! - 2-m
& Lsiah.f4 In

Do rozwigzania zadania przyjeto symetryczny wycinek prze-
kroju preta o kacie rozwarcia ; na ktéry natlozono or-
togonalng siatke o réwnaniaoh:

* 2
X ~ J cos«P x - j cos4> X =T cos
y = Aj Sinep Yy - )%sin:P y =r sin
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ktére w rozpatrywanym wcinku wyznacza dwa wezty wewnetrz-
ne i 6 weztow brzegowych (jeden z nich jest weztem osobli-
wym z | warunkiem brzegowym).

Rownania warstwie ustalonego pola temperatur majg postaé:

X - § cos# X = § cos# X=r cos "
y=)}sin# y=)2/sin# y=rsinyTy

®=a0l+a-11dPra2lp2 ~=al02+al2">+a22"2 0=blO+bllr+b12r2+b13r3*

Wykorzystujgc warunki brzegowe na powierzchni #=0 mamy:

a0l " a02 * °*

Podobnie

b10 = O<

1l
o

Na powierzchni # = 8 mamy

czyli

all + 1 a21 “ 0

alz + f a22 = °*

Warunek na powierzchni r=1 prowadzi do rownania;

bl0 + b1l + bl1l2 = 1*
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Wykorzystujgc warunek ciggtosci funkcji w punktach

i B(ij"ge-) otrzymujemy:
_ R
J bll + 1 bl12 + 27 b13 11% 1 ' 16} 21

I bll + £ bl2 + §7 b13 “ TC al2 + 7 a22*

Réwnanie rézniczkowe:

az2# 13# 1 32#

+ — o
prowadzi do réwnah:
3 b1l + 4 b12 + 3 M3 + 18 a2l =0
4»5 bM + 4 b2 + 6 bM + 4,5 a22 =

przy ozym pierwsze z rownan dotyozy punktu A, a drugi
punktu B wewnatrz obszarufi*

Po rozwigzaniu przedstawionego wyzej ukiadu rownan otrzy-
muje sie réwnanie warstwio w postaci:

X = N 00s4>

y sin

<
1l

o
1

0,0743 & - 0,0947 &2
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X =j COS4
y = sini
e=1,3128i - 1,6723i 2

X « r oos °

y - X 3.iQ ~

0= 0,2370 r - 1,2980 r2 + 2,0610 r3.

Rozwigzanie przedstawiono na rysunku 9. W nawiasaoh poda-
no wartosci funkcji obliczone z rozwigzania analityczne-
go. Btad maksymalny rzedu 2$ jest pordwnywalny z doktad-
noscig obliczen (zaokraglenia wynikow posrednich, i danych
tablicowych

Przyktad 3

Znalez6 niestacjonarny rozktad temperatur w nieskonczonym
walcu o promieniu R=1, jezeli w chwili Z =0 temperatura
zredukowana w rozpatrywanym obszarze wynosita0j,. = 1, za$
przeptyw ciepta do otoczenia o temperaturze 0=0 okre-
S§lony jest wartoscig liozby Biota Bi = 0,5# W osi walca

Do rozwigzania zadania przyjeto metode warstwicowa z
wedrujgcym warunkiem poczatkowym. Problem rozwigzano dwu-
krotnie, przyjmujgo w pierwszej wer3ji interwat ozasu od-
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powiadajgcy zmianie liczby Fouriera AFo® = 0,50 a
drugiej AFo5 - 0,25»
de

Problem jest osiowo-symetryczny i m 0.
W obszarze walca (rys.10)
id przyjeto cztery wezlty w

kierunku zmiennej r odpo-
wiadajgce wspoétrzednym r=

=0, r ®aj R, r =| R, r »
= R (dwa Dbrzegowe i dwa
wewnetrzne ).
Opis warstwioowy rozktadu
temperatur w ohwili C-tg
. jest wiec wielomianem al-
Bi=0,5 . .
gebraicznym w postaci:
0=0 9(r)=a, + a,r + a,r" +
0, 1/3 213 1,0 + anr

Rys. 10. Dobdr weziéw i wa-
runki dla walca nieskonczo-
nego Wykorzystujac warunek

brzegowy dla r = O mamy:

czyli

®ir) = aQ + aZr2 + ay?3-
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= i interpolu-

Zmienno$¢ temperatury w weztach r
jemy liniowo:

0(Fo)| » 6 (Fo - AFo) + mAFo
ro=i
0(Fo) = 0(Fo —AFo0) 1 + nAFo
2 2
3 Ir =3
Warunki ciggtosci funkcji O(r,Fo) dla r =j i r %
sane sg rownaniami:
aQ+ § a2 + ~ a3 =0 (Fo - AFo) + mAFo
+ n AFo

a. + wa2 + ~ a™ =0(Fo - AFo)
Rdéwnanie rozniczkowe w postaoi:

19 99 1
a ? N

NTS r

N
+
prowadzi do warunkdw :

2a2 + 2a™ + 3(j a? + N an) =

2a2 + + |-Cj a2 + j a-j) = n,
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za§ z warunku brzegowego dla r = 1 many:

i
-an _2ap _ “ "N no N3G 1o

Eliminujac z uktadu rownahn niewiadome m in otrzymujemy
liniowy uktad rownan rzedu 3, w ktérym macierz gtéwna nie
zmienia sie w czasie, za$ wektor wyrazdw wolnyoh oblicza-
ny jest kazdorazowo na podstawie rozwigzan dla chwili
(Fo - AFo).

Wtabeli 1 zebrano warto$oi wspétczynnikdw i temperatury
w weztach obszaru dla Fo = 0,50 Foe [o#2], za$ w tabeli 2
te dame wielko$ci dla AFo = 0,25. Por6wnanie obu rozwig-
zah z rozwigzaniem analityoznym (temperatura W osi walca)
przedstawiono na rysunku 11.



Warto$oi wspdétczynnikdw wielomianéw 1 niestacjonarne pole
w przekroju walca przy AFo

Fo

Warto$oi wspo6tozynnikéw wielomianéw i

Fo

0,00

0,25

0,50

0,75

1,00

1,25

1,50

46

ao

0,7506

0,5315

0,3706

0,2680

ao

0,8760

0,7354

0,6072

0,4993

0,4095

0,3343

0,2757

0,2263

az2

a3

-0,1091 -0,0293

-0,1133

-0 ,0842

-0,0587

0,0050

0,0072

0,0052

D

-0,5243 -0

-0,4382 -0

-0,3152 -0

-0,2194 -0

,6122

,4232

,2936

,2038

=0,5

1,000

0,751

0,532

0,371

0,268

w przekroju walca przy A Fo = 0,25

-0,0899

-0,1412

-0,1339

-0,1126

-0,0917

-0,0768

-0,0634

-0,0524

a3

-0,0610
-0,0042
0,0089
0,0091
0,0070
0,0071
0,0059

P0051

m 1

-0 5424 -0
-0 5774 -0
-0 ,5080 -0
-0 4231 -0
-0 2838 -0
-0 ,2859 -0
-0 ,2359 -0

-0,1943 -0

, 7524

,5900

4804

,3958

,3268

2646

,2182

, 1790

to

1,000

0,876

0,735

0,607

0,499

0,410

0,334

0,276

0,226

*1

1,000

0,738

0,619

0,361

0,251

niestacjonarne pole

fcl

1,000

0,864

0,720

0,593

0,486

0,399

0,328

0,269

0,220

Tabela 1

temperatur

fc2 fc3

1,000 1,000

0,694 0,612

0,482 0,423

0,335 0,294

0,233 0,214

Tabela 2

temperatur

t2 3

1,000 1,000

0,819 0,725

0,671 0,590

0,551 0,482

0,552 0,396

0,370 0,325

0,304 0,265

0,249 0,218

0,204 0,189



Jak wida6é z przedstawionych, wykresow przypadku AFo = 0,25
uzyskano duzg zgodnos$¢ z rozwigzaniem analitycznym.. W "obu
przypadkach procedura jest zbiezna, za$ btgd metody wyni-
ka bezposSrednio z przyjetego interwatu czasu i ro$nie ze
zwiekszeniem liczby powtorzen (podobnie jak w wiekszosci
metod przyblizonego rozwigzywania réwnan rdézniczkowych.)*
Natomiast ilo$¢ weztow w kierunku zmiennej przestrzennej
w tym przypadku nie wplywa w sposéb widoczny na doktad-
nos¢ rozwigzania, poniewaz wielomian przyjetego stopnia
wystarczajgco doktadnie opisywal zmiane temperatury w kie-
runku promieniowym.

W metodach typu réznicowego istnieje prosty, a przy tym
uniwersalny sposdb oceny biedu metody, polegajacy na kil-
kakrotnym rozwigzaniu tego samego zadania na coraz ge-
§ciejszych siatkach. Wydaje sie, ze ten sposOb oszacowa-
nia btedu moze réwniez znalezé zastosowanie w przypadku
oceny doktadnos$ci metody warstwicowej.
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METODA WARSTWCOWA
NUMERYCZNEGO MODELOWANIA POLA TEMPERATUR
W CIALACH STALYCH (UOGOLNIENIE METODY)

Streszczenie

Podstawy teoretyczne modelowania warstwicowego pola tempe-
ratur przedstawione w pierwszej cze$ci praoy, uogdélniono-
na krzywoliniowe uktady wspdirzednych. Rozwigzano réwniez
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przyktady liczbowe ilustrujgce sposoéb wykorzystania uogdl-
nionego wariantu metody«

METOfl WCJIIHHOrO MOJLWIVIPOBAHMH TEKIIEPATYypHOrO EOJIH
B TBbhtJUiIX TEJIAX (.oCcmeHKe MeToxa)

Peanue

TeopeTimecKKe cchobu ueTOfla Mcje®HFOBaHHa TeMnepaTypHKX nonefi b tbh~p-
XHX Tejiax, npexcTaBJieHti B nepBOti HacTH Fa6oThi, ofiomeHO Ha KpuBOJiHHeiiHhie
CKCTesae koopshkst. ilpexcTaBJieHH Toace wHCjieHHHe npHMepbi Hcncab30BaH»a oC-
merc ueToxa k peEeHim 3axau TenjionpoBOSHcCTM»

A NEW NUMERICAL METHOD OF MODELING OF TEMPERATURE FIELD
IN SOLID BODIES (generalization of method}

Summary

Theoretical base of modeling of field temperature accor-
ding the method presented in the primary part of the ar-
ticle, is generalized on the arbitrary systems of coordi-
nates. There are also presented the numerical examples of
utilization of this generalized variant of method.
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