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PROBLEMY OPTYMALIZACJI OBIEGÓW KOLEJOWYCH POJAZDÓW TRAKCYJNYCH

Streszozenle. Artykuł omawia możliwośoi zastosowania nlektóryoh teorii 
matematyoznyoh przy opraoowywanlu zagadnień kolejowyoh. Zagadnienia or
ganizacji obsługi trakoyjnej mogą być rozpraoowywane na podstawie na- 
stępująoyoh teorii:
- programowania liniowego,
- metod sieolowyoh,
- teorii grafów.

1. Postawienie zadania

Służbowy rozkład Jazdy pociągów, przedstawiony w graficznej formie, u- 
stala c.ln. dla każdego pociągu ozas odjazdu ze staojl poozątkowej 1 czas 
przyjazdu do steoji końoowej. W oelu realizacji rozkładu Jazdy, polegają— 
oej na uruohomieniu w okreólonyoh terminach, odpowiednloh pooiągów niezbęd
na Jest pewna liczba pojazdów trakoyjnyoh praoująsyoh według z góry opra
cowanego planu na określonym terenie. Można powiedzieć, że obsługa trak- 
oyjna pooiągów Jest to zorganizowanie praoy pojazdów trakoyjnyoh mające 
na oelu terminowe przemieszczenie pooiągów. Zorganizowana obsługa trakcyj
na pooiągów przedstawiona Jest w postaci planu praoy pojazdów trakoyjnyoh 
oraz planu praoy drużyn trakoyjnyoh.

Plan praoy pojazdów trakoyjnyoh ustala porządek i kolejność przejść po
jazdów trakoyjnyoh z pooiągu na pooląg na staojaoh pooęątku 1 końou biegu 
pooiągów tworząc tzw. obieg pojazdów trakoyjnyoh.

Przy ustalaniu obiegów pojazdów trakoyjnyoh dąży się zawsze, aby do ob
sługi przy dzielony oh pooiągów użyta była możliwie najmniejsza liczba po
jazdów trakoyjnyoh. Zaprojektowanie obiegów wymaga, aby na każdej staojl 
poozątku i końou biegu przydzielonyoh do obsługi pooiągów llozby przyjaz
dów 1, odjazdów pooiągów były równej gdyby ten warunek nie był spełniony, 
można go spełnić przez dodanie minimalnej llozby jazd luzem pomiędzy odpo
wiednimi staojaml. Okazuje się również, że przez wprowadzenie dodatkowyoh 
zdawałoby się zbędnych jazd luzem, można w pewnyoh warunkaoh uzyskać ko
rzystniejsze obiegi pojazdów.
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2. Projektowanie obiegów pojazdów trakej.1n.ych jako problem przyporządko

wania (sposób macierzy przejść)
Ujęte w planie praoy pojazdy trakcyjne będą znajdowały się w ruchu lub 

na postoju. Czas ruohu równy Jest sunie czasów jazdy pojazdów z pooiągami 
i ustalonych jazd luzem

m
Tr = 21! *1 *

1-1

m - llozba poolągów.
Za ozas postoju pojazdów trakoyjnyoh przyjmuje się sumę ozasów przejść 
obliozonyoh jako różnica terminów odjazdu 1 przyjazdu kolejnego 1 poprzed
niego poolągu.

3-1

k - llozba przejśó.
Suma 1X 1 Tp Jest równa 24 godzinom lub jest Im wielokrotna. Oznaozmy 
przez n tą wielokrotność

+ T
» n ? (1)

Gdy n - 1, odpowiada to jednemu pojazdowi trakoyjnemu w jednodobowym oble-r 
gu, gdy n » 2 możliwy jest albo Jeden obieg dwudobowy, albo dwa zamknię
te obiegi jednodobowe itp.

Mająo na uwadze otrzymanie możliwie jak najmniejszej llozby pojazdów w 
planowanej obsłudze musimy dążyó do minlmalizaojl (Tj + Tp ), która może 
przyjmować różne wartośoi ponieważ Tr Jest wielkośolą stałą (dla danego 
rozkładu Jazdy), a Ip - zmienną} i dla m poolągów liozba teoretycznie mo- 
żliwyoh przejśó równa jest m2} należy wlęo zminimalizować Tp.

Zagadnienie ustalenia kolejnośol przejśó pojazdów trakoyjnyoh z pooią- 
gu na pooląg może byó przedstawione jako zagadnienie przydziału praoy.

Mamy pewien, przedstawiony na rys. 1, rozkład jazdy poolągów,który dla 
staoji A można rozpatrywać Jako ozęśoiowo uporządkowany £ R rejsów (par 
obsługiwanych pociągów) rŁ (1 - 1,2...u) powlązanyoh między sobą zależnoś
cią -5 (znak oznacza np., źe rejs rt poprzedza rj - x ± -i r j ).

Jako rejs pojazdu trakoyjnego rozumie się Jazdę jego z pociągiem z pew
nej staoji A, do innej staoji B, C lub D i Jego powrót do A. Na rys. 1 
je3t 11 rejsów: poolągi 1 1 2  stanowią pierwszy rejs, poolągi 3 i 4 - oru-
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gi itp. Każdy rejs r ̂ 6 R oharakteryzuje się czasem początkowym t^p ^oraz 
osasem końoowym , przy czym

t{p > <  t [ ]c) lub t^kł + T s (2)

gdzie T = 24 godz. dla dobowego oyklu rozkładu Jazdy.

Gdy rejs r± £ R poprzedza rejs rj £R (gdzie i = 1,2...,u),to pojazd trak
cyjny po wykonaniu rejsu rt może następnie wykonać rejs r^ tylko wtedy,
gdy

t^k V+ E + dŁJ = t*p) j (3)

gdzie E — niezbędny minimalny czas na operacje teobniozne związane z
przejśolem s r, na r.j d.. - czas oozekiwanla po wykonaniu rejsu r. aai j ij («y irejs bez ozasu na operacje teohnlozne rj, dij >  Oj - ozas poozątku
rejsu rj ,€ R.
Zależność -3 posiada właśolwośoi przechodnoścl, tzn. gdy

rŁ _3 r^ dla li  ̂J i r^ -3 r^ dla J ^ k to rt -3 r̂ , 

oraz właśoiwośoi asymetrii, tzn. gdy

ri -5 rj t0 *j “* V
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Teraz zadanie sprowadza się do takiej formy,że należy znaieżó taką kom- 
binaoję przyporządkowań rejsów rŁ € R, aby sutna ozasów oozeklwania w punk
tach przejśó była minimalna:

S  di,P(i) min *
r]TR

gdzie i = 1,2,...,nj p1t p2,...,pn - permutaoja lub 1,2,...,n.
Minimalną sumę czasów oczekiwań (lub ozasów przejśó - na Jedno wyoho- 

dzl) można znaieżó formułując zadanie Jako problem rozmieszczenia (przy
działu) m pojazdów trakoyjnyoh od m pociągów przejeżdżających do m pocią
gów odjeżdżająoyoh, ożyli Jako problem przydziału praoy. Przejścia pojaz
dów z pociągu na pooląg mogą byó przedstawione w postaoi maoierzy (rys.2) 
Przewiduje się więc moźliwośó przejśó pojazdu trakcyjnego od każdego po-
oiągu na każdy inny pooląg i dlatego maolerz przejóó Jest maoierzą kwa
dratową. Czas przejśoia pojazdu trakcyjnego od Jednego pooiągu, wiersz 1,

na drugi pooiąg, kolumna J, wynosi i
znajduje się w oczku (i, J) maoierzy i Jest
obliozony Jako

Clj

Przy czym musi byó 5  E, gdyż inaczej 
przyporządkowanie Jest niemożliwe.

Rozpatrzmy macierz przejśó pojazdów trak
oyjnyoh: każdemu przyjazdowi można przypo
rządkowań tylko Jeden odjazd, tak samo Jak 
każdemu odjazdowi tylko Jeden przyjazd. To 
przyporządkowanie może byó wyrażone wiel
kością XŁj, przy czym i,J = 1,2,...,mj Xij|=
= 1 oznacza istnlejąoe przyporządkowanie, 

XiJ “ 0 “ nie lstni03ąoe oraz, że

m m

S X U " 1 *  2 X i J = 1 *  ( 6 )1=1 J=1

Za macierz kosztów przejścia od pooiągu na pooiąg przyjmiemy macierz 
C = CCijl Uczoną i sprawdzoną wg (5) dla 1,J = 1,2,...,m.

i 2 • • j • m

i

z

•
•
L

•
m

Rys. 2. Schemat przejśó po
jazdów trakoyjnyoh przed

stawiony na macierzy
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Najmniejszą liczbę potrzebnyoh do obsługi pojazdów otrzymamy, gdy

m m
S  S  C1 3 xij = min i 7 )1-1 J=1

1 suma ozasów w (1) będzie najmniejsza
Wstępne łąozenle pociągów w pary, jak to było zrobione dla przykładu z 

rys. 1, nie zawsze jest oczywiste. W tym przypadku przyporządkowujemy od
jazdy 1 przyjazdy pooiągów nie na jednej staoji, lecz na wszystkloh sta- 
ojaob, sporządzająo maoierz przejóó dla wszystkloh pooiągów.

W oelu znalezienia minimum funkoji (7) można posłużyó się różnymi al
gorytmami:
- algorytm proponowany przez G. Potthoffa £4.3

- algorytm węgierski [73
- algorytm Forda - Fulkersona £l3»
Postępowanie zaproponowane przez G. Potthoffa Jest łatwa 1 zrozumiałe,na
daje się do ręoznego sposobu przyporządkowania. Algorytm węgierski Jest 
bardziej praoochłonny. Możliwości ręoznego rozwiązywania są jednak ogra
niczone ze względu na ozasoohłonnośó, która znaoznle wzrasta przy lioz- 
baoh 50 - 60 pociągów, nie mówląo już o większyoh potrzebach. Aby pokonaó 
tą trudnośó, można zastosowaó komputer.

Program na komputer oparty o algorytm Forda - Fulkersona daje szybko i 
sprawnie wszystkie możliwości rozwiązania. Wszystkie są one równoważne 00 

do uzyskiwanej liozby nlezbędnyoh do obsługi pojazdów trakoyjnyoh, leoz 
nie wszystkie mają jednakowe liczby jazd luzem oraz nie wszystkie są do
godne dla drużyn trakoyjnyoh. Należy więo zastosowaó Jeszoze dodatkowe 
kryteria umożliwiające wybór optymalnego rozwiązania obiegu pojazdów trak
oyjnyoh.

3. Zastosowanie grafów przy projektowaniu planu praoy po.lazdów trakoy ¡- 
nyoh

3.1. Metoda maolerzy łuków
Pociągi, dla których organizujemy obsługę trakoyjną, mogą byó przed

stawione na płaszczyźnie Jako rozrzucone i ponumerowane punkty. Korzysta
jąc z, danego do zorganizowania obsługi trakcyjnej, rozkładu Jazdy pooią
gów możemy wyrysowaó wszystkie możliwe połączenia (przejśola) pomiędzy po
ciągami łącząo odoinkaml opatrzonymi strzałką odpowiednie punkty. Uzyska
my graf liniowy zorientowany G - £n } Aj składająey się ze zbioru N ele
mentów x,y.... {pooiągów ) oraz podzbioru A par uporządkowanych (x,y) (par 
pooiągów) elementów ze zbioru N. Zbiór N jest zbiorem skońozonym.
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W grafie tym pooiągi, będąoe elementami zbioru N, będziemy nazywali węzła
mi, a połąozenla pociągów będąoe elementami podzbioru A - łukami.Ze wzglę
du na to, że graf rysujemy dla jednej doby, wszystkie łuki są postaoi (x, 
y), gdzie i|iy 1 nie dopuszoza się Istnienia łuków wielokrotnych łąozą- 
oyoh węzły x 1 y ze względu na to, że x -3 y Crys. 3).

Rys. 3. Przykład grafu przejśó pojazdów trakoyjnyoh z pooiągu na pooląg

Dla sieoi [N,Aj można utworzyó w na
stępujący sposób macierz łuków. Wypisu
jemy pionowo węzły x sieoi (poolągi prze
jeżdżające), a poziomo węzły y sieci (po- 
oiągi odjeżdżająoe). Następnie w oozka 
macierzy odpowladająoe odpowiednim łukom 
( x, y) wpisujemy 1-4cl, a w pozostałyoh 
oczkach - zera Club nio nie piszemy).

Graf z rys. 3 ma następującą maolerz 
łuków (rys. 4). Jedynki w maoierzy ozna
czają teehnologioznie możliwe przejóoia z 
pooiągu na pooląg w dobie.

Postawione przed nami zadanie wymaga 
zorganizowania obsługi trakcyjnej tak, a- 
by liozba zatrudnionyoh pojazdów trakoyj
nyoh była minimalna.

Z twierdzenia Dilwortha wynika, że najmniejsza liozba potrzebnyoh Jed
nostek Jest równa największej liozbie zadań, z któryoh żadne dwa nie mogą
byó wykonane przez tę samą Jednostkę £V|*

a b c d e f Q b i j
0 4 4 -i 4 4 4 4 4
b 4 4 4 4 4 4 4
c i 4 4 4 4 4 4
d 4 4 4 4
e 4 4 4 4
f 4 4 4
Q 4 4
h 4 4
L 4
j

Rys. 4. Maolerz łuków
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W naszym przypadku Jednostkami tymi będą pojazdy trakoyjne, a zadania
mi poolągi, żadne dwa, z których nie mogą byó obsłużone przez ten sam po
jazd trakcyjny w danej dobie. A wlęo, aby ustalló najmniejszą liczbę po-
trzebnyoh pojazdów trakcyjnyoh, znajdziemy największą liczbę pooiągów, z 
których żadne dwa nie mogą byó obsługiwane przez ten sam pojazd w danej 
deble 1 nazwiemy Je szczytem pociągowym danego rozkładu Jazdy. Uzyskuje 
się to przez wyznaczenie maksymalnego niezależnego zbioru oczek dopusz
czalnych (oznaczonych 1-kami) Algorytm postępowania podany Jest przez For
da 1 Fulkersona [i]. Teraz,gdy znamy wielkość szozytu pooiągowego oraz mi
nimalną liczbę niezbędnych pojazdów trakcyjnyoh, należy znaleźć kolejność 
ioh przejść z pooiągu na pociąg. W tym oelu musimy przekształoló naszą 
macierz tak, aby numery wierszy zaozynały się od numerów pociągów tworzą- 
oyoh szozyt, a numery kolumn - od numerów pooiągów następująoyoh tuż po 
szczyole (rys. 5 W maoierzy znów oznaozamy 1-kami oozka dopuszczalne, z 
tym» że aby zaohować w obiegu minimalną liczbę pojazdów trakoyjnyoh nie
mogą istnleó przejścia z pooiągów znajdująoyoh się przed szozytem, na po
ciągi występujące po szozyole. Wszystkie Inne połąozenla mogą byó zreali
zowane.

Szukająo następnie przejść z pooiągu 
na pooiąg korzystamy z tzw. reguły soho- 
dów, z tym, że pierwszeństwo mają przy
działy,w wierszaoh i kolumnach, których 
Jest tylko Jedno miejsce dopuszozalne: 
dajemy najpierw też przydziały dla oozek 
dopuszozalnych dotyoząoyoh przejść na 
jednej 1 tej samej staojl.

W przedstawionej metodzie zaistniałe 
pojedyncze Jazdy luzem są obowiązkowe 
bez względu na koszt.

Może zaistnieć taki (przypadek, że pó 
redukoji maoierzy, podczas ustalenia 
przejść, pozostaną tylko wyłąoznle oo"ka 
dopuszozalne przewidująoe przejśola z 
Jazdą luzem. W tym przypadku w oczka do
puszozalne należy wstawić wlelkośoi po

szczególnych ozasów przejść 1 rozwiązywać zagadnienie sposobem macierzy 
przejść.

Przedstawiony sposób optymalizuje wlęo obiegi pojazdów pod względem 
Jazd luzem pojazdów trakcyjnych w trakcie przejścia z pooiągu na pooląg.

j a b c d e f 9 h
4 4 ( 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 ( 4 4 4 4
4 4 4 ( 4 4 4 4

( 4 4 4 4 4
( 4 4 4 4
4 4 4 4 4

4 4 4
4 4

4

Rys. 5 . Przekształcona macierz 
łuków

3.2. Metoda poszukiwania potoku optymalnego na grafie obiegu
Przedstawiony grafioznle rozkład ruchu pooiągów, dla których organizu

jemy obsługę trakoyjną, można łatwo przekształcić w zorientowany graf li
niowy przekształcając linie ruohu pooiągów w łukl "pooiągowe", postoje w
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łukl "postojowe" oraz dodając dla każdej staoji łuk powrotny łąoząoy punk
ty godz, 24- z godz. 0 (rys.6). Otrzymany w ten sposób graf można sobie wy
obrazić jako wyrysowany na oyllndrze, na którym godziny nie grają żadnej

Rys, 6. Przykład grafu obiegu pojazdów trakcyjnych

roli, a tylko kolejność następstwa wibrzohołków ma znaczenie. Dla każdego 
luku można przyporządkować pewne nieujemne liczby rzeczywiste określają
ce przepustowość luku określoną dolną i górną granioą. W naszym przypad
ku

dolna granica górna granica
łuk pociągowy 1 1

łuk postojowy 0 + oo
Tak określona przepustowość łuku pooiągowego oznaoza, że do pooiągu bę
dzie przydzielony tylko jeden pojazd trakoyjny, a przepustowość łuku po
oiągowego, że liozba pojazdów trakoyjnyoh wyznaczonych do postoju będzie 
zawierała się w przedziale od 0 do oo .

W ten sposób każdy pooiąg będzie miał przydzielony jeden i tylko jeden 
pojazd trakoyjny oraz w każdej chwili liozba pojazdów trakoyjnyoh stacjo
nujących na każdej staoji będzie nie ujemna.

Analizująo tak zbudowany graf, dojdziemy do wniosku, że Jest on niewy
starczający: w przypadku nierównej liczby przyjazdowi odjazdów na poszcze
gólnych staojaoh istnieje potrzena luzem oraz czasami te jazdy luzem są 
wskazane, gdyż Jak to było Już wspomniane, powodują one oszozędnośoi w 
liczbie zatrudnionych pojazdów trakoyjnyoh.

Trzeba więo w teorii przewidzieć wyjśole z każdego wierzchołka jako łu- 
ki przebiegów luzem pojazdów trakoyjnyoh z przeznaozeniem do wszystkich 
innych staoji.



Problemy optymalizaojl obiegów kolejowych pojazdów trakoyjnyoh._________99

Graf Jest teraz na tyle skomplikowany, że rozwiązanie zagadnienia usta
lenia obiegów pojazdów trakoyjnyoh będzie bardzo praooohłonne.

W programie na komputer można to rozwlązaó tak, że w pamięci zachowuje 
się godziny skojarzone z różnymi wierzohołkami {grzbietamii grafu oraz 
ozasy przebiegów luzem od staoji do staojl 1 w przypadkach konleoznyoh, 
buduje się łuki przebiegów luzem.

Następnie sprowadzamy zagadnienie na płaszczyznę ekonomiczną przypo
rządkowując każdemu łukowi odpowiedni koszt. Ogólnie można uważaó, że 
koszt całkowity związany z obiegiem pojazdów trakoyjnyoh składa się z 
dwóoh ozęśoi:
a) ezęśoi proporojonalnej do liozby zatrudnionych pojazdów trakoyjnyoh, 

tzn. do liozby pojazdodóbj 
tr) ozęści proporcjonalnej do liozby kilometrów przebiegów wykonanych 

przez te pojazdy trakoyjne.
Aby ustalió obiegi składów program z powodzeniem można oprzeó na algoryt
mie Forda - Fulkersona [13. Problem stanowi tu jednak kwestia ustalenia 
dostatecznie prawldłowyoh kosztów.

Przedstawione sposoby projektowania obsługi trakcyjnej umożliwiają 
szybko 1 dokładnie ustalió liozby niezbędnych pojazdów trakoyjnyoh oraz 
ich obiegi, lecz nie uwzględniają możliwośoi zaistnienia opóźnień pocią
gów.

4 . Opóźnienia poolągów 1 loh wpływ na praoe pojazdów trakcyjnych
Jakkolwiek dotrzymywanie rozkładu Jazdy pooiągów jest Jedną z najważ

niejszych zasad na PKP, błoby Jednak rzeozą wręoz nierealną, gdybyśmy w 
praktyoznym działaniu wychodzili z założenia, że opóźnienia poolągów nie 
występują i na tym twierdzeniu oparli zasady mające na oelu poprawną orga- 
nizaoję i realizaoję obsługi trakoyjnej.Opóźnienia pooiągów są rzeczą jak 
najbardziej realną. Choąo znaó ioh wpływ na realizację obsługi trakoyjnej 
musimy przede wszystkim poddaó dokładnej analizie opóźnienia poolągów o- 
raz zbadaó ioh przyozyny. Przy eksploatacji parowozów w ruohu towarowym 
większa ozęźó końoowyoh opóźnień pociągów nie przenosi się na następne po
ciągi przez skrócenie faktycznego postoju parowozu w lokomotywowni. Dzię
ki temu stosunek opóźnienia przekazania do ruohu do opóźnienia zwrotu do 
lokomotywowni przy oiągłej pracy lokomotywy np. na DR wynosił 1 : 4 [5]. 
Przez wprowadzenie nowyoh rodzajów trakoji, tj. trakoji spalinowej i e- 
lektryoznej z ioh znaoznle większym zasięgiem działania, a mniejszym na
kładem ozasu niezbędnym na ozynnoźoi techniczne, możliwym się stało prze
dłużenie czasu praoy pojazdu trakoyjnego z 12 - 14 godzin (przy parowo- 
zaoh) od 17 - 19 godzin (przy łokomotywaoh spalinowych 1 elektrycznych i 
na dobę.

Również w teohnologli praoy pojazdów trakoyjnyoh daje się zauważyó w 
ostatnloh latach nowy kierunek, który umożliwia maksymalne wykorzystanie
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potenojału parku pojazdów trakoyjnyoh. Należy tu przede wszystkim wymie
nić stosowanie przedstawionych metod matematycznych przy planowaniu pracy 
pojazdów trakoyjnych, PERT przy naprawaoh, Jak również znajdującą się Je
szcze w stadium badań regulaoję praoy pojazdów trakoyjnych przy pomooy 
EPD.

Wyatępująoa tendanoja obniżenia czasów postojów trakoyjnych pojazdów 
wymaga dużej punktualności w kursowaniu pooiągów. Wspomniany Już stosunek 
opóźnień przekazania do zwrotu przy trakcji spalinowej 1 elektryoznej pra- 
oująoej wg optymalnie ukształtowanych turnusów wynosi Już 1 : 2 1  może tu 
Już dojść do poważnego zagrożenia reallzaoji zaplanowanego obiegu pojaz
dów trakcyjnych [5 ].

W procesie optymalizacji obiegów pojazdów szynowyoh konleoznle wlęo 
trzeba uwzględnić zagadnienie zawodnego (z opóźnieniami) kursowania poolą- 
gów. Należy znaleźć taką metodę, która pozwoli opraoować plany praoy po
jazdów trakoyjnyoh najmniej "wrażliwe" na zakłóoenla występująoe w syste
mie sieci kolejowej.
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nPOEJIEMA OIITH MAJIbHOrP nOCTPOEIWH I1JIAHOB PA EOT 11 JIOKDMOTKBOB 

P e 3 b m e

B CTaTbe npexcTasJieHH bobmokhocth peraeHna HeaoTepHx: *eae3HOxopoKHHX bo- 
npoooB MaTeMaTHBecKBMB Merosauii, Taic sonpoc opraHwaaiiBB njiauoB padoTbt jio- 
komotbbob MOKeT ÔHTb pemëH npM nouonjB cnesymmBX TeopBits
- aiiHeflBoro nporpaiampoBaHBH,
- TpaKcnopTHHX ceTefl,
- TeopBB rpa$0B.

THE PROBLEMS OF TRACTION UNITS WORK OPTIMALISATION 

S u m m a r y

The purpose of this papar is to give details of the prooess whloh hasi 
been developed for diagramming and restoring, to lndioate Its derivation, 
and to indicate that the fundamental problems Involved are lnfluenoe by 
many other stages of traffio planning. Some brief mathematical notes have 
been Included, but no formal proofs were given. The prooesses described 
have been developed for railway use. The fundamental ideas of this solu
tion oan be found In one or more of the following theories:
- linear programming
- flows In networks
- the theory of graphs.


