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ZASTOSOWANIE QUASIORTOGONALNYCH WSPÓŁRZĘDNYCH 
DO OBLICZEŃ PRZEPŁYWU W WIEŃCACH SPRĘŻAJĄCYCH 
O PRZESTRZENNIE UKSZTAŁTOWANYCH KANAŁACH MIĘDZYŁOPATKOWYCH

S t r e s z o z e n i e .  P raoa stanowi d a ls z e  r o z w in ię o ie  metody o b l ic z e ń  ą u a s i -  
Łrójwymłarowego przepływu płynu n ie le p k ie g o  przez  p rz e s t r z e n n e  kanały  
między łopatkowe sp ręża jąoyoh  k ó ł  wirnikowyoh, p rze d s taw io n e j  we woześ- 
n i e j s z e j  p u b l ik a o j i  a u to ra  [J5j .

W ce lu  uzyskan ia  w iększe j  dok ładnośo i  i  szybkośoi o b l lo z eń  z a s t ą p io 
no o r togona lne  w p r z e k ro ju  merydionalnym w irn ik a  tzw . ęu a s io r to g o n a ln y  
mi [ 3 ] .  S tw arza to  w e fe k o le  możliwość wyeliminowania dodatkowych prao 
wykreślnyoh między ko le jnym i i t e r a c j a m i  o raz  powiązania programów o b l i -  
ozeń pierwszego 1 d rug iego  p r z y b l i ż e n i a  dwuwymiarowego przepływu w Jed
ną c a ł o ś ć .

1. Wstęp

W praoy [5] równania równowagi przepływu uwzględnionego w p rz e k ro ju  me- 
rydlonalnym wieńoa sp ręź a ją o eg o  przedstaw iono  w u k ła d z ie  tzw . w sp ó łrzę d -  
nyoh n a tu ra ln y o h ,  w którym jedna  z o s i  m by ła  s tyozna  do l i n i i  prądu w 
badanym pu n k c ie ,  a p o z o s ta łe  ( n ,$ )  by ły  do n i e j  p ro s to p a d łe  ( r y s .  1 ) .

Wprowadzało to  t ę  n iedogodność ,  że o r togonalne  do l i n i i  prądu zm ienia
ły  po każde j  i t e r a o j i  swój k s z t a ł t  i  d ługość  co w iąza ło  s i ę  z k o n le cz n o ś -  
o ią  prowadzenia dodatkowyoh prao w ykreślnych między ko le jnym i p r z y b l i ż e 
niami i  ponownego wprowadzania uzyskanych s tą d  danyoh do maszyny.

W n i n i e j s z e j  praoy zastosowano za Katsanlsem [3] w z a s tę p s tw ie  o r to g o -  
nalnyoh sz e re g  l i n i i  p ro s ty o h  naohylonyoh do l i n i i  prądu pod kątem r ó ż 
nym od normalnego i  p rz e b ie g a ją c y c h  od p i a s t y  do osłony zew nętrzne j ( r y s .
1 ) .

P ro s te  te  zwane w dalszym c iągu  ęuas lo r togona lnym i n ie  zm ie n ia ją  swego 
k ierunku  o raz  d łu g o ś c i  w p ro c e s ie  ko le jnyoh  p rz y b l i ż e ń  co umożliwia opra
cowania programu o b l lo z eń  zapewniającego uzyskiwanie o s ta te o zn y o h  wyników 
ro zk ła d u  p rę d k o śc i  i  o l ś n i e ń  po Jednorazowym wprowadzeniu danyoh do EMC. 
Umożliwia to  zarazem po trak tow an ie  programu o b llo z eń  oslowosymetrycznego 
p r z y b l i ż e n i a  przepływu oraz  w kana łach  międzyłopatkowych jako  o a ł o ś o i .

Równania równowagi przepływu zawarte w pracy [3] wyprowadzone z o s ta ł y  
d la  promieniowego wieńoa wirnikowego o ś c i ś l e  promieniowym p rzeb iegu  ło 
p a te k .
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W n i n i e j s z e j  praoy posłużono s ię  ęuasltrójwymlarowym p rzyb l iżen iem  
przepływu d la  b a r d z ie j  ogólnego przypadku wleóoa sp rę ż a ją c e g o  z uwzględ
nieniem  p rz e s t rz e n n e g o  u k sz ta ł to w a n ia  ł o p a t e k .  W od ró żn ie n iu  od K a ts a n isa  
[ 3]  wprowadzono ponadto p o ję o le  masowej s i ł y  łopa tkow ej (2] .

Rys. 1 .  O uas lo rtogona lne  q l  współrzędne n a tu ra ln e  n ,n  w p rz e k ro ju  merydlo 
nalnym kana łu  mlędzyłopatkowego

2 .  Równania przepływu w p rz e k ro ju  merydlonalnym

Równania równowagi przepływu lzentropowego w u k ła d z ie  współrzędnyoh. w£- 
r u jąo y o b  wraz z łopa tkam i ze s t a ł ą  prędkoóo lą  kątową co ( r y s .  2 ) mają po
s t a ć  [2]  5

}  m  " Fz "  J T ' i 1 ł

. dw w2*  „
e a f  “ Fr  ~ + ~ + <0 r  + 2(0 ŵ , (2 )

%  " 5 T  - - * 7 ^ - 2 »  " r  * (3 )

Mnożąo obie s t ro n y  równań ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  (3 i odpowiednio p rze z  " z ” » wr  “
. r d .

.  f i  aodająo  s tronam i otrzymujemy przy uw zględnien iu  wzajem-
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nej o r to g o n a ln o śo l  wektorów s i ł y  ma sowę J F 1 p rę d k o śc i  w, równanie e n e r 
g i i  w p o s ta o i

C a łku jąc  o s t a t n i e  równanie 
wzdłuż l i n i i  prądu pooząwszy 
od kraw ędzi wlotowej o ra z  p a -  
m lę ta jąo  o z a le ż n o śo la o h :  o ■ 
-  "ia> 04 » c o . r  + w^ o ra z  0^ -

2 2 2 = w + 2oc r o ^  -  05 r  , otrzymu
jemy ró w n a n l i  b i l a n s u  e n e r g i i  
przepływu względnego w u k ła 
dz ie  wlrująoym

i  -  ho 1 - o o r 1 0̂  +

(5 )

J e ż e l i  o d le g ło ś ć  m ierzoną wzdłuż ę u a s io r to g o n a ln e j  oznaozymy p rze z  q ,  t o  
g ra d ie n t  o l ś n i e n i a  w k ie ru n k u  t e j  o s i  można wyznaczyć z z a le ż n o ś c i

Z t ró jk ą tó w  p rę d k o śo l  w ynikają  z a le ż n o ś o l

w_ -  w - s l n 6 r  m
C7)

■B = %  • o os6*

Pochodna p rę d k o śo l  w^ 1 wz względem ozasu t  d la  u s ta lo n e g o  przepływu

Bys. 2 .  Osiowosymetryozna pow ierzohnia  
prądu

dw dw aft
FF~ “ J F "  0036 “  "m 3 ln6  3F » (9 )
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Rys. 3 .  S i ły  d z la ła ją o e  na łopatkę wirnika  

Ponadto pomiędzy e l ła n i  łopatkowymi ( r y s .  3 )  występują za leż n o śo i

Fz “ r*  • t g  ^o

Fr “ • t g  *
( 1 2 )

S i łę  obwodową F  ̂ wyznaozamy z równania ( 3 ) ,  które przy z a ło że n iu ,ż e  prze
pływ j e s t  osiowosymetryozny przyjmie p ostać

dwA w , , i

gd zie

wówozas

p a$, ” " a r Ł +  J & r i  +  2 6 5  •  * r  *  i 1 3 i

dw. dwA dw>.
« r *  -  t ł  • f t  ■ • .  • J -  ■ « * '

Kąt g>0 J est to  kąt łopatkowy uzyskany w p rzeo ięo lu  oylindryozhym i  o b l i -  
ozany j e s t  z z a le ż n o śo i [5 ] :  tg(J> -  tg  ¡2>0 .o o s 6  + t g  6 .  s in S .  Wprowa-
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dzamy równania ( 1 ) ,  (2 )  o raz  z a le ż n o ś c i  ( 8 ) ,  ( 9 ) ,  ( 1 0 ) ,  (1 1 ) ,  (12)  i  (15 )  
do równania (6 )  i  otrzymujemy

,  w r, T  o  i  i  " A  +  c o r ) 2  dw

 ̂ = LW*n 0096 * ^  + -----5 3F - % 3lnS +

+  t S  6  ( " i n  c T m ^  +  "  " r  ~  +  2 w " x  5]  H  “  ( 1 6  )

~ 5 ? + "i 4 - Ł +  2wwr ) - S r \ ooad - wm2 3 ln6 5 ^ ]  i f  *

W o e lu  wyeliminowania z o s ta tn ie g o  równania g r a d ie n tu  c i ś n i e n i a  1/g .  | £ ,  
równanie e n e r g i i  (5 ) różn iczkujem y w k ierunku  g u a s io r to g o n a ln e j  gs

i  wprowadzamy do równania (16)»
Owzględniająo ponad to ,  że d r /d q  = oos<fl , = s l n ^  oraz

w„ = w oosg> m

w = w sing> (18)

b w .  oos(Ł • sin(?> ,

otrzymujemy o s ta te o z n ą  po s ta ó  równania równowagi przepływu względnego w 

k ie ru n k u  q,

| |  „ _  „ [ 2 S |l Ł  (oos6 cosfl + s ln 6  s in  <J ) + .aln2g> ; ? ? ?  +

+ (tg  6 oos<J -  tg  £>0 sin  <J ) o o sg .^ --1” ^  + | ^  sin  £ ) +

+ (oosś  . o i n ^  -  sinS  . oos <J )oosg> | g  oos(Ł J -  (19)

-  2co s in ( ł  oos<fl -  ( t g S  oos-J -  t g  (i0 s in  )(oos(Ł sin(2> + 2cooos(?> s i n 6  ) -

-  (oosft sin<J -  sin6 oos ) cos2[2> .
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Zmienne za leżne  od k s z t a ł t u  geometrycznego kana łu  wirnikowego zgrupowane 
przy w i  Jako wyraz wolny oznaczono dwoma parametrami P i  Q i  otrzymano 
za le żn o ść

J e ż e l i  dowolne p r o s te  q zastąp im y z k o l e i  ortogonalnym i do l i n i i  prądu n ,  
wówczas ką t  'J ( r y s .  2 )  będz ie  odpowiadał kątowi £> i  równanie ( 1 9 ) p rzy j
mie p o s ta ć  równania (35) wyprowadzonego w pracy [ 5J •

3» Równanie o lą g ło ó o l

N ie z a le ż n ie  od równania równowagi przepływu w k ie runku  q (19 )  powinno 
być rów nież  sp e łn io n e  równanie o i ą g ł o ś o i .  N atężen ie  p rzep ływ ającego  czyn
nika p rze z  powlerzohnię stożkową o tw orząoej  q powinno być równe n a tę ż e 
n iu  założonemu w danyoh poozątkowych.

S tosownie do rysunku 1 równanie o i ą g ło ś o i  ma p o s ta ć

gdzie  t,^ s tanow i grubość p r o f i l u  ł o p a t k i  mierzoną w k ie runku  obwodowym.

4 ,  Metoda ro zw ią zan ia

W p ie rw sz e j  k o le jn o ś o i  wyznaoza s i ę  numerycznie w ie lk o śo i  6 , [J> , r ^ ,
6 .  j j j’ sin(2>, oosjŁ i  w ystępująoe w równaniu ( 1 9 ) .  W tym c e lu  należy  
w stępn ie  w y k re ś l ić  ą u a s io r to g o n a ln e  w p rz e k ro ju  merydionalnym w i r n ik a ,  
wzdłuż k tó ry ch  wyznaozone będą n a s tę p n ie  r a d i e n ty  p ręd k o śo i  po p r z y b l i ż o 
nym o k r e ś le n iu  ro zk ła d u  l i n i i  p rąd u .  Początkowy r o z k ła d  l i n i i  prądu wyzna- 
ozamy d z i e lą c  ą u a s io r to g o n a ln e  na równą l io z b ę  odcinków. S tosownie do do-  
śwladozeń uzyskanych w pracy [5]  krzywiznę l i n i i  prądu na leży  wyznaczyć 
s to s u ją c  metodę na jm n ie jszyoh  kwadratów. Do wyznaczenia pierwszyoh poohod- 
nyoh rekomenduje s i ę  sprawdzoną metodę [ 5]  "cubio s p l i n e  f i t "  M • 
Następnym krokiem J e s t  numeryczne oałkowanie równania ( 1 9 ) ,  k tó re  ma po
s ta ć  ogólną

(2 0  )

m = Z .  /  ę  ♦ w .  oos cos ( d - ^ ) ( - " ~  -  t ,^) dq ,
■b

( 2 1 )

= f  („,<!> . ( 2 2 )
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Funkoja f  J es t znana Jedynie d la  skońozonej llo z b y  w artośo l q . Przyjmująo 
w artośol p rędkości w zględnej przy p la ś o le ,  rozkład  prędkośol wzdłuż l i n i i  
quaslortogonalnyoh wyznaozamy w p rzy b liżen iu  z z a leż n o śo l

Wi(k + 1 )  “ " lk  + ^ ' l k  A ,lk  » i2 3 ł

gdzie wskaźnik i  eznaoza numer q u asiortogon aln eJ , k numer l l n l l  prądu, a 
A^ifc o d le g ło ś o l między są sied n im i lin ia m i prądu, mierzone wzdłuż o s i  q . 
O b llozen la  przeprowadza s ię  p rzyb liżon ą metodą Rungego Kutty [ 1]  d ostoso 
waną do p rzy ję tego  modelu przepływu w praoy [ 5] •

5 .  Ouaaltrś.lw.yalarowe p rzy b liż en ie  przepływu

Rozkład l l n l l  prądu wyzoaozony w wyniku o b llozeń  oslowosym etryoznego  
p r zy b liż en ia  przepływu determ inuje obrotowe powlerzohnle prądu,na ktćryoh  
przeprowadza s i ę  z k o le i  a n a lizę  przepływu w kanałach mlędzyłopatkowyohj 
zgodnie z metodą podaną w praoy [6 ] .  Wyniki obllozelń pierwszego p r z y b liż e 
n ia  dwuwymiarowego przepływu stanow ią zarazem dane d la  o b llo zeń  drugiego  
p rzy b liż e n ia  przepływu z pomlnlęolem Jaklohkolwlek prao wykreślnyoh pomię
dzy kolejnym i p rzy b liżen ia m i.

W e fe k o le  po Jednorazowym wprowadzeniu danyoh wejśolowyoh do maszyny- 
oyfrowej określaJąoyoh geom etrię wleńoa w irnikowego, parametry termodyna- 
mlozne ozynnlka w przekroju wlotowym oraz n a tężen ie  przepływu, można u zy -  
skaś rozk łady prędkośol 1 o lśn ie ń  w kanałaoh mlędzyłopatkowyoh 1 wzdłuż 
powlerzohnl łop atek  z dowolną, założoną dok ład nośolą .

Uzyskane w yniki mogą w dalszym olągu byś wykorzystane do o b llo zeń  na
stępnego p rzy b liż en ia  przepływu w przekroju merydionalnym, a te  z k o le i  
do ponownyoh o b llo zeń  rozkładu prędkośol i  o lśn ie ń  w kierunku obwodowym. 
Powtarzająo k o lejn o  oa ły  o y k l o b llo zeń  można uzyskaś pełną zgodność wyni
ków o b llo zeń  p ierw szego 1 drugiego p rzy b liżen ia  dwuwymiarowego przepływu.

6 .  W nioski

Z a stą p ien ie  l l n l l  ortogonalnyoh w przekroju merydionalnym wirnika, 
p rzez  tzw . l i n i e  quasiortogonaln e umożliwia zin tegrow anie programu o b l l 
ozeń oslowosym etryoznego p rzy b liż en ia  przepływu 1 rozkłada prędkośol 1 
o lśn ie ń  w kanałaoh m lędzyłopatkowyoh. Przez wyeliminowanie żmudnyoh, bo 
wymagająoyoh dużej p r e o y z j i,  prao wykreślnyoh między kolejnym i p rzy b liż e 
niam i uzyskuje s ię  m ożliwość w ielokrotn ego  skrćoen la  ozasu o b llo zeń  przy 
rćwnoozesnym wielokrotnym  zw iększeniu  lo h  d ok ład n ośc i. Pełne zautomatyzo
wanie o b llo zeń  przepływu płynu id ea ln ego  um ożliw i w d a lsz e j  k o le jn o śo l u -  
w zg lęd n ien le  w o b llo zen la o h  wpływu le k o ś o l ozynnlka 1 występowania war
stwy p r z y śc ie n n e j . N ależy Jednakże zaznaozyć, jże przedstaw iony program 
ob llozeń  wymagać b ęd zie zastosow ania maszyny oyfrow ej o w ięk szej pam lęol1
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1 szybkośo l d z i a ł a n i a  n iż  stosowana do tychczas  maszyna cyfrowa Odra 1204
W. w .

WYKAZ OZNACZEŃ

0 [m/s] -  p rędkość przepływu w u k ła d z ie  bezwzględnym
F [N/m^J -  s i ł a  łopatkowa wywierana na je d n o s tk ę  masy czynnika
h c [  J A g ]  -  e n t a l p i a  spoozynkowa
1 [ J A g ]  -  e n t a l p i a  s ta ty o z n a  czynnika
m [m] -  o d le g ło ść  mierzona wzdłuż l i n i i  prądu pooząwszy od krawędzi

wlotowej ł o p a t k i  w p rz e k ro ju  merydionalnym w irn ika  
m [k g /s ]  -  s t rum ień  masy
m [m] -  o d le g ło ść  mierzona wzdłuż o r to g o n a ln e j  w p rze k ro ju  m erydlo-

nalnym w irn ika  
p [Y/m^| -  c i ś n i e n i e  s ta ty c z n e
q Cm]  -  o d le g ło ść  mierzona wzdłuż o r to g o n a ln e j
r  [m] -  promień mierzony od o s i  o b ro tu ,  w spółrzędna

M  — promień krzywizny l i n i i  prądu

R fe r fe r ]  “  3tała gazowa
T [ ° k]  -  te m p era tu ra  bezwzględna
t  — czas
t  [m] -  p o dz ia łka  łopa tek

M  ~ grubość p r o f i l u  łopatkowego w k ierunku  obwodowym

W [m/s] -  p rędkość przepływu czynnika w u k ła d z ie  względnym
Z -  l i c z b a  ło p a te k  w irn ika

(i [ ° ,rad ]  -  k ą t  między kierunkiem  p ręd k o śc i  w zg lędnej ,  a rzutem  o s i  ma
szyny w p ła sz c z y ź n ie  s ty c z n e j  do pow ierzchni prądu 

-  ką t  zawarty między l i n i ą  ą u a s io r to g o n a ln ą  a k ierunkiem  pro
mieniowym

S [rad] -  k ą t  odchylenia powierzchni ło p a tk i  od k ie runku  promieniowe
go w p ła sz c z y ź n ie  p ro s to p a d łe j  do o s i  

$  [rad] -  współrzędna kątowa
% -  wykładnik a d i a b a ty ,  s to p i e ń  r e a k o y jn o ś o l  kana łu  łopatkowego
X = r . c ^  -  zawirowanie s t r u g i

ę  [kg/m^J -  g ę s to ś ć  czynnika
A -  r ó ż n ic a  skończona
1 -  s to p ie ń  przewężenia p rz e k ro ju  przepływowego kana łu  międzyło

patkowego w irn ika  
’P -  wskaźnik wydajności
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V -  wskaźnik s p i ę t r z e n i a
co [ l /a ]  — prędkość kątowa

Wskaźniki

0 -  param etry  oa łkow lte  lub spoozynkowe
1 - n u m e r  ę u a s io r to g o n a ln e j  ( o r to g o n a ln e j )
J -  k o le jn y  numer l t e r a o j l
k -  numer l i n i i  prądu
m -  składowa m erydionalna w k ie runku  o s i  m
n -  składowa w k ie runku  o s i  n
r  -  składowa promieniowa
z -  składowa osiowa
ifii -  składowa obwodowa
1 -  param etry  w p ła sz c z y ź n ie  kraw ędzi wlotowej w irn ika
2 -  param etry  w p ła sz o z y ź n ie  krawędzi wylotowej w irn ik a  lub od

n ie s io n e  do ś r e d n ic y  zew nętrzne j

LITERATURA

1 .  DEMIDOWICZ B . P . ,  MARON I . A . ,  SZUWAŁOWA E . I . :  Metody numeryczne o z .  I I  
PWN, Warszawa 1965.

2 .  HAWTHORNE W.R.: Aerodynamic of  T u rb ines  and C om p re sso rs .P r in ce to n  Uni- 
T e r s i t y  P r e s s ,  1964.

3 .  EATSANIS T . :  Use o f  A r b i t r a t y  Q uasl-O rthogonals  f o r  C a lc u la t i n g  Flow 
D i s t r i b u t i o n  In a Turbom asohlne. T e c h n ic a l  P r e p r in t  p rep a re d  fo r  An
n u a l  M eeting of  th e  American S o c ie ty  of  Meohanioal E n g in e e r s .  Chicago 
I l l i n o i s  November, 1965, NASA

4 .  WALSH I . L . ,  AHLBERG J . H . ,  NIL30N E .N . :  Best Approximation P r o p e r t i e s  
o f  th e  S p l in e  F i t .  J o u r .  Math, and Meoh. v o l .  11. no 2 Mar. 1962, s ,  
225-234.

5 .  WITKOWSKI A .:  Oslowosymetryczne po le  p ręd k o śo i  i  o l ś n i e ń  w osiowym 
wieńou sprężającym  z merydionalnym przysp ie szen iem  s t r u m ie n ia .  Zeszy
ty  Naukowe P o l .  S I .  E nerge tyka ,  z e sz y t  31, Gliwice 1969.

6 .  WITKOWSKI A .:  Rozkład p ręd k o śo i  1 o l ś n i e ń  w k an a ła ch  m lęd zy ło p a tk o -  
wyoh osiowego wieńoa sp ręż a ją ce g o  z merydlonalnym p rzysp ie szen iem  
s t r u m ie n i a .  Zeszyty  Naukowe P o l .  S l . ,  E nerge tyka ,  ze sz y t  45 ,  G liw ice ,  
1972.



niWMSHHaiE KBA3KOPTOrOHAJIbHiJX KOOPHMHAT « J i i  AHAÆ13A T PifflH ii 
B KOMDPECCOPHiJX KOJI EC AX G IIPOGTPAHCTBS1HO CttOPWKHHMd
msw y jio n A T OHHUUP. kahajhaua

gg    Andree.1 Wltkowskl

P e s  x> m e

B CTM U on Me aHo xautueitmee paeBBTae ueToxe p a c u ë ïa  KBasaTpëxpasaepiio- 
ro HeBaaitoro TeueBua b npocTpancTbbkhux aeaaonato'iHHr xaaazax Kounpeccop- 
hux KoJiec, kotopuft 6uk onyCaBBOBa* aBTopou paum e £5] .  C Heubm noayuen*a 
öoam eft to b h o c tb  ■ CKopocTH pacuëTOB s a  3UBM npxueKeua B MepBXKOHaJtbBofl 
naocKocTB xoaeca Tax aasuB aeuaa XBasBopTorouaabHaa cw creua xoopxaxaT [3] .  
ÂaëT ¿to boBuoxHÖcTb ejtBUHH&uuK xououhuteabKux uepTëKKHX paöoT ueiA y  n o - 
caeaxaaTftXbBbiMB npaOJiBxeHusMB b b h terpai^xx nepBoro n BToporo xsyxiiepxor.o

peaieHB fl.

USE OF QUASI-ORTOGONALS FOR CALCULATING FLOW 
THROUGH SPATIAL SHAPED BLADE-TO-BLADE PASSAGES 
OF COMPRESSOR IMPELLERS

S u m m a r y

This paper d ea ls  w ith  fu rth er  improvement [ 5]  o f  a method o f  an a lysin g  
q uasi threed im en sion al nonvisoous f lo e  through s p a t ia l  shaped b la d e -to -  
—blade p assages o f the oompressor Im p e lle r s .

In order to  obtain  higher exaotn ess and speed o f  oom putations the 
stream lin e ooordynate system  was rep laoed  by quasi orthogonal coordinate  
system . By u sin g  t h is  teoh n iq u e, i t  was p o ss ib le  to  work out a oomputer 
programme th a t would ca lo u la te  a stream line so lu t io n  in  the m eridional 
plane w ithout any in term ed iate grap h ioal procedures.The m eridional stream
l in e  a n a ly s is  and the b la d e -to -b la d e  a n a ly s is  are m utually in te r r e la te d ,  
and the two k inds o f  o a lo u la t io n s  oould be su c c e s s iv e ly  repeated  u n t i l  
the so lu t io n  con verges.


