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Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę rozwiązania równań przepły- 
wu ciepła w regeneratorze przeciwprądowym działającym w stanie pseudo- 
ustalonym. Rozwiązanie to umożliwia uwzględnienie zmienności własności 
materiałów wzdłuż regeneratora. Pole temperatury w wypełnieniu i pły­
nach przyjęto jako zależne od jednej zmiennej geometrycznej równole­
głej do kierunku przepływu.

Wstęp

Dokładne opisanie pola temperatury w regeneratorze wymaga rozwiązania 
nieustalonych trójwymiarowych równań bilansu energii w wypełnieniu i pły­
nie regeneratora. Obliczenia te są bardzo pracochłonne, szczególnie przy 
uwzględnieniu zmienności własności kalorycznych wypełnienia i płynów oraz 
zmienności współczynnika wnikania ciepła £5]• Nawet przyjęcie niezmienoś- 
ci tych własności nie czyni obliczeń na tyle prostymi, aby mogły być sto­
sowane w codziennej praktyce projektanta [2, 9, 10j . Dla celów projekto­
wych użyteczna jest taka metoda, która bądź to daje wynik w krótkim cza­
sie, bądź też pozwala stworzyć obszerne tablice projektowe dla szerokiego 
zakresu parametrów. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie takiej me­
tody.

Wiele regeneratorów o stosunkowo długim czasie rewersji opisanych jest 
dostatecznie dokładnie przez dwuwymiarowe (czas oraz zmienna skierowana 
wzdłuż kierunku przepływu) równania bilansu energii. W przypadku, gdy
czas rewersji jest stosunkowo krótki dokonuje się korekcji współczynnika 
wnikania ciepła metodą zaproponowaną przez Hausena [jó] . Obszerną dysku­
sję dokładności takiego postępowania podają Schofield,Butterfield i Young 
[7]. Postęp w produkcji materiałów ceramicznych umożliwia stosowanie re­
generatorów o coraz niższym stosunku objętości to powierzchni przekazy­
wania ciepła kratownicy. Rysunek 1 przedstawia trzy różne typy kratownic 
badanych przez Armco Steel Corporation w latach sześćdziesiątych przez 
czas od 2,5 do 5 lat. Im niższy jest stosunek Vw/A tym słuszniejsze 
jest traktowanie modelu przepływu ciepła jako dwuwymiarowy.

Przedstawione poprzednio [9] rozwiązanie ogólne zawierało w sobie przy­
padek dwuwymiarowy. Wielokrotne przeliczanie1 profilów temperatury wzdłuż
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Praktyczna metoda obliczania«. 5

regeneratora pozwoliło mi zaobserwować, że dla opisania temperatury wypeł­
nienia w chwilach przełączeń wystarczy kilka wyrazów szeregów, zaś dla 
temperatury płynów wymagana jest duża liczba wyrazów w odpowiednich szere­
gach. Można to zademonstrować dla długich okresów korzystając z wyrażenia 
na temperaturę płynu tuż po rewersji T(z,o) = 1-exp (-Bz). Ponieważ B 
przyjmuje niejednokrotnie wartości rzędu 20, a nawet 30, zatem łatwo moż­
na dojść do niezbędnej liczby wyrazów w szeregu T(z,o) = ' 3^.(0) .

k=Q
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WYKAZ OZNACZEŃ

A - pole powierzchni przepływu ciepła,
ArtB = —r2 - liczba bezwymiarowa,
J*

b = i—  ̂  - wielkość bezwymiarowa,¿n w
c - właściwa pojemność cieplna,
f = - wielkość o wymiarze s-1 ,

5  W  W  W
F = ff - bezwymiarowy czas,
H - długość regeneratora,
n - liczba elementów podziału regeneratora wzdłuż przepływu płynów,
s - zmienna zespolona,
•pił"» _ t(T) - t0 
v ' ~ t:--------- - bezwymiarowa temperatura płynów,

*o
t - temperatura płynów,
tQ - temperatura płynów na dopływie do regeneratora,
W - strumień pojemności cieplnej płynów,
z - współrzędna geometryczna równoległa do przepływu,
Z = - bezwymiarowa współrzędna geometryczna,
ot - współczynnik wnikania ciepła,
ę - gęstość,

t (T) - t(T)
©(T) = r-----------  -bezwymiarowa temperatura wypełnienia,

~ Ctno o
T  - czas,
9C - ciepło zredukowane przekazywane w regeneratorze,
dolny indeks w - dotyczy wypełnienia,
górne indeksy c oraz h - dotyczą odpowiednio fazy chłodzenia i grzania.
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1 . Założenia
Dla rozwiązania nieliniowych równań bilansu energii w płynach i wypeł­

nieniu poczynione zostaną uproszczenia wynikające bądź to z braku dokład­
nych informacji bądź też są spowodowane komplikacjami matematycznymi. 
Większość założeń upraszczających podanych poniżej była dyskutowana w po­
przednich pracach [8, 9j i dlatego zostaną podane bez uzasadnienia:

a) regenerator działa w stanie pseudoustalonym, w którym pole tempera­
tury powtarza się po upływie kolejnego cyklu,

b) temperatura płynu i wypełnienia są wyrównane w kierunku prostopad­
łym do powierzchni przepływu ciepła,

c) akumulacja masy i energii dla płynów są niewielkie tak, że można je 
pominąć,

d) strumienie masy płynów są niezmienne w czasie,
e) temperatury płynów na dopływie do regeneratora są niezmienne,
f) przewodzenie ciepła wzdłuż regeneratora można pominąć.

Własności płynów i wypełnienia zmieniają się znacznie z temperaturą. 
Również współczynnik wnikania ciepła jest uzależniony od temperatury. In­
formacje o zmienności tych wielkości, a szczególnie o zmienności współ­
czynnika wnikania ciepła w stanie nieustalonym nie są dostatecznie do­
kładne [1] tak, że z praktycznego punktu widzenia jest uzasadnione pomi­
nąć zależność tych wielkości od czasu. Pozostaje zatem uwzględnić zmianę 
wspomnianych wielkości wzdłuż regeneratora. Numeryczna ilustracja została 
zaprezentowana przez Ouzika [ 4] .

Praca prezentuje rozwiązania dla niezmiennych oraz dla zmiennych 
wzdłuż regeneratora własności płynów i wypełnienia.

2. Własności płynów i wypełnienia niezmienne wzdłuż regeneratora
Równania bilansu energii w wypełnieniu i płynie mają postać

Warunki brzegowe dla zmiennej z mają postać określoną przez założenie
3 . Dla kierunków przeciwprądowych przyjmują one postać

(z,1T)
—df W W W

(1 ;

et^z»'r) = A ^ ( t w (z,T) - t(z,v)).
az w

ht(0,T)= ht0, ct(H,T) , ct0 , 1 2 ,
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zaś dla współprądowych

ht(0,T) = ht , °t(0,T) = °t„ (3)

Warunek początkowy (T=0) dla temperatury wypełnienia jest określony 
przez stan początkowy. Założenie a oraz zastosowana metoda rozwiązania 
i konieczność obliczania czasu od początku każdego półokresu wprowadza w 
ten sposób nieznane temperatury htw (z,o) na początku grzania oraz
Ctw (z,o) na początku chłodzenia. Temperatury te wyznacza się następnie z 
warunków przełączania pseudoustalonego regeneratora.

Równania (1), (2) i (3) dogodnie jest sprowadzić do postaci bezwymiaro­
wej

.  je
0Z

M o .F) = 0, CT(1,F) = 0

M o . F )  = 0, cT(0,F) '= 0.

(5)

(6)

W dalszym ciągu rozpatrywany będzie jedynie przepływ przęciwprądowy. 
Dla rozwiązania zagadnienia brzegowego (4), (5) przyjęte zostanie postę­
powanie identyczne jak w pracy (9). Obecnie zatem zostaną podane jedynie 
najbardziej niezbędne przekształcenia.

Równania (4) i (5J poddaje się transformacji Laplace’a, by następnie 
stransformowaną temperaturę płynu poszukiwać w postaci

O O

f(Z,s) = ^  a^sJZ*. (7)
k=0

Temperaturę *aś wypełnienia w momentach rewersji poseukuje się w postaci
O O

0(Z,OJ + T(Z,0) = ^  AkZk. (8)
k=0

Wykorzystując następnie równania (7) i (8j oraz (4) 1 (5)otr*ymuje się 
wzór rekursncyjny -dla współczynników w szeregu (7)

5X(S) - ^  l-l)1-1-" B1-"1 ( n - r ) 1'"-1 (9J
m=0
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Wyrazy wolne tak dla okresu grzania łlaQ (s) jak i dla okresu chłodzenia
°aQ (s) są równe zero, co wynika z przyjęcia niezmienności temperatury pły­
nów na dopływie do regeneratora (równ. (5J i 16).).

Niewiadome współczynniki A^ wyznacza się z warunków przełączania.Jaka­
kolwiek w obrębie każdego cyklu temperatura wypełnienia i płynów ulegają 
zmianie, tym niemniej po czasie równym cyklowi, pole temperatury powraca 
do wartości poprzedniej. Stan taki można zapisać w postaci

1 + hT(Z,hF) + h © (Z,hF) = Ct(Z,0) + c0 (Z,0)
( 10)

1 + hT(Z,0) + h © (Z,O) = CT(Z,PF) + c© (Z,°F).

Podstawiając zależności (7), (8) i (9) do równań (10) otrzymuje się u- 
kład dwóch równań umożliwiających wyznaczenie współczynników A^. Ogra­
niczając liczbę wyrazów w szeregu (8) do (n+1) wyrazów, dochodzi się do 
2(n+1) niewiadomych współczynników. Jeżeli zatem równania (10) mają być 
spełnione, to muszą być one spełnione w (n+1) punktach wzdłuż osi Z. Dla 
przykładu, gdy n=0 to równania (10) muszą być spełnione w punkcie Z = ^ 
co pozwala wyznaczyć współczynniki hAQ i °A0, zaś w przypadku gdy n = 1,
wyznacza się współczynniki ^Aq i hA1 oraz CAQ i °A1 dla punktów
Z = O i Z = 1.

Ogólnie zatem należy wymagać spełnienia równań (10-) w punkcie o współ­
rzędnych ZQ=0 oraz Z^ = ^ (k=1,....n). Prowadzi to do układu 2 ln+1)
równań

[W] [A] x [-1], (11}

gdzie

M ■-i ■

<
C-i] =

rr

Ca -1
Ao

X

oraz
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Wielkość X(p,m) występująca w macierzy [w]jest zdefiniowana następującym 
•płotem

e - ^ a p (?) = AmX(ptm),
m=0

skąd otrzymuje się

X(p.«) * j r " 1 t - « 1-
1=0

( » - m - 1 } !  1 Pl+1 e~F .
1! (̂ -LT-1)! (I V T T T

Równanie (11) wyznacza współczynniki h. i c. , a tym samym tempera-
Tt k

turę wypełnienia w momentach rewersji. Pracochłonność rozwiązania zalety 
bardzo silnie od n ( zaś dokładność obliczeń dla określonego n zalety 
gównie od liczby B. Ocena dokładności jest bardzo trudna do przeprowa­
dzenia w sposób ogólny.

Celem zademonstrowania wpływu poszczególnych wielkości na dokładność 
zostaną wykonane obliczenia ciepła zredukowanego przekazywanego w regene­
ratorze. Wielkość ta jest szybciej zbieina, nit temperatura płynów (sze­
regi w równaniu (7)), ale ponlewat nawet dla dutych B otrzymuje się wy­
niki zblitane do poprawnych, zatem analiza tej wielkości jest stosunkowo 
łatwa. Przeciwnie zachowuje się temperatura płynów. Zastosowanie zbyt ma­
łej liczby wyrazów w szeregu (7) prowadzi do wyników bądź to większych od 
jedności, bąd* te* ujemnych.
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Zredukowane ciepło przekazane w regeneratorze zdefiniowane jest równą 
niem [9]

= (  (C©(z,o) + °T(z,o) - ^©(z.o) - hT(z,o)) dz - 1 =
•o

S  [°Ak: - \ ]  " 1 * (12)
k=0

Zamieszczone w tabeli 1 wyniki dotyczą przypadku symetrycznego:
= °B oraz = CF.

Tablica 1
Współczynniki A^ oraz ciepło zredukowane %

B F n ilość wyraz, 
w równ. 7 hA hA °A CA Ao 1 0 1

7£

0 - 1 0 + 1  0 1
6 0 1 - 1 0 + 1  0 1

2 - 1 0 + 1 0 1

1
1 1 - 1 0 + 1  0 1

0 -0,732 0 +0,732 0 0,464
n 1 -0,645 0 +0,645 0 0,290

2 -0,657 0 +0,657 0 0,314
1 3 -0,650 0 +0,650 0 0,300

i 1 -0,512 -0,298 +0,512 +0,298 0,322
2 -0*,505 -0,309 +0,505 +0,309 0,318

• 0 '-0,732 0 +0,732 o" 0,464
¡1 -0,310 0 +0,310 0 -0,380

1 0 2 -1,10 0 +1,10 0 1,-200
3 -0,1 0 +0,1- 0 -0,800
4' -0,106 0 +0,106 0 -0,788

1 -0,139 -0,810 +0,139 +0,810 0,088
1 2 -0,160 -0,780 +0,160 +0,780 0,100

3. Własności płynów 1 wypełnienia zmienne wzdłuż regeneratora
Uwzględnienie zmienności własności wzdłut regeneratora uniewoiliwia 

wykorzystanie zależności podanych wcześniej. Szczególnie korzystnie dla 
rozwiązania zagadnienia przedstawia się metoda stosowana jut kilkakrot­
nie [B] poprzednio celem rozwiązania nie|ustalonego przekazywania ciepła 
¡pomiędzy ciałem stałym i omywającym je płynem. Metoda ta wymaga podziału
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regeneratora na strefy w Otrębie których, zostanie założony liniowy prze­
bieg temperatury płynów.

Oznaczając następnie temperaturę na styku elementów k-1 i k jako 
k, zaś średnią temperaturę elementu k-tego jako ■ tk, można stwier­

dzić następujący związek pomiędzy temperaturą płynów na styku elementów 
k i k+1 oraz średnimi temperaturami elementów poprzednich '

t^fc+llT) = 2tk (T) - 2tk_l(T3 +....£ 2t1(T) + t0(T). (13)

Dla temperatury zredukowanej równanie to przyjmie postać

Tkfk+i(T) = 2Tk (T) - 2Tk_1(T) + ... + 2T1 (T) . (14)
■i

Rozkład temperatury płynu wraz z podziałem przedstawia rysunek 2.

v t /

W '

i i^-i

I -
1/* 2/a 5/» m-1/» 1 I

Rys. 2. Podział długości regeneratora na elementy

Celem wyznaczenia pola temperatury w regeneratorze jest niezbędne po­
danie średnich temperatur Tk (T) płynów oraz wypełnienia 0 k(T) . Przyj-

i
otrzy­

mając podział na 
°T. (T) oraz tyle samo temperatur

częśol uzyskuje się 2n szukanych temperatur hTk (T)
\ w Wielkości te

muje się w wyniku rozwiązania równań bilansu energii. Równania te, dla e- 
leaentu k, zostaną obecnie zapisane w postaci nie stosującej bezwymia­
rowego czasu

dev (T) d-T.(T)
T T —  + T T "  = " fkek (T)

(15)
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Stosując transformację Laplace’a do równań(14) i (15) można je 
dzić do układu (,2n-1) równań umożliwiających wyznaczenie transformat śred­
nich temperatur ^^(s) w n segmentach regeneratora.
Otrzymuje się zatem ĵ S]

[w] [i] = [k], (16)

gdzie

[W] =

Y1 0 •I 0 0 0

0 Y2 !! 0 
II

- ( s V  • 0

0 0 ¡! Yn 0 - ( s + f n )

2 0 li 0 -1 0

-  2 2 ¡1 0 0 0

+ 2 + 2 V 0 0 -1

' b1
(0^ 0) + T-] (0))

[K] =

b2 (02 (O) + t 2 io ) )

bn (©n (o)
0

+ Tjj(O) )
•

0

0 _

(171

118)

[5] = H,2

r2,3
119)

n-1 ,n

Y± = s (1 + t>i) +
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Rozwiązaniem równania (16) jest wyrażenie

Tk = 2  H PT ' (20)
f  =  1

gdzie D(j jest dopełnieniem algebraicznym wyrazu (“̂ k) wyznacznika głów­
nego |W| macierzy (17). Ponieważ równanie |w(s)| = O posiada pojedyncze 
pierwiastki s^, gdy fk oraz bk wszystkich segmentów są różne, zatem 
odwrotna transformacja Laplace'a równania (20) ma postać

2n-1 n

= 2  k*2 ]  v v  ^  (21)<J = 1 g v=1 ^
gdzie

V v } = s ^ s  [rferr (s - v ] -  <22)V
W przypadku gdy F^Fgs ... = F^ oraz B^ =Bg = ... =Bn , wówczas

(s)
M a = d r  llin\  v n s-s^ [ ¿ l i i i  r^sTT (s " V "]*  (23)

Temperatura k-tego elementu wypełnienia jest równa
O

-f X -f T
ek (lr) = (0k(O) + V 0,) e k + fke k ~ Tk ('r) - Tk ^ )  =

f X n
= (0k (O) + Tk (0)) e" k + ^ L  ^  M (sv).

<J = 1 V=1 k

f.. s,,T -f ,T
. j 7^— 7 (e V - e k) - T. (T) . (24)
Ik V

Wyrażenie to określa średnią temperaturę k-tego elementu wypełnienia 
w funkcji nieznanych temperatur początkowych wypełnienia © (0) + T(0). 
Temperatury te wyznacza się z warunków periodyczności (10), które dla ele­
mentu k przyjmą postać

1 + hTk (hT) + h0k (hT) = °Tk (0) + °©k (0)

1 + hTv (0) + ^ ( 0 )  = CT. (CT) + c0 v (Gr).
(25)
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Przyjmując, że kolejność liczenia wskaźnika k segmentów wypełnienia 
jest zgodna z kierunkiem przepływu płynu gorącego otrzymuje się temperatu­
rę dla fazy grzania ^T^CF) i h0k (T) wprowadzając w wyrażenia (21) i 
(24) górny lewy wskaźnik h przy odpowiednich wielkościach.Podobnie, dla 
temperatury fazy chłodzenia, należy wprowadzić górny lewy wskaźnik c z 
tym, że dodatkowo w wyrażeniach (17), (18) i (19) należy zmienić wskaźni­
ki dolne k na n-k+1 (°fk = °fn_k+1, X  s Cbn_k+1).

Równanie (25) należy zatem zapisać w postaci

c _n ~n
c©k w  = ( v ° > +v o,)e_ K- f S  v - k +D -

V = 1

' (sV  ć ^ " F - (e V - e' k )• (26)
fk + SV

Dla zademonstrowania korzyści metody rozważony zostanie przykład nume­
ryczny dla n=2. Otrzymuje się wówczas

f 1 f 2
si = - t + b1» s2 = - r  + v 2

oraz dla okresu grzania

D11 1 D21 - „
^ T  = S'(1 + X ) " +X ' 1 ’ TTl = °

D12 3 + h f 2 D22 1 #

’ 2 (s(1 + hb.,) + Łf 1 > (s(1 + bb2) + bf2 ) ’ m  " e(1+ \ )  + X

Przyjmując następnie wartości liczbowe oparte na danych podanych przez 
Guzika [4]

h. = 0,3 . 10“ 3 s“1, Gf. = 0,5 . 10“ 3 s“1,
1 1 1

hf 2 = 0 ,8  .  10“ 3 b" 1, , ° f 2 = 0 ,6  . 10“ 3 s“ 1,

hb1 = 3 , X  = 5,
hb2 = 8, cb2 = 6,

\  58 6 ‘ 1° 3 s » %  = 2 . 103s ,
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sprowadza się układ równań (25) do czterech równań,których rozwiązanie da­
je

hT1 (O) + **0,(0) = - 0,480, CT.,(0} + ̂ ( O )  = 0,695,

Ngto) + h©2(0) = - 0,570, CT2 (0) + c©2(0) = 0,523.
«

Zredukowane ciepło przekazane w regeneratorze zgodnie z równaniem (12} 
wynosi TC = 0,134.

9

4. Wnioski
Przedstawiona metoda rozwiązania czyni obliczenia na tyle krótkimi, że 

umożliwia przeprowadzenie obliczeń dla najczęściej występujących wartości 
w regeneratorach przemysłowych. Można by zatem sporządzić tablice ciepła 
zredukowanego, średniej temperatury podgrzania oraz spadku temperatury 
płynu grzanego.

Rozwiązanie dla zmiennych własności materiałów wzdłuż regeneratora de­
monstruje możliwość uniknięcia stosowanych dotychczas, żmudnych dblic"zeń 
numerycznych. Ze względu na korzystną postać macierzy (17) obliczenia są 
bardzo szybkie, nawet wówczas gdy wykonywane są ręcznie. W praktycznych 
przypadkach można ograniczyć się do n=10 elementów, co pozwoliłoby otrzy­
mać rezultaty w czasie rzędu kilkunastu sekund na maszynie cyfrowej klasy 
O M A  1304.
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PRACTICAL METHOD OF SOLUTION FOR THE COUNTER - FLOW HEAT REGENERATORS

S u m m a r y

In this paper the method of solution for heat transfer equations in a 
pseudo-steady state of a counter-flow regenerator has been presented. It 
allows for the variation of thermal properties of materials along the re­
generator. The temperature field in the filling and in the fluids is 
assumed to be dependent on one geometrical coordinate parallel to the di­
rection of fluids flow.


