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UPROSZCZONY MODEL MATEMATYCZNY
PODGRZEWANIA Z+OMU STRUGA SPALIN

Streszczenie. W artykule rozpatrzono proces _nagrzewania ciaka
statego przez plyn. Przyjeto, te opor przewodzenia_ciepta w nagrze-
wanej substancji jest w kierunku prostopadtym do kierunku przephywu

u rowny zero, zas w kierunku rownolegtym do_przepkywu _ czynnika
grzejacego nieskonczenie duzy. Przykkadem takiego Zjawiska jest
wstepne nagrzewanie za pomocg spalin niewielkich kawatkéw wsadu me-

talowego.

1. Wstep

Problem rozpatrywany w niniejszej pracy pojawit sie przy analizie pro-
cesu wstepnego podgrzewania wsadu w piecu elektrycznym.W celu zaoszczedze
nia energii elektrycznej oraz skrécenia czasu wytopu celowe jest podgrze-
wanie wsadu najpierw za pomocg palnikéw gazowych, a dopiero potem przy u-
zyciu 4uku elektrycznego. W czasie nagrzewania palnikami gorace spaliny
przephywajg poprzez kolejne warstwy wsadu oddajac mu okreslong ilosé cie-
pka. Przekazywanie ciepta odbywa sie ghdwnie na drodze konwekcji. Promie-
niowanie spalin mozna na og6ét zaniedba¢, gdyz udzialy gazdw tréjatomowych
w spalinach nie sa zbyt duze oraz grubos$¢ warstwy spalin jest stosunkowo
niewielka. Przy niezbyt wysokiej temperaturze podgrzania wsadu przephyw
ciepka pomiedzy jego poszczegolnymi kawalkami na drodze promieniowania jest
rowniez niewielki, zwkaszcza ze temperatury poszczeg6lnych elementéw sg
zblizone, przy réwnomiernym omywaniu wsadu przez spaliny. Poniewaz powierz-
chnie styku pomiedzy kawatkami metalu sg zwykle bardzo mate, wiec mozna
przyjac, ze cieplo pochloniete przez dany element,i rowne spadkowi ental-
pii spalin, zostanie zuzyte w calosci na podniesienie jego temperatury.
Poniewaz op6r wnikania ciepka jest kilkaset razy wiekszy od oporu przewo-
dzenia, mozna z duza dokdkadnoscig przyjac¢, ze temperatura w kazdym punk-
cie dowolnego kawaltka wsadu jest taka sama, rozna dla réznych kawadkow.
Powyzsze rozwazania uzasadniajg przyjecie przedstawionego ponizej modelu.
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2. Rownania bilanau energii

Aby okreslic¢ temperatury wsadu i1 spalin, ktére sg funkcja polozenia i
czasu, nalezy ulozy¢ réwnania bilansu energii dla obu tych substancji.
Schemat procesu wymiany ciepka w modelowym wymienniku przedstawia rys. 1.

Rys. 1. Model teoretyczny rozpatrywanego wymiennika ciepka

Czynnik grzejacy (np- spalinyj o temperaturze przy dopkywie tQ ogrzewa
ciato state o temperaturze poczatkowej u). Wspokczynnik przewodzenia cie-
pta w kierunku réwnolegbtym do kierunku przepbywu spalin jest réwny 0, zas
w kierunku poprzecznym do niego nieskoriczenie wielki. Przyjmujac,ze prze-
ptyw ciepka odbywa sie jedynie na drodze konwekcji oraz pomijajac sStraty
ciepka na rzecz otoczenia, otxzymuje sie nastepujace rownania okreslajace
elementarng porcje energii d Q oddang przez ptyn w czasie di na po-
wierzchni  dAi

d2Q = c(t - ) dA df
23 “*sp °p spdr (- de> ~ n
d2« a\ cpwf d#
gdziet
< - wspokczynnik wnikania ciepla,

t - temperatura phynu grzejacego,
.- temperatura ogrzewanego ciala stalego,
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&splp ap -pojemnosc cieplna strugi phynu,
My p w “ pojemnosE cieplna ciala stakego,
A, - catkowita powierzchnia przepdtywu ciepla.

Po przeksztakceniu réownan (1> otrzymuje sie*

<FA.
- (€t -*
ot 2, (€ =)
@;
st M G )
Sp P sp

Przy obliczeniach cieplnych bardzo wygodne jest korzystanie z wielko-
Sci bezwymiarowych. Wprowadzenie ich pozwala uogolni¢ wyniki otrzymane
badz z obliczen, badz z doswiadczen. Skraca sie rowniez niejednokrotnie
czas obliczen numerycznych, gdyz przy takiej zmianie parametrow,przy kto-
rej bezwymiarowe stake nie ulegajg zmianie, wyniki otrzymane w postaci bez-
wymiaronej rowniez pozostaja niezmienione. Przed rozwigzaniem ukdadu réw-
nan rézniczkowych czastkowych (2) wygodnie jest wprowadzi¢ bezwymiarowe
temperatury, zmienne niezalezne oraz stake okreslone zaleznosciamil

5. t - "o
Tz~ t - A
df.
dr dx « — 3
e (€)
aA X
a - 52N .
W Bpw sp % sp

We wzorach powyzszych poczatkowa temperatura wsadu ”~  jest najnizszg
temperaturg w ukkadzie, za$ temperatura pkynu przy doplywie tQ najwyzsza.
Bezwymiarowe temperatury 9(r,x) 1 TmT(r,x) beda wiec przyjmo-
waky wartosci w granicach OFl, r jest bezwymiarowym czasem, X - bezwy-
miarowg powierzchnig, M - czasem trwania procesu nagrzewania, zas a 1
b - wielkosciami charakterystycznymi dla danego procesu; datwo sprawdzic,
ze wielkosci a i b sg bezwymiarowe. Po wykorzystaniu zaleznosci (3) row-
nania (2) przyjmuja postact

P.ac-9)
@
Il - -b(d -= >
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Warunki poozatkowo-brzegowe dla ukdadu (4) «4 nastepujacei
® Ire0 “ = T 6>

W nastepnym punkcie zostanie podane rozwigzanie ukdadu réwnan (4) przy
zatozeniu statosci wielkosci alb. Zaklada sie zatem statos¢ wspékczyn-

nika wnikania ciepka oraz pojemnosci cieplnych strumienia plkynu
wanego ciata statego.

i ogrze-

3. Rozwigzanie réwnan bilansu energii. Obliczenie temperatur Srednich

Réwnania rozniczkowe (4) mozna przedstawi¢ w postaci!

a® -aT

(6)
N kDbl e i«

Réwnania (6) mozna zas sprowadzi¢ po wykorzystaniu warunkéw (5) do réwnan

catkowych!

€

Podstawiajac rownanie (7) do (8) lub odwrotnie otrzymuje sie roéwnanie
zawierajace tylko jednag niewiadomg funkcje T 1lub # . Po wyrugowaniu O

otrzymuje eie!
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Rownanie (9) mozna rozwigza¢ metoda kolejnych przyblizen. Przyjmujac
jako zerowe przyblizenie funkcje e bx otrzymuje sie kolejno nastepujace
przyblizenia:

T° - <Tbl

T1

T°+ jy bxe”’bx(l -e_ar)

T2 = T yy b2x2e-bx(l - e-ar - yy are-ar)

T3 = T2+4p bX V bx(1- " -y are™ L o)
azr2e-ar)

T4 = T3 + yy bdx4e"bx(1l - e-ar - yy are

"oy adFlgar . jyavr >
Ogolnie:
T“-1 + 1y bV . “blt (102)

Rozwigzanie réwnania (9) ma zatem postac:

W @)

Po podstawieniu zaleznosci (11) do réwnania (7) otrzymuj« sie wyrazenie
okreslajace funkcje

e-bxV.US[F (12)
n=6 i-0

Zaleznos¢ (12) otrzymuje sie rowniez po podstawieniu (8) do (7) i po
rozwigzaniu otrzymanego w ten sposob réwnania cakkowego:
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Rozwigzanie rdownania (13) metoda kolejnych przyblizeh daje nastepujace re-
zultaty«

®° = ebx (L - &)

€ _0° ++]j bxe B a - e"N - f§- aren)

»2 , #1+ N 12x2e-bx(l _e-ar . & AN-ar _N a2r2e-ar;

03 =02+~ b3 V bx@ - N are-ar -
a4
R A
4 _ 8‘3 v %,y 34*4e-bX{‘1_ oar _ );L 018~ ar _
- %]r’az-rze -ar ;f-:#- apgar —JSFT 34r,%—ar\,\
Ogolnie«
. *«1 + 1,. bnxne-bl Jl - e-ar V (14a)

Srednig temperature ciaka stakego po podgrzaniu (r » 1) okresla wzér«
k ér ™ )
0 n«0 i»0

00

éV/ jr’]lT @A -¢€eay HH |ez zxrdz (15)

przy czym«

n=0j iezZldz=1-¢eb
@16)

n«1,2,...J fe‘zzZldz =n 1 ez ZI’dz - bn €Db
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Srednig temperature plynu przy wypkywie (x * 1) mozna wyznaczyé z zalezno-
Sci:

\
w $ér :e_bi,\la T Ll “ rerf "TE)®'Z&HJ ?
gdzie:
i =0j le€z2z1dz>1- €ea
as
i=1,2,...}y lezzldz=1 j €z z1"1 dz- al ea
Znajac gr mozna rowniez oblicza¢ temperature Tw ~ bezposrednio =z
bilansu energii:
N " Tw Sr™Map °p ap fo = “w °pw Gk a9
a stad:
Tw ér “ 1“a sr o)
Po wyznaczeniu i Tw gr mozna w pro8ty sposéb wyznaczy¢ rzeczy-

wiate temperatury Srednie oraz ilos¢ ciepla Q przekazanego przez phyn
ciatu 8tatemu:

tKsSrWw ot o-V *k dr
1)

W Sr3 0+ "0 ” Tw $r

Qm“w °pwMT Sr o™ *tap °p ap roto “ dw S
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4. Przyk¥ady liczbowe

a) Dla zilustrowania przeprowadzonych rozwazan wykonano obliczenia cyf-
rowe dla konkretnego przypadku. Przyjeto:

&-20 g— f Ag=100m2» 1 . 3000 &;

ap Cp sp = 2000 JRgi M, Cpy,, - 6000000 n]eg

Wielkosci powyzsze sa tego rzedu, jak w piecu elektrycznym ze wsadem
podgrzewanym wstepnie za pomoca palnikéw. Dla przyjetych danych bezwymia-
rowe stakte przyjmuja postac:

a>1; b=1

Przebieg temperatury spalin przy wypdywie T(r,l) oraz temperatury wsa-
du po podgrzaniu ®(1,xj w Ffunkcji wyrazonych bezwymiarowo odpowiednio:
czasu i powierzchni biezacej liczonej od wlotu spalin, pokazane sg dla

rozpatrywanego przypadku na rys. 2. Temperatury Srednie wynosza:

®k Sr " 0.47545¢ - 0,52455

Rys. 2. Wykresy charakterystycznych temperatur (a= b=1y
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Obliczenie temperatur Srednich jest stosunkowo proste za pomocag poda-
nych zaleznosci, gdyz szeregi okreslajgce te temperatury sg szybko zbiez-
ne do zera. W rozpatrywanym przyktadzie liczbowym zaszka koniecznos¢ do-
konania obliczen jedynie czterech wyrazow,tzn. dla n roéwnego 0,1,2 i 3.

bj Dla jedenastu wartosci b = 0t2 wykonano obliczenia gp przy a
zmiennym w granicach 0*2. Wyniki przedstawiono za pomocag wykresow x *
a SraMb=idem na r"B" 3. Majac do czynienia z konkretnym przypadkiem
podgrzewania, np. wsadu metalowego, mozna po okresleniu stalych a i b
odczyta¢ z rys. 3 bezwymiarowg temperature v, a nastepnie korzysta-
Jac z zaleznosci [20) mozna okresli¢ bezwymiarowg temperature Tw ~_Rze-
czywiste Srednie temperatury wsadu po zakonczeniu procesu podgrzewania o-
raz spalin przy wplkywie z pieca datwo juz wyznacza sie ze wzoréw (21).
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ynPOmMEHHAH MATEMATMHECKAS Mo«EJIb HATPEBA SEJIE3HOr0 JOMA
nOTOKOM DPOJiyKTOB rOPEHHH

B CTaTBe npHaeseH npogecc aarpesa TBepxoro Tena noToxoii xh”~xocth. lipa-
hato, ito conpoTXBneaae TennonpoBosaocTa aarpeaaeuoro Tena paBaaeTca 0 a
nepneaABKynapaou aanpaBneaHa a Texesam xhsxocth a oo b aanpaBneaxa Teae-
aaa. llpaaepoa Taaoro aaneaaa sSBnaeTca npenBapHTenbxail aarpea iiotoxoh npo-

jyxTos ropeaaa aebonbiiHX xycxoa xeneaaoro noaa.



Uproszczony model matematyczny. . 91

THE SIMPLIFIED MATHEMATICAL MODEL
OP HEATING OF THE METAL BLOCKS WITH
THE HELP OF THE COMBUSTION PRODUCTS

Summary

In the paper there has been considered the problem of the heating of
the solid body with the help of the fluid. It was assumed that the resi-
stance of a heat conduction in the heated body is equal to 0 in the di-
rection perpendicular to the flow of the fluid and °0 in the direction pa-
rallel to the flow. The example of such problem is the preheating of the
small metal blocks with the help of the combustion products.



