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JEDNOMASZYNOWY PROBLEM SZEREGOWANIA ZADAN CZASOWO
ZALEZNYCH PRZY KRYTERIUM MINIMALIZACJI SUMY OPOZNIEN

Streszczenie. W pracy rozpatrywano jednomaszynowy problem szeregowania zadan
przy kryterium minimalizacji sumy opOznien. Zatozono, ze czasy wykonywania zadan
sg liniowo zalezne od momentdw rozpoczecia ich wykonywania. Analizowano
problemy z jednym wspo6lnym, dwoma oraz wieloma réznymi pozadanymi terminami
zakonczenia wykonania zadan. Dla szczegblnych przypadkéw rozpatrywanego
problemu skonstruowano optymalne algorytmy wielomianowe.

MINIMIZING THE TOTAL TARDINESS FOR THE SINGLE MACHINE
SCHEDULING PROBLEM WITH DETERIORATING JOBS

Summary. In the paper we consider a single machine scheduling problem of
minimizing the total tardiness. The job processing times are given as start time
dependent linear functions. We present some optimal solutions for the special cases of
the problem under consideration.

1. Wprowadzenie

W klasycznej teorii szeregowania czas wykonywania zadania jest staty. W problemach
rozpatrywanych w niniejszej pracy czas wykonywania zadania jest zalezny od momentu
rozpoczecia jego wykonywania. W literaturze naukowej znane sa dwie grupy modeli
opisujacych taka zmiane czasu wykonywania zadania. Pierwsza odnosi si¢ do funkcji
niemalejacych, natomiast druga do nierosngcych. Petny przeglad probleméw z czasami
wykonywania zadar zaleznymi od momentu rozpoczecia ich wykonywania zawarto w [2],

Do tej pory w literaturze naukowej nie rozpatrywano Kkryterium minimalizacji sumy
opOznien dla probleméw szeregowania zadan czasowo zaleznych. Jednakze Kilka prac
poswiecono pokrewnemu kryterium, tj. minimalizacji sumy czasdéw zakonczenia wykonania.
Problemy z tym kryterium byty rozpatrywane tylko dla trzech modeli czasu wykonywania
zadania. Kazdy z nich stanowit pewnag odmiane niemalejacej funkcji liniowej, opisanej
dwoma parametrami: cze$cig statg i wspotczynnikiem wzrostu. Przypadek z jednakowymi

statymi czeSciami czasu wykonywania byt analizowany w [4], Nie okre$lono tam ztozonosci



14 A. Bachman, A. Janiak, J. Koztowski

problemu, jednakze udowodniono kilka jego wiasnosci (V-podobno$¢ oraz symetria
rozwigzania optymalnego). W pracy [5] rozpatrywano przypadek, w ktorym stale czesci
czasow wykonywania byly dla wszystkich zadahh roéwne zero. Dla takiej sytuacji
udowodniono, ze optymalne uszeregowanie jest dane przez uporzadkowanie zadan wedtug
nierosngcych wartosci ich wspotczynnikéw wzrostu. Jeszcze inny przypadek liniowego
modelu czasu wykonywania zadania byt rozpatrywany w [1], Zatozono tam, ze wspo6tczynniki
wzrostu wszystkich zadan sg jednakowo proporcjonalne wzgledem odpowiadajacych im
statych czesci czasu wykonywania. Dzieki temu udowodniono, ze uszeregowanie zadan
wedtug niemalejgcych wartosci ich statych czesci czasow wykonywaniajest optymalne.

W niniejszej pracy rozpatrywano rowniez szczeg6lne, wymienione powyzej, przypadki
liniowego modelu czasu wykonywania zadania. Jednakze, w odr6znieniu od poprzednio
wymienionych prac, gdzie minimalizacji podlegata suma czaséw zakoriczenia wykonania,
tutaj minimalizowano sume opO6znien wykonania. Dokfadne sformutowanie badanego
problemu zamieszczono w rozdziale drugim. Rozdziat trzeci, czwarty oraz pigty poSwiecono
szczegOlnym przypadkom og6lnego problemu odpowiednio dla jednej wspélnej, dwdch oraz
wielu réznych wartosci pozadanych termindw zakoriczenia wykonania. W szdstym rozdziale

zamieszczono krotkie podsumowanie.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbior J = {l,...,.n} zawierajacy n niezaleznych i niepodzielnych zadan do
wykonania na pojedynczej maszynie. Czas wykonywania kazdego zadania p<jest dany jako
niemalejgca funkcja liniowa zalezna od momentu rozpoczeciajego wykonywania Sj £ 0:

P.{S,) =a +b,S,, @)
gdzie a, >0 oraz b,'¢O o0znaczajg odpowiednio statg cze$¢ oraz wspdtczynnik wzrostu czasu
wykonywania zadania. Dla kazdego zadania okreslony jest takze pozadany termin

zakonczenia jego wykonania d Zaktadamy, ze wszystkie zadania sg dostepne w chwili

zerowej CO0>0. Problem polega na znalezieniu takiego uszeregowania zadan, dla ktorego
suma opoznien ’/‘*17) jest minimalna. Op6zZnienie wykonania i-tego zadania jest okreslone

nastepujgco: Ti = max{C, - dm()}, gdzie C/ oznacza czas zakonczenia wykonania i-tego

zadania.
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Niech Il oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru J, natomiast niech Jtell bedzie
pewna permutacjg zbioru./. Parametry zadania zajmujacego w permutacji n pozycje /-ta beda
oznaczane indeksem n(/).

Aby wyznaczyé ogblne wyrazenie okreSlajgce sume op6znien wszystkich zadan, w
pierwszej kolejnosci wyznaczymy wyrazenie okre$lajace czas zakoriczenia wykonania C,())
zadania zajmujacego w permutacji n pozycje /-tg. Wykorzystujac wzoér (1), czasy zakonczenia
wykonania kolejnych zadar z permutacji n mozna wyznaczy¢ rekurencyjnie:

_OfH) +Pm~afo+  +  JAla’- e jgdzie C0Q C,. (2)

Wyrazenie (2) mozna rowniez przedstawic jako:

®

Na podstawie (3), otrzymujemy ogélny wzor okreslajacy sume opéznierh wszystkich zadarn:

W niniejszej pracy rozpatrywane bedg nastepujace, szczeg6lne przypadki modelu czasu

wykonywania zadania opisanego wzorem (1):

a) p,(S,) =b,S, przy zatozeniu, ze CO=1, (1a)
b) p,{Sl) =a, +ka,S,; C0=0, (1b)
¢) Pi(si) =a>+bS,; C0=0. (Ic)

Dla opisanych przypadkow wyrazenia (3) oraz (4) sa dane odpowiednio przez:
(39)
(4a)
(3b)
(4b)
(3c)

(4c)
Problemy szeregowania zadann badane w niniejszej pracy beda oznaczane przy

wykorzystaniu trojpolowej notacji a |P |y, ktéra zostata wprowadzona w [3],
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Ze wzgledu na to, ze w dalszych rozwazaniach bedziemy korzystali z metody dowodu
opartej na zamianie sgsiednich zadan, wprowadzona zostanie nastepujaca definicja.
Definicja 1. Niech 7ien oznacza pewng permutacje zadari. Niech K‘eTl oznacza

permutacje zadan powstatg z permutacji n przez zamiane sasiednich zadan z pozycji/-tej oraz

y+l-szej.

3. Jeden wspdlny pozadany termin zakonczenia wykonania

Obecnie zajmiemy sie rozwigzaniem naszego problemu dla szczeg6lnych przypadkéw
liniowego modelu czasu wykonywania zadania, ktore zostaty zdefiniowane w wyrazeniach
(la), (Ib) oraz (Ic). Zaktadamy, ze dla wszystkich zadan dany jest jeden wspélny pozadany

termin zakonczenia ich wykonania D.

W pierwszej kolejnosci przedstawimy optymalne rozwigzanie dla przypadku (la).

Wiasnosci. Problem 1| pl{SI)=b,Sl>d,=D \ ~T. mozna rozwigza¢ optymalnie
szeregujac zadania wedtug niemalejacych wartosci ich wspétczynnikdw wzrostu b,.
Dowod. Zatozmy, ze dana jest optymalna permutacja n, dla ktérej zachodzi b,U >b,Utl). Z

wyrazenia (3a) wyznaczamy warto$ci czaséw zakonczenia wykonania zadan w permutacji n “:

C.w =Cjyj,dla 1=1,...,/—,

ray- WJtlLLle, , <

Y h('ijoiL} U ) >
c =C

C.0=C,()dla z=/ +2,...,m.

Na podstawie powyzszych rezultatbw oraz wyrazenia (4a) suma opdznien
wszystkich zadan w permutacji ji‘ wynosi %Z ) - "\\A7)(()+max{c,.(y( D,o} maxho,-a0.
Z zatozenia bx)) >bdUH) wynika, Zze zachodzi CxV) <CX(J), zatem warto$¢ wyrazenia

maxhu,-A 0} - max{c,.U- 2,0} jest ujemna, a to oznacza, ze < M o Zatem

uszeregowanie zadan wedtug niemalejgcych wartosci bjjest optymalne.

Stosujac strategie przedstawiong w dowodzie wiasnosci 1 mozna réwniez pokazacd

nastepujacg wiasnosé.
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Wiasnosé 2. Optymalne rozwigzanie dla problemu 1 | pl(Sl)=a,+kalSl, d. =D \

mozna uzyskaé szeregujac zadania wedtug niematejacych wartosci af.
Obecnie rozpatrzymy przypadek (Lc).

Wiasnos¢ 3. Uszeregowanie zadan wedtug niemalejagcych wartosci ich statych czesci czasow
wykonywania &,jest optymalne dla problemu 1 j p,(SI)=al +bSl, d,=D |
Dowod. Zatdézmy, ze permutacja n, dla ktérej a,U)>a,U tjest optymalna. Wyznaczmy

wartosci czaséw zakoriczenia wykonania zadar w permutacji 7t‘:

T >dla ' = Umx ~ 1>
~C*) +k<;.» ’
0= 0 +b(@*u+u ~a*u))< i>
C-m=C»0th(h+ 07" -as())<c,(».dla/=j+2 n.

Z wyrazenia (4c) wyznaczamy sume opOzniefi wszystkich zadan dla permutacji n*:
%:'T*d):/Z:| max{C*w - A°1c%:l max{¢t(j - A°}:)I‘§I mz przyjetego zalozenia a,u) >a,u”

wynika, ze CK) <Cm , dla i= Zatem, suma op06znien dla permutacji tc* jest mniejsza

niz suma opéznien dla permutacji n. Wobec tego uszeregowanie zadan wedtug niemalejacych

wartosci ich statych czesdci czaséw wykonywania a, jest optymalne.

4. Dwa r6zne pozadane terminy zakoriczenia wykonania

Zajmiemy sie teraz rozwigzaniem problemu zdefiniowanego w czesci drugiej przy
zatozeniu, ze dla wszystkich zadan zostaly okreslone tylko dwie wartosci pozadanych

terminéw zakoriczenia wykonania.

Wiasno$¢ 4. Problem 1| p,(S,) =4, +ka,S,, d, e{d,,d2} | mozna rozwigza¢ optymalnie
w O(nlogn) krokach szeregujac zadania wedtug algorytmu A l.

Algorytm Al

Niech Bi oraz B2 0znaczajg zbiory zadan, w ktdrych mamy odpowiednio d, = oraz d, =dt.

Bez straty ogolnosci zaktadamy, ze d,<d2.

Kroki. Uporzadkuj zadania ze zbioréw Bi oraz B2 wedtug niemalejagcych wartosci aj.
Podstaw C := 0.

Krok 2. Jezeli wszystkie zadania zostaty uszeregowane, to wyznacz sume op6znier. STOP.
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Krok 3. Ze zbioru Bj wybierz zadanie 10 najmniejszej wartosci a/. Jezeli zbiér B/ jest pusty,
to uszereguj zadania ze zbioru B™ wedtug niemalejgcych wartosci aj. PrzejdZz do
kroku 2.

Krok 4. Jezeli a,+C(ka, +\)<d2, to do permutacji wynikowej dotgcz zadanie / na pierwszg
wolng pozycje. Podstaw C :=a, +C(ka, +1). Przejdz do kroku 3.

Krok 5. Ze zbioru B2 wybierz zadanie v 0 najmniejszej wartosci parametru av. Na pierwszg
wolng pozycje w permutacji wynikowej dotgcz zadanie argminfa,*}, podstaw
C :=min{£i,,ar}+ C(k min{a(,ay}+ 1). Przejdz do kroku 3.

Dowod. Zatézmy, ze permutacja . dla ktérej a,U) jest optymalna. Wykorzystujac

wyrazenie (3b) wyznaczymy wartosci czasow zakoriczenia wykonania zadan w permutacji 7t‘:

= "=k-)J_10)

r +'r lirtemt +*

k 1 N
Coxa0 =Cpa’
M) =">0> - +2,..,«.
Suma opdznien wszystkich zadan dla permutacji &#‘ na podstawie wyrazenia (4b)

WYnosi:
Ii\-i Z(i) = 7)i>ax{c ,.In— ,O| —/yﬂ +max{Ct () — max{c'jtjH) —

-max{c,() - B U,a}- 3,0} ®)

Z wiasnosci 2 wynika, ze zadania z jednakowymi warto$ciami pozadanych terminéw

zakonczenia wykonania sg uszeregowane wedtug niemalejacych wartosci a,. Zatem, pozostaty

nam do rozpatrzenia przypadki, w ktérych zadania z pozycji 7-tej oraz y+I-szej posiadaja

rozne wartosci pozadanych termindw zakonczenia wykonania, tzn. zachodzi przypadek (a)
d,u) =d, oraz d,Wi) =d2 tub przypadek (b) d,u) =d2 oraz d,Ul) =d,.

Rozpatrzmy przypadek (a). W tej sytuacji wyrazenie (5) jest dane jako:

ZIMNV) =X Tan+Tu)+yw )" ~TUda=
X m +max Noi+ raum el ‘(740
= m
& Yy +f 7kIto,U!+1 J 1 ¢ (6)

-max{c,,() -B,,0}-max{c,Ut,,-B 20} .
Dla przypadku (a) moga zachodzi¢ cztery nastepujgce podprzypadki:
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(al) d2>C,,(H) oraz d,>C,,U),wtedy T, H)=0 oraz r,U)=0, natomiast T,W iZ0 oraz

Z*,,, = 0; wtedy wyrazenie (6) jest rowne ¢ r,.® = + max{c,\)- <,,0} ,
im1 1.1 -1
@2) i/, >C, M) oraz C,U >d,, mamy wtedy =0 oraz T™w) >0, natomiast T,W) >0
oraz T,U =0; wyrazenie (6) ma wtedy postaé +CxH)-C, ) >¢Z,»),
A

1-1 l<l

(@3) C.uth >rf, >C,U oraz C.Utl)>d,, wtedy TtUtl)>0 oraz r~iO , natomiast r,.(tl)>0

oraz T.U)=0; wyrazenie (6) jest rowne =¢7],,, tc/2-d,-maKjc”™,bez

i-1 <1
wzgledu na warto$¢ wyrazenia max{cjty) -d Ito}, mamy ¢Z,.,,, >¢Z,,,,,
i-l 1-1

(@4) C,U >d1 oraz C,U >d,,wtedy T,u.)>0 oraz ) >0, natomiast Z.>) >0 oraz

. ka..un +
Tw >0; otrzymujemy T V) =£z,,()+|J+C'U)| TTATT"1<IXo0-

Z analizy powyzszych podprzypadkdw wynika, ze uszeregowanie zadan wediug
niemalejgcych wartosci a,-jest optymalne tylko wtedy, gdy zadanie o wiekszym (j zakonczy
sie po terminie ¥2 w przypadku gdyby zadanie to uszeregowane byto jako pierwsze (por.
(a4)). W pozostatych podprzypadkach warto$¢ sumy opdznien jest mniejsza, gdy zadania sg
uszeregowane wedtug wartosci di.

Analiza przypadku (b) sprowadza sie do analizy podprzypadkéw rozpatrywanych w
przypadku (a).

Zostato zatem pokazane, ze algorytm Al konstruuje optymalne uszeregowanie zadan.

Wykorzystujac strategie przedstawiong w dowodzie wiasnosci 4 mozna réwniez pokazac

nastepujaca wiasnosé.

Wiasnos$¢é 5. Optymalne rozwigzanie dla problemu 1 | pl(SI)=b,SI, d, e {d,,d2} | £ <,

mozna uzyska¢ w O(nlogn) krokach szeregujac zadania wedtug algorytmu A2.

Algoi7 tm A2

Niech Bi oraz B2 oznaczajg zbiory zadan, w ktérych mamy odpowiednio d. =d{ oraz
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Krok 1. Uporzadkuj zadania ze zbiorébw Bi oraz B2 wedlug niemaiejacych wartosci
parametrow bj. Podstaw C := 1

Krok 2. Jezeli wszystkie zadania zostaty uszeregowane, to wyznacz sume opéznieri. STOP.

Krok 3. Ze zbioru Bi wybierz zadanie / 0 najmniejszej wartosci parametru bu Jezeli zbiér Bi

jest pusty, to uszereguj zadania ze zbioru B2 wedlug niemaiejagcych wartosci bj.
Przejdz do kroku 3.

Krok 4. Jezeli C(b, +\)<d2, to na pierwszej wolnej pozycji w permutacji wynikowej
uszereguj zadanie /. Podstaw C :=C(b, +1). Przejdz do kroku 3.

Krok 5. Ze zbioru B2 wybierz zadanie v o najmniejszej wartosci bv. Na pierwszg wolng
pozycje w permutacji wynikowej dotgcz zadanie argmin{ipdv}. Podstaw

C:=C(min{06,,6Vv}+ I). Przejdz do kroku 3.

5. Dowolne pozadane terminy zakoriczenia wykonania

Obecnie rozpatrzymy szczegélne przypadki naszego problemu dla ré6znych wartosci
pozadanych terminéw zakorczenia wykonania. W pierwszych dwdch przypadkach zatozymy,
ze wartosci pozadanych termindw zakonczenia wykonania sg proporcjonalne odpowiednio do
wspotczynnikdw wzrostu oraz statych czesci czaséw wykonywania zadan. W trzecim
przypadku pozadane terminy zakoriczenia wykonania nie bedg w zaden sposéb zalezaty od

parametrow czasu wykonywania zadania.

Wiasnos$¢ 6. Uszeregowanie zadahi wedlug niemaiejacych wartosci ich wspotczynnikéw

wzrostu bijest optymalne dla problemu 1 j pJSi)=hiS., d, =kb, | ~71.
Dowdd. Zatézmy, ze permutacja 7, dla ktérej b, >bHM), jest optymalna. Wartosci czasow
zakonczenia wykonania zadan w permutacji 7t wyznaczamy na podstawie wyrazenia (3a):

CV=U.,, dla *=1...7-1,

n-()?'b ’1'0,040 Ay

Wedtug wyrazenia (4a) suma opdznief wszystkich zadan w permutacji n“ wynosi:
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Z T™)~2 +T.w+ TV

= Z Trcn o+ omoax| oy A DY C . (> - w »u..).°) + max {Cr<m> " (7))
—max {c,(J) — max —t6sUll),0} .
Z zatozenia b,()) >b*Ut) wynika, ze dHn >d,Ut,,. Rozpatrzmy nastepujgce przypadki:

(al) d,() >C,(t) oraz d,@) >C,U), wtedy T, () £0 oraz T,U)=0, natomiast TXW =0 oraz
rvu) =0; wtedy wyrazenie (7) jestrowne ¢ r,.(0=¢ r,w-max”,, - £r,w.
(a2) d,,u) >C,(A) oraz « ... 5C,(;), wtedy r,(/t)>0 oraz r,(J)=0, natomiast T,w) =0 oraz

TxV) £ 0; bez wzgledu na warto$¢ wyrazenia maxli \.;II‘ C.(j)-kb, Utl),0 Jm otrzymujemy
i

M ~CU+1

@3) c,u,»>d'U)*C'{) oraz £2(yH) $C,0H)1 wtedy rx)D)>0 oraz r,U)=0, natomiast

r,.Ut, >0 oraz r,X)£0; bez wzgledu na warto$é wyrazenia
max axm>+1c -to 0 , mamy
| 61+ 1 J

t~ 0=Zr,(H+m ax{""c,w—tc’)’\l),ol}+4 A R-inN)<lirnit,
M A [ +1 Il

(@4) d,U<C,Y oraz d,Utl)<C,U), wtedy r,WI) >0 oraz 7;u)>0, natomiast r™,, >0 oraz

T £0; w rozpatrywanej sytuacji wyrazenie (7) jest dane w nastepujgcej postaci:

K/ITV) = %I I «d +maxl[tg’Ld)n++1’ c« i)-kb,u>i)’°j\ - ¢ *+kb*iH)” podobnie jak poprzednio,
. L fb . +1 ]I n n
bez wzgledu na warto$¢ wyrazenia maxj-"dll— CMJrkbxUn,0[ mamy £ TV)cJX « m
[bLU+1 J
w H
W kazdym rozpatrywanym powyzej przypadku zachodzi £'\>/I(-<<> < /%IA»(O » Zatem,

uszeregowanie zadan wedtug niemalejacych wartosci ich wspdtczynnikdw wzrostu jest

optymalne.

Na podstawie wyrazen (3a) i (4a), przy zastosowaniu strategii przedstawionej w

dowodzie wiasnosci 6 mozna pokaza¢ nastepujace dwie wiasnosci.



22 A. Bachman, A. Janiak, J. Koztowski

Wiasnos$¢ 7. Problem 1| pl(S,) =al +bSlt d,=ka, | £7] mozna rozwigza¢ optymalnie
szeregujac zadania wedtug niemalejgcych wartosci ich statych czesci czasow wykonywania.
Wiasnosé 8. Optymalne rozwigzanie dla problemu 1| /;,(S,) =a+bS, | jTr, mozna

uzyskaC szeregujac zadania wedlug niemalejacych wartosci ich pozadanych terminéw

zakonczenia wykonania (Earliest Due Date first).

6. Podsumowanie

W niniejszej pracy rozpatrywano szczegélne przypadki jednomaszynowego problemu
szeregowania zadan czasowo zaleznych przy kryterium minimalizacji sumy op6znien.
Przedstawiono wielomianowe rozwigzania dla o$miu roznych szczegélnych przypadkéw

0go6lnego problemu. Wszystkie rozwigzania posiadaty ztozonos¢ rowng O(nlogn).
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Abstract

The paper deals with the single machine problem of scheduling jobs with the start time
dependent processing times. The objective is the minimization of the total tardiness. The job
processing times are given as linear functions containing fixed and variable parts. We present
the optimal solutions for some special cases of the considered problem, in which for all the
jobs one common, two different and arbitrary values of due dates arc given.



