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JEDNOMASZYNOWY PROBLEM SZEREGOWANIA ZADAN CZASOWO
I ZASOBOWO ZALEZNYCH PRZY KRYTERIUM MINIMALIZACJI CZASU
ZAKONCZENIA WYKONANIA ZADAN

Streszczenie. W niniejszej pracy wykazano NP-zupetno$¢ jednomaszynowego
problemu szeregowania zadan z czasami wykonywania zaleznymi zaréwno od
momentu rozpoczecia wykonywania, jak réowniez od iloSci przydzielonego zasobu przy
kryterium minimalizacji czasu zakonczenia wykonania zadan.

MINIMIZING THE MAKESPAN FOR THE SINGLE MACHINE SCHEDULING
PROBLEM WITH START TIME AND RESOURCE DEPENDENT JOB
PROCESSING TIMES

Summary. The paper deals with a single machine scheduling problem, in which the job
processing times are start time and resource dependent. We prove that this problem is
NP-complete for the makespan minimization.

1. Wprowadzenie

Wykorzystanie klasycznej teorii szeregowania zadan do opisu wielu rzeczywistych
procesow, w ktérych czas wykonywania zadania nie jest staty, jest bardzo trudne, a czasami
nawet niemozliwe. Jednym ze sposob6w rozwigzywania spotykanych w praktyce probleméw
szeregowania zadan jest ich doktadniejsze modelowanie przy uzyciu réznych parametréw.
Dzieki nim uzyskujemy mozliwos$¢ zblizenia sie do istoty charakteryzowanego problemu. W
literaturze naukowej znane sg przyktady modeli czasu wykonywania zadania, w ktorych ilos¢
przydzielonych zasob6w wptywa na dtugo$¢ jego wykonywania [4], Znane sa rowniez takie
modele, w ktorych czas przeznaczony na wykonanie zadania jest pewng funkcjg momentu
rozpoczeciajego wykonywania [5] lub [1],

W niniejszej pracy wprowadzono nowy model czasu wykonywania zadania, ktory tgczy
w sobie dwie, wczedniej wspomniane, zaleznosci, tzn. czas przeznaczony na wykonanie
zadania stanowi funkcje dwéch zmiennych decyzyjnych: iloSci przydzielonych zasobdéw i
momentu rozpoczecia wykonywania. Zastosowanie takiego modelu mozemy znalezé w

przemysle hutniczym, a dokfadniej w procesie nagrzewania wlewkoéw w piecu wgtebnym
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przed rozpoczeciem procesu walcowania na walcarce-zgniataczu. Uzyskane w wyniku
wytopu stali wlewki sg poddawane procesowi stygniecia i krystalizacji, ktéry trwa od kilku do
kilkunastu godzin. Po zakonczeniu tego etapu wlewki sg segregowane w odpowiednie
zestawy, a nastepnie transportowane do piecowni zgniatacza, gdzie, za pomoca specjalnych
suwnic, sg tadowane do piecow wgtebnych. Kazdy wlewek posiada pewng temperature
poczatkowg zalezng od jego wymiaréw zewnetrznych, jak i czasu stygniecia. Czas
przebywania wlewka w piecu wgtebnym jest uzalezniony od ilosci dostarczonego gazu, tj. od
iloSci dostarczonych zasobdw (por. [4]) oraz od temperatury poczatkowej wlewka. Im nizsza
jest temperatura poczatkowa wlewka, tym dtuzszy czas jego nagrzewania i odwrotnie, im
wieksza jest ilos¢ dostarczonych zasobdw, czyli gazu, tym krétszy czas nagrzewania. Nowy
model czasu wykonywania zadania w wiekszym stopniu przybliza rzeczywiste zjawisko, ale
wptywa takze na trudno$¢ zwigzanych z nim problemoéw szeregowania.

W drugim rozdziale niniejszej pracy dokonano dokltadnego sformutowania
rozpatrywanego problemu. Trzeci rozdziat poswiecono wykazaniu Kilku szczegdinych
witasnosci badanego problemu, natomiast w czwartym rozdziale udowodniono jego NP-

zupetnos$é. W pigtym rozdziale zamieszczono krotkie podsumowanie.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbior J = {l,...,n} zawierajacy n niezaleznych i niepodzielnych zadan do
wykonania na pojedynczej maszynie. Kazde zadanie i jest dostepne do wykonywania w
momencie CO£ 0. Czas wykonywania zadania p,- jest dany liniowg funkcjg zalezng zaréwno
od momentu rozpoczecia wykonywania Si, jak réwniez od ilosci przydzielonych zasobow u,:

pl(S,,ul)=al +blSI -a*lul, (1)
gdzie atjest statg cze$cig czasu wykonywania zadania, A, jest jego wsp6tczynnikiem wzrostu,

natomiast a) jest wspotczynnikiem wykorzystania zasob6ow. llo$¢ zasobéw m przydzielonych
do zadania i jest ograniczona lokalnie: 0:Sg <ag <u, (; = ) oraz globalnie ¢m, <,U.

Parametry u oraz u, reprezentuja lokalne ograniczenia technologiczne na minimalng oraz

maksymalng ilo$¢ dostepnego zasobu. Ponadto zakitada si¢, ze spetnione jest ograniczenie

«,,4 0 =1 n)>dzieki czemu czasy wykonywania wszystkich zadanh sg zawsze dodatnie.
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Niech n oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru J, natomiast niech irell oznacza
pewna permutacje. Parametry zadania zajmujgcego w permutacji n pozycje i-tg beda
oznaczane indeksem 7ici).

Wykorzystujagc wyrazenie (1), wyznaczymy wzdér opisujacy czas zakonczenia
wykonania zadania zajmujgcego w permutacji n pozycje i-ta:
=i i +0+ +0-1i.3"- "
Iy-i ‘“"7«% ipm+0+cOn {bw +o0 Iy-i a'-U) Uku)lz«j-‘i +1). 2)

Analizujac wyrazenie (2) mozemy zauwazy¢, ze z iloScig zasoboéw uAj) przydzielonych
do /-tego zadania zwigzany jest wspotczynnik a\U +1). W dalszych rozwazaniach

bedzie on nazywany rozszerzonym wspoétczynnikiem wykorzystania zasobow.

Przy wykorzystaniu tréjpolowej notacji cc\ J3\ y [3] rozpatrywany problem oznacza si¢

nastepujaco: 1 pl{S,,ul) =al +blSl -a"lul, <U Cmix Jego rozwigzanie polega na

d
ustaleniu permutacji zadan oraz na okre$leniu ilosci zasobéw przydzielonych do kazdego

zadania, dla ktérych czas zakonczenia wykonania ostatniego zadania jest minimalny.

3. Wiasnosci problemu

W niniejszym rozdziale przedstawimy kilka wtasnosci rozpatrywanego problemu, ktore

zostang nastepnie wykorzystane w dowodzie jego NP-zupelnosci.

Twierdzenie 1. Dla problemu 1 p,(S,>»;)=<*+; A -a\u,, CBK przy ustalonym

rozdziale zasoboéw dla /= w optymalnym uszeregowaniu zadania sa uporzadkowane

wedtug niemalejgcych wartosci wspoétczynnikow ~
b.

Dowdéd. Trywialny. Mozna go przeprowadzi¢ przez zamiane sasiednich zadan lub na
podstawie optymalnego uszeregowania zadan dla problemu 1 | p/6,) =a +blISI | Cm, [5],

Twierdzenie 2. Dla dowolnej ustalonej permutacji zadan nell, dla problemu

1] pl(Slu,)=a, +b.S, -a'u,, ¢u, $U Cntx, rozdziat zasobéw (w maksymalnych
M

dostepnych ilosciach) wedtug niemalejgcych wartosci a\\) I<P’1J 6,6, + 1) jest optymalny.
i

Dowod. Trywialny. Mozna go przeprowadzi¢ przez zamiane sgsiednich zadan.
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Twierdzenie 3. Dla problemu 1 pl(Sl,u,)=al +blISI-a‘lul, 5 Cm,, dla kazdej
|

ustalonej permutacji nell, istnieje optymalny rozdziat zasobow, w ktérym ilosci zasobow
przydzielone do wszystkich zadan z wyjatkiem jednego k sg réwne ich dolnym lub gérnym
ograniczeniom: W =u, v u =u,)dlaie {l,...n}\{k} oraz u,<ut <ut .

Dow6d. Zatézmy, Ze dana jest permutacja zadan ji, w ktérej ilosci zasobéw przydzielone do
zadan zajmujacych pozycje /'-tg oraz /-tg wynoszg odpowiednio u,(l) oraz ujf{l). Bez starty
0golnosci zaktadamy, Ze ilosci zasobow przydzielonych do pozostatych zadan sg réwne ich

gérnym lub dolnym ograniczeniom. Ponadto zaktadamy, Ze /'</, , h,)< >

"(h+um>*“<) oraz u(i)+UWu) >u*v) e Na podstawie wyrazenia (2) rozszerzone

wspoétczynniki wykorzystania zasoboéw dla zadah z pozycji /-tej oraz /-tej wynosza

odpowiednio: zr',{/)I:/[ 6,hH+1) oraz a'r{O”i (br(t) + 1). Dla ustalonej permutacji zadan n
A o

pomiedzy tymi wspo6tczynnikami mogg zachodzi¢ nastepujace relacje:
@ <wij +0<aw) fjbow+0> (b) a'< £y () + 0> (> {6 (>+ 0

lub (©) a\OEi (3 + D=an O figb.w + 1)

Biorgc pod uwage tylko ilosci zasobéw przydzielone do zadan z pozycji /-tej oraz /-tej, tatwo
mozna pokazac¢, Ze dla przypadkow (a), (b) oraz (c) nastepujace przydziaty zasobow do tych

zadan nie zwiekszajg wartosci C,w (w przypadku (a) oraz (b) nawet te warto$¢ zmniejszaja):

(@) u*(P= ux{+ up<)—ui) > ux(>= uxi) > (b) u*()—udD) U,(/)= ui) + “,(0—uK) oraz (c) //,0),
b U= +ul@)~ T u()=ul> lub 1,0 =), uB=u@E+"()—ul)m

Wynika stad, Ze dla kazdej ustalonej permutacji zadan istnieje optymalny przydziat
zasobow, w ktérym tylko dlajednego zadania ilo$¢ przydzielonych mu zasobdw jest rézna od
odpowiadajgcego mu dolnego lub gérnego ograniczenia.
Whniosek 1. W optymalnym rozdziale zasobéw, dla ustalonej permutacji zadan, w ktorej
wspoétczynniki wykorzystania zasobdw sa jednakowe dla wszystkich zadarn (a\=a' dla

i=1 n), zasoby sa przydzielane poczawszy od pierwszej pozycji w maksymalnych

dostepnych ilosciach.
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4. Dowo6d NP-zupelnosci

Pokazemy teraz, ze NP-zupeiny PROBLEM PODZIALU (PP) [2] jest wielomianowo

transformowalny do decyzyjnej wersji naszego problemu (DPS).

PP: Dany jest zbiér X = zawierajacy m dodatnich liczb catkowitych, ktérych suma
m —
jestréwna N x, = 2B, Czy istnieje taki podzbiér Y c X , ze speinione jest =]T =B?

DPS: Dany jest jednomaszynowy problem szeregowania n niezaleznych i niepodzielnych
zadan z czasami wykonywania danymi w postaci (1), parametrami b,, a oraz warto$ciami
U iy. Wszystkie zadania sg dostepne do wykonania w chwili CO= 1. Zaktada sig¢, ze U oraz
m sg dodatnimi liczbami catkowitymi, natomiasty, a,, b, oraz a’-sg nieujemnymi liczbami
wymiernymi. Czy istnieje takie uszeregowanie zadan z rozdzialem zasobéw (przy

ograniczeniu U na catkowitg ilo$¢ dostepnych zasobdw), dla ktoérego czas zakonczenia

wykonania ostatniego zadania jest nie wiekszy niz y|
Twierdzenie 4. Decyzyjna wersja DPS jednomaszynowego problemu szeregowania zadan

1 p,(S,,ul)=ai+blSlI- a\u, ™ uisU Cm jest NP-zupeina.

Dowdéd. Przedstawimy teraz transformacje PP do DPS. Niech DPS zawiera n=m+| zadan,

gdzie parametry pierwszych m zadan, utworzonych na podstawie instancji PP, sg dane jako:
m, ®)

natomiast parametry m+I-szego zadania, nazywanego dalej zadaniem dodatkowym, wynoszg:

a, =165s, 6,=2S\ a.=0, «,=0, u =0. (4)
Wartosci U orazy sg odpowiednio réwne: U=B oraz y =1655-454+655+16S2+ 11R+9.

Mozemy zauwazy¢, ze w przedstawionej transformacji, dla wszystkich zadan

utworzonych na podstawie elementéw z PP, wspoétczynniki a—a'u‘, i= m sa

jednakowe w dwoch przypadkach, gdy iloSci zasobdw przydzielonych do zadan: (a) sg rowne

zero («. =" =0), wtedy —=(1+B5J)2B2 lub (b) odpowiadajg ich gérnym ograniczeniom
b,
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Dla zadan zjednakowymi wspétczynnikami — (bez rozdziatu zasob6w) zachodzi [1]:

- przy kryterium Cnexdowolne uszeregowanie zadan jest optymalne,

- czas zakonczenia wykonania /-tego zadania w perinutacji n jest dany nastepujaco:

cHi>=(co+v)fIN-71+1 -v; v=p (5)
W przypadku (a), w ktéiym v=—=(I+8B ~ B 1, wyrazenie (5) jest rowne:
b,
C,())=(C0+ (1+85J)25J fe +I1I-(1 +853)252 /-1 ... 6
,()=(CO+( ) )ﬂ\{zse ( )252, (6)
natomiast w przypadku (b),w ktérym v=—— =2B2, mamy odpowiednio:
Cr=(ct+22»>)g”"N +1j-22»*: i= )

Pokazemy teraz, ze rozwigzanie dla DPS istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla PP
istnieje ono réwniez.
(PP => DPS) Zatdézmy, ze podzbiér Y czX ={x, } zawierajacy / elementow jest
rozwigzaniem PP. Uszeregowanie zadan i rozdziat zasobéw dla DPS sg dane nastepujgco. W
pierwszej kolejnosci wykonywane sg zadania utworzone na podstawie elementéw nalezacych
do podzbioru Y, nastepnie zadanie dodatkowe a po nim zadania utworzone na podstawie
elementéw z podzbioru X\Y. Wszystkie zasoby zostaty przydzielone do zadan z podzbioru Y
w ilosciach odpowiadajacych ich goérnym ograniczeniom, tzn. u,=u,=xl, x,eY. Na

podstawie wyrazenia (7) czas zakohczenia wykonania zadan z podzbioru Y wynosi

Cr=(1+2B’)n \f/ZeB_ +IJ-ZBl. Czas zakonczenia wykonania zadania dodatkowego jest
ji

rowny: C, - 16BS- 45* - 2 +(l +4BJ+ +'j mWykorzystujac (6), otrzymujemy
wyrazenie na czas zakonczenia wykonania ostatniego zadania:

m+i geB*-2B1 . (8)
W B ) ' VIi2B2 JV~2B: j
Skonstruowane rozwigzanie posiada cechy optymalnego uszeregowania oraz

optymalnego rozdziatu zasobdw. Zadania sg uszeregowane wedtug niemaiejacych wartosci

ilorazow ——fjih. (por. twierdzenie 1), natomiast rozdziat zasobow jest optymalny zgodnie

z twierdzeniem 3 oraz wnioskiem 1.
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Obecnie poréwnamy warto$¢ wyrazenia (8) z zadang wartoscig y. W tym celu
wykorzystamy nastepujace spostrzezenie. Dla zadanej sumy elementéw ich iloczyn posiada

najwiekszg wartos¢, gdy wartosci tych elementéw sa jednakowe. Jezeli wartosci | elementéw

z podzbioru Y sgjednakowe (x, =—, x,eY) oraz wartosci m-1 elementéw i podzbioru X\Y sg

réwniez jednakowe (x, = | xi e.X\Y), wtedy wyrazenie (8) jest dane nastepujgco:
m -
,=(I653+1253f ------------ +11 +{|/+452+454f— + 1] 1 -+I1 - 1654- 2B1.
’('> \ZB( -y d \2 Bl ){2B(m-I)

Mozna pokaza¢, ze dana powyzszym wyrazeniem warto$¢ C,(, jest najwieksza, jezeli

podzbior Y zawiera doktadnie jeden element (/=1) o wartosci B, natomiast wartosci m-1

elementéw z podzbioru X\Y sg réwne X, =------ , X, e X\Y. Wobec tego czas zakonczenia
m

wykonania ostatniego zadaniaw tym przypadku wynosi:

C,, .=(165s+125sf --——-- i-——-- Ij +{I/+45\]+454f — +1Y - — +I] -1654-2B2.
\25(m -1) \2B \2B(m-\
Wykorzystujgc nastepujgce oszacowanie ——+1j < N +1j (dowéd z dwumianu

Newtona), warto$¢ Cx(,) mozna oszacowac nastepujaco:
C....;<(165>+1257~52z _ +I]t (I*4«>+ 4S")(L+1]|iz _ +1]-16S' -2JC-
=165s5-454+65’ +1652+—5 +§+—S—+— — +—

<
45-1 45 -B 645
<165!-454+65J+1652+115+9=y.

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze czas zakonczenia wykonania ostatniego
zadania jest mniejszy niz zadana wartos¢ y. Wobec tego pokazano, ze jezeli PP posiada

rozwigzanie, wtedy DPS posiadaje réwniez
(""PP => "DPS) Zat6zmy teraz, ze PP nie posiada rozwigzania, tzn. . Wystarczy,
X,sY X, *xXxr

jezeli rozpatrzymy dwa nastepujace przypadki:

(@ ]Tx,.=B-X, ~x,=5+/1, oraz (b) =5 +/1, =5-2, gdzie 2 jest pewng

X,<r i,sx\r t.sC i,sx\r

liczba catkowita.
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Rozpatrzmy przypadek (a). Zatézmy, bez starty ogdlnosci, ze podzbior Y zawiera |
elementéw. llosci zasobdw przydzielone do zadan utworzonych na podstawie elementéw ze
zbioru Y odpowiadajg ich géornym ograniczeniom zasobowym (suma dostepnych zasobéw U
jest wieksza niz suma gérnych ograniczen zasobowych dla zadan ze zbioru Y). Wobec tego

czas zakonczenia wykonania ostatniego zadania z tego podzbioru wyraza sie jako (por. (7)):

X . . .
C, :C,()):(|+25a7q ’2%2+11-25*. Nastepnie wykonywane jest zadanie dodatkowe,

ktérego czas zakonczenia jest rowny: C, = 165s- AB* - 2B2+ (I + AB1+ 45%)][ +j] poO
V252 )

zadaniu dodatkowym wykonywane sg zadania utworzone na podstawie elementéw z
podzbioru X\Y. Z wniosku 1 wynika, ze pozostate zasoby nalezy przydzieli¢ do zadan
wykonywanych zaraz po zadaniu dodatkowym. Zaldzmy, ze zasoby zostaly przydzielone
tylko do zadania z pozycji /+2-giej (u,(U, =2), wtedy czas zakonczenia wykonania zadania z
tej pozycji wynosi:

) . Ny tUL+\
C,([#2=(1+85XK (W)- 88" + 5, *1 16BS- AB'- IB!+ (1 +ABL+ AB')H 252+

7-1

Jgp *1 1655+\2B" +(1+AB2+AB) f | ( +\3 - (L+85!)IB2- 8527

71V 25
W nastepnej kolejnosci wykonywane sg zadania utworzone na podstawie pozostatych
elementow z podzbioru X\Y. Wobec tego na podstawie wyrazenia (6) czas zakonczenia
wykonania ostatniego zadania jest dany nastepujgco:
r 165!+ 12B" + (1+452+45)]jjj~ -+~ -+1
25 iy
©)

-ttofl ~r +1|-(i +853)252 .

Poréwnajmy uzyskany wynik (9) z zadang wartoscig y. Analogicznie do pierwszej
czesSci dowodu mozemy pokazac, ze wartos¢ C,w jest minimalna, gdy podzbiér Y zawiera
I=m -1 elementéw, natomiast zbiér X\Y zawiera tylko jeden element. Zauwazmy, ze dla
elementéow o zadanej sumie ich iloczyn jest minimalny, jezeli wartosci tych elementow z
wyjatkiem jednego sg minimalne. Zatem w rozpatrywanym przez nas przypadku warto$¢
C,M jest minimalna, gdy podzbiér Y zawiera /=m-2 elementéw réownych 1 (wartosci xt sg

catkowite) oraz jeden element o wartosci B-X-m+ 2. Wobec tego podzbiér X\Y zawiera

tylko jeden element o wartosci 5 + X. Zatem wyrazenie (9) jest dane jako:
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1655. 125+ (i +452+ 45" + (N7 +] +1j~85" ~Lis-- 20
1655+ 125"+ (| +452+ 45| — +- +1 5-;? NEN+L |-852-165"-252=

= 165! +85“+51(10+82) +52(9- 22 - 2m) +5(8 - m) +-*-- 3m+2(2—m- 2) +

5(12- 3m)- 2(32 +3m- 6)- 3m+7 352+5(8- 3w)- ABGA+3m- 6)+2-m

+ 252 + 45 +
52+5(2-w)-2(2 +ffl~2)

+ 856

Mozna pokazaé¢, ze warto$¢ wyrazenia (10) jest minimalna dla 2 =1 Zatem

uzyskujemy:
C.M >1655+85%+ 185" +52(7- 2m) +5(8-m) + o - 4m + 1+ Bi]2::3).7.6m +]0 +

“(S-w-P - —— +8B +B(2 M+ 1 m >168s_4B<+6B>+16£2+ [IB+9=
45« 85

Pokazano, ze w przypadku (a) warto$¢ C,(, jest wieksza niz zagdana wartoscy.

Rozpatrzmy przypadek (b). Zatézmy, tak jak poprzednio, ze podzbiér Y zawiera /
elementéw. Suma elementdw z podzbioru Y jest wieksza niz wartos¢ 5 (globalna ilo$¢
zasobow), zatem ilo$¢ zasobdw przydzielona jednemu zadaniu z tego podzbioru jest mniejsza
od jego gornego ograniczenia na ilo$¢ dostepnych zasobéw. Z wniosku 1 wynika, ze jest to
zadanie z pozycji /-tej. Zatézmy, ze zachodzi najkorzystniejszy przypadek; w ktorym ilo$¢
zasobow przydzielona do /-tego zadaniajest rowna u,w = «<,, -1. W takiej sytuacji zadania z

pozycji /-tej oraz /+l-szej nie sg uszeregowane optymalnie (por. twierdzenie 1), poniewaz

zachodzi dla nich w?h—~a'dl(v>-)=M | +2B2>853+252> =i. = . Aby

zapewni¢ optymalno$¢ rozpatrywanego uszeregowania nalezatoby zadania z pozycji /-tej oraz
/+1-szej zamieni¢ miejscami. Jednakze w wyniku takiej zamiany otrzymamy rozwigzanie juz
rozpatrzone w przypadku (a), w ktdrym warto$¢ C,w jest wieksza niz wymagana wartos¢y.

Pokazalismy, ze DPS ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy PP maje rowniez.

5. Podsumowanie

W niniejszej pracy wprowadzono nowy model czasu wykonywania zadania uzalezniony
zaréwno od ilosci przydzielonych zasobéw, jak i momentu rozpoczecia wykonywania.

Wykazano NP-zupetno$¢ jednomaszynowego problemu szeregowania zadan z czasami
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wykonywania danymi w postaci tego modelu przy kryterium minimalizacji czasu zakoriczenia

wykonania zadan.
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Abstract

In the paper we considered the single machine scheduling problem for the makespan
minimization. Job processing times are given as linear, nondecreasing functions dependent on
the processing start time Si and the amount of the allocated resources uh i.e.
pi(S/,ul)=a, +b,S, - a\u,, where a-, 6/ and a denote the constant part, the growth rate and the
resource consumption ratio, respectively. We transformed NP-complete Partition Problem
(PP) to our problem under the consideration. The PP is defined as follows: given positive

m

integers X = Xj, M =25; does there exist a subset Y <zX ={x0...,xj such that

1Tx, = ]Tx, =5 ? Our problem consist of n=m+ 1jobs, where the parameters of first m jobs,

X, tr X, tx\r

constructed on the given instance of PP  were described as follows:
a =(+852x, 6 =¥Jré a', =852, u=0 u=x (/=1,.,./n) and the parameters of the extra

job, were given as: a, =165s, bt =2B2, a\ =0, «,=0, u,=0. The numbers U andy were

given as B and 165s-454+651+1652+115+9, respectively. On the basis of the
transformation given above, we proved that the considered problem is NP-complete.



