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SZEREGOWANIE ZADAN W SYSTEMACH WIELOMASZYNOWYCH Z CZASEM
REALIZACJI ZALEZNYM OD ILOSCI ZASOBOW

Streszczenie. Praca dotyczy zagadnienia czasowo-optymalnego przydziatu n zadan
niezaleznych izasobu nieodnawialnego do m réznych maszyn réwnolegtych. Zaktada sie,
ze wystepuje stato$¢ przydziatu zasobéw w czasie wykonywania catego zbioru zadan.
Dla zadanej funkcji czasu realizacji zadan sformulowano model matematyczny

zagadnienia i podano algorytm heurystyczny. Przedstawiono wyniki eksperymentéw
obliczeniowych.

TASK SCHEDULING IN MULTIMACHINES SYSTEMS WITH EXECUTION TIME
DEPENDS ON THE NUMBER OF RESOURCES

Summary. In the paper the problem of time-optimal allocation of n independent tasks
and nonrenewable resources to m different parallel machines is considered. We assume,
that is constancy of resources allocation in execution time all tasks set. For some tasks
execution time function the mathematical model of this problem is formulated and an

heuristic algorithm is presented. Some results of executed numerical experiments are
presented.

1. Wprowadzenie

Od wielu lat prowadzi sie intensywne badania problematyki czasowo-optymalnego
szeregowania zadan i rozdziatu zasobéw [1, 5, 6, 7, 8, 9], Prezentowana praca bazuje na
wynikach tych badan ijest kontynuacjg wczesniejszych prac autora [ 2, 3, 4 ].

W praktyce zagadnienia kolejnosciowe sg dos¢ skomplikowane i najczesciej sa
zagadnieniami AP-zupetnymi. Metody przegladu (np. metoda podziatu i ograniczen), ktére sg
stosowane w celu rozwigzania tych zagadnien, sg czasochtonne, szczeg6lnie przy duzej liczbie
zadan do wykonania. Fakt ten jest typowy dla tej klasy probleméw optymalizacji dyskretnej
i w przypadku, kiedy zalezy nam na krotkim czasie obliczen, jedynym podejSciem jest
zastosowanie algorytméw heurystycznych.

Celem niniejszej pracy jest znalezienie takiego uszeregowania n niezaleznych
niepodzielnych zadan na m maszynach réwnolegtych oraz takiego przydzialu zasobu

nieodnawialnego do tych maszyn, aby minimalizowa¢ czas zakonczenia wykonywania



34 Z.Buchalski

wszystkich zadan. W pracy przedstawiono model matematyczny zagadnienia, algorytm
heurystyczny rozwigzujagcy problem oraz podano wyniki eksperymentéw obliczeniowych

przeprowadzonych za pomoca tego algorytmu.

2. Model matematyczny zagadnienia

Dany jest system wielomaszynowy, przedstawiony na rys.l, ztozony z m maszyn
rownolegtych tworzacych zbiér M = {Mh M2, ... , Mk ... , Mm). Kazda maszyna reprezentuje
urzadzenie realizujgce okreslony zbiér zadan niezaleznych niepodzielnych. Zbiér wszystkich
zadan przeznaczonych do wykonania na m maszynach oznaczmy przezJ={ 1, 2, ..., «}. Kazde
zadanie moze by¢ wykonane na dowolnej maszynie i w trakcie realizacji nie moze by¢
przerywane. Liczba zadar do wykonania jest wieksza od liczby maszyn (« >m).

Zaktadamy, ze zasob jest dyskretny i dysponujemy N identycznymi jednostkami tego
zasobu; N >m. Przez uke U oznaczmy te ilos¢ zasobu, ktdra zostanie przydzielona
maszynie MKk w trakcie wykonywania zadan uszeregowanych na tej maszynie, gdzie

¢/= {1, 2, ... N).

Rys. 1 System maszyn réwnolegtych
Fig. L Parallel machines system
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Ograniczenia zasobowe sg nastepujace:

m
§N, 1<k<m, ukeU.

Czas wykonania i-tego zadania na maszynie M jezeli przydzielono jej ukjednostek zasobu

nieodnawialnego, okreslony jest funkcja:

(9

Parametry a,k>0, bik>0 charakteryzujg i-te zadanie i k-tq maszyne.
Problem polega na znalezieniu takiego uszeregowania zadan na maszynach i takiego
przydziatlu zasobéw nieodnawialnych do maszyn, aby minimalizowa¢ czas zakonczenia

wykonywania wszystkich zadan.

Oznaczajac przez Jkc J zbiér zadan uszeregowanych na maszynie MK nalezy

rozwigzac nastepujacy problem minimalizacji:
)

przy ograniczeniach:

(i) ukeU, k-

W celu rozwigzania powyzszego problemu minimalizacyjnego dokonamy relaksacji
warunku uk eU zastepujagc go warunkiem 0< < /V, k =1,2,../w. Po rozwigzaniu
odpowiedniego zadania minimalizacji dyskretno-ciggtej otrzymane warto$ci uk zaokragglamy do
wartosci catkowitych (patrz krok 11 algorytmu heurystycznego).

Dokonujagc wspomnianej relaksacji problem (2) mozna sformutowaé jako nastepujacy

problem optymalizacji dyskretno-ciggtej:
®)

przy nastepujacych ograniczeniach:

fi') ] mn
sj =1,2,...;w s#t,
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n Auk<,N, uk*Q ¢=1.2,../»

gdzie:
T :[0,A]x{l,2,..../n} —/Cjest rozszerzeniem funkcji 7] :{1,2,....,7V}x{l,2,...,»i}-» R*

i okreslone jest przez funkcje:
(4)
Przez uk,J'k,k =\,2,...m oznaczmy rozwigzania zadania (3). W dalszych rozwazaniach
pomocny bedzie nastepujacy lemat:
LEMAT 1
Jezeli nk, Jk,k =1,2,.../» sg rozwigzaniami optymalnymi zadania (3), to:
(i) ak>0, k:Jk*0, ¢=12,.»/

»i=0, ¢:3*=0, k=12 ..m,
(i) \,k)=c°mt, k:Jk#0, ¢=1.2,.,/».

Warunek (i) w LEMACIE 1 moéwi, ze w przydziale czasowo-optymalnym zasobu i zadan
do maszyn wykorzystuje sie wszystkie jednostki zasobu, a warunek (ii), ze czasy pracy tych
maszyn, ktére wykonujajakie$ zadania, sg identyczne.

Zdefiniujmy funkcje F(JUJ2  Jn) okreslong dla m zbioréw Ju J2  Jmdla ktérych
zachodzi ograniczenie 3(i). Warto$¢ tej funkcji jest rozwigzaniem nastepujacego uktadu

réwnan:
(5
=N; uk>0 k:Jt*0, ¢=12,../»
Wykorzystujagc LEMAT 1oraz (5), zadanie (3) przyjmie wiec ostateczng postac:

(6)

przy nastepujacych ograniczeniach:

() Jtn\J,-0, j,/=12../» s*t.
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Jezeli J’,J'2,...,J'msg rozwigzaniem zadania (6), to uk,Jk,k =1,2,...,0t, gdzie:

k:Jk*0, 1<k<m
a (7)
0 , kiJ"k=0, 1<k<m

jest rozwigzaniem zadania (3).

3. Algorytm heurystyczny i wyniki obliczen

Kolejne kroki algorytmu heurystycznego sg nastepujace:

Krok 1. Potdz uk= ﬂ k=1.2,.., Iw.
ni

Krok 2. Oblicz czasy wykonywania zadarh na poszczeg6lnych maszynach Ti(uk,k) = ak+—,

/=12, ...,» k=12,.,./n.
Krok 3. Uszereguj malejgco zadania wg czasu ich trwania.

Krok 4. Przydziel poczatkowych m zadan uszeregowanych w kroku 3 kolejnym m maszynom
., MK ... ,A/m

Krok 5. Przydziel kolejne zadania uszeregowane w kroku 3 do maszyn w odwrotnej
kolejnosci, tzn. do maszyn Mm,... , Mk ... , M2 M\. Jezeli lista zadan sie nie
wyczerpie, to wykonaj nastepny krok, w przeciwnym wypadku skocz do kroku 7.

Krok 6. Przydziel kolejne zadania uszeregowane w kroku 3 do maszyn w kolejnosci M\, M2,
... Mic, ... , Mm Jezeli lista zadan sie nie wyczerpie, skocz do kroku 5, w przeciwnym
wypadku przejdZz do kroku 7.

Krok 7. Oblicz czasy wykonywania zadan uszeregowanych na poszczegélnych maszynach.

Krok 8. Usun najkrétsze zadanie z maszyny o najdtuzszym czasie wykonywania zadan i
przydziel je do maszyny o najkrétszym czasie wykonywania zadan.

Krok 9. Oblicz maksymalny czas wykonywania zadah na maszynach po zamianie zadan wg
kroku 8. Jezeli czas ten ulegnie skréceniu, to wré¢ do kroku 7, w przeciwnym
przypadku cofnij ostatnio wykonang czynno$¢ w kroku 8 i zakoricz wykonywanie
szeregowania zadan na maszynach.

Krok 10. Dla przydziatu Ju Ji, .. . JM wyznaczonego w krokach 3+9 przydziel zasoby «;. w2,
., um kolejnym maszynom Mt, M2 ... , Mm zgodnie z zaleznos$cig (7), w ktorej
wielkosci J’,J2 J* nalezy zastgpi¢ przez Ju J2- ., Jm wielko$¢ m)

nalezy wyznaczy¢ z ukfadu réwnan (5).

Krok 11. Wyznacz dyskretne ilosci zasobéw uk, k = 1,2,.,.,/n wedtug zaleznosci:
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. ikwid+i. *=1A..A
W Uw()d « *=A+[A+2

gdzie A=A -f]l«J oraz a jest permutacjg elementdw zbioru {1,2,..../«} taka, ze

Ma(l) _ LMa(l)J - Ua(2) - LMa(2)J» A Wa(m) ~L“a(ra)d-
Jezeli istniejg takie maszyny, ktérym przydzielono zerowe ilosci zasobow, to przydziel
kazdej z tych maszyn po jednej jednostce zasobu pobierajac je z kolejnych maszyn
poczynajac od maszyny, ktérej przydzielono najwiekszg ilos¢ zasohow.
Na bazie powyzszego algorytmu przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe. Przyjeto
« =20, 50, 70, m = 3, 5, 10 oraz N = 100. Nastepnie dla kazdej kombinacji liczby zadan n oraz
liczby maszyn m wygenerowano 20 zestawéw aik, bk ze zbioru {0.1, 0.2,..., 9.9. 10.0} przez
generator o jednostajnym rozktadzie prawdopodobienistwa. £acznie przebadano 3 m8+20 = 180

instancji. Wyniki przedstawione zostaty w tabeli 1.

Tabela 1
Wyniki eksperymentéw obliczeniowych algorytmu heurystycznego
Liczba zadar/liczba maszyn Sredni czas obliczen Mediana czas6w obliczen

n/m [sek] [sek]

20/3 2,8 3

20/5 39 4

20/10 4,9 5

50/3 4.2° 4

50/5 94 9

50/10 12,7 12

70/3 8,9 9

70/5 12,8 13

70/10 16,4 17
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Abstract

In the paper the problem of time-optimal tasks scheduling and nonrenewable resources
allocation on different, parallel machines in multimachines systems is considered. Results

obtained here are for some processing time function Ti{uk,k) = aik+ — ,uke U, k=I, 2, .. m,

i= 1 2, .., nwhere ak >0,hk >0 are parameters characterized i-th task and k-th machine,
uk is number of resources allocated to M k machine.

We assume, that all n tasks are independent and number of tasks is greater than
number of machines. We also assume, that is constancy of resources allocation in execution
time all tasks set.

This tasks scheduling and resources allocation problem in multimachines systems can
be formulated as follows: given n independent tasks , to be run on the m machines at the same
time , how should the N available resources be partitioned among m machines, that schedule
length criterion is minimized. Because our problem belongs to the class of VP-hard problems
we propose an heuristic algorithm. Some results of executed numerical experiments are
presented.



