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JEDNOMASZYNOWE PROBLEMY SZEREGOWANIA ZADAN ZE ZMIENNYMI
CZASAMI WYKONANIA - PODEJSCIE DWUKRYTERIALNE

Streszczenie. W pracy badane sg jednomaszynowe problemy szeregowania zadah z
czasami wykonania zaleznymi od momentdw rozpoczecia oraz ilosci dostarczonych
zasobow. Wykazano, ze je$li problem minimalizacji kryteriow czasowych takich jak
dhugos¢ uszeregowania oraz catkowity czas zakonczenia wszystkich zadan przy
ograniczeniu na catkowita dostepng ilo$¢ zasobow jest problemem wielomianowym, a
takze odpowiadajagcy mu problem minimalizacji catkowitej iloSci zasobu przy
ograniczeniu na odpowiednie kryterium czasowe jest problemem wielomianowym, to
mozliwe jest skonstruowanie zbioru rozwigzan Pareto optymalnych (podejscie
dwukryterialne) rowniez w czasie wielomianowym.

SINGLE MACHINE JOB SCHEDULING PROBLEMS WITH VARIABLE
EXECUTION TIMES - BICRITERIONAL APPROACH

Summary. The single machine job scheduling problems with time and resource
dependent execution times are examined in this paper. We proved, that if the problem of
minimizing criteria such as the makespan and total completion time with constrained
value of total amount of resources available could be solved in polynomial time as well
as corresponding version of this problem, where the total resource consumption is
minimised subject to a given constraint on a time criterion, then the set of Pareto
optimal solutions (bicriterional approach) can be easily constructed in polynomial time.

1. Wstep

Jednomaszynowe problemy szeregowania zadan z czasami ich wykonania zaleznymi od
momentow rozpoczecia wykonywania i dostarczonych zasobow sa stosunkowo nowga
dziedzing wchodzacg w sktad teorii szeregowania zadan ze zmiennymi czasami wykonania.
Modele z czasami wykonywania zadan zaleznymi od momentéw rozpoczecia wykonywania
zostaty po raz pierwszy wprowadzone w [7]. Niektdre z nich w polaczeniu z okre$lonymi
kryteriami sg NP-zupeine ([2]), dla innych istniejg algorytmy wielomianowe ([5], [7], [8])-
Zmienne czasy wykonywania zadan zalezne od ilosci dostarczonych zasobow pojawity sie po
raz pierwszy w [6], natomiast jednoczesna zalezno$¢ czasu wykonywania zadania od jego
momentu rozpoczecia i dostarczonych zasob6wjest badana dopiero od dwoch lat ([1]).
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W niniejszej pracy zajmiemy sie problemami, w ktérych czas wykonania /-tego zadania
w ustalonej sekwencji zadan n jest zalezny liniowo zarédwno od momentu rozpoczecia
wykonywania tego zadania (im p6zniej rozpocznie sie wykonywanie zadania, tym czas jego
wykonywania zadania bedzie dtuzszy), jak i od ilosci dostarczonego zasobu (im wiecej
zasobu zostanie dostarczdrie, tym czas wykonywania zadania bedzie krotszy).

W literaturze poswieconej opisywanej problematyce wykazana zostata NP-zupetnos$é
ogo6lnej wersji tego problemu dla kryterium minimalizacji maksymalnego czasu zakonczenia
wykonywania zadan (Cnme) przy ograniczeniu na catkowitg dostepng ilo$¢ zasobu (~w ,)
([1D. Istniejg rowniez prace, w ktérych badane byty pewne wielomianowo rozwiazywalne
przypadki szczegolne tego problemu dla kryteriow minimalizacji maksymalnego czasu
zakonczenia oraz sumy czas6w zakonczenia wszystkich zadan (]T c,) przy zadanym
ograniczeniu na catkowitg dostepng ilos¢ zasobu, a takze problemu odwrotnego, tzn.
minimalizacji catkowitej ilosci zasobow w taki sposob, aby ograniczenie na przyjete
kryterium czasowe byto spetnione ([3], [4]).

W niniejszej pracy pokazemy, ze jesli pewien problem szeregowania zadan P o czasach
wykonania zaleznych liniowo od momentu rozpoczecia i dostarczonych zasobow przy
ograniczeniu na catkowitg dostepng ilos¢ zasobu i kryterium Cna lub ~ C ( daje sie
rozwigza¢ w czasie wielomianowym, a takze jesli symetryczna wersja tego problemu P’
polegajaca na minimalizacji globalnej wykorzystywanej iloSci zasobu przy ograniczonej z
gory wartosci kryterium Cna lub ~C, jest rozwigzywalna w czasie wielomianowym, to w
takiej sytuacji mozliwe jest skonstruowanie zbioru rozwigzan Pareto optymalnych rowniez w

czasie wielomianowym ze wzgledu na liczbe zadan. Podane zostang algorytmy konstrukcji
takich zbioréw dla kryteriow Cnaxa oraz"C) a

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbior n niezaleznych i nieprzerywalnych zadan. PrzezJ ={lI,2,...,n-1«}
bedziemy oznacza¢ dalej zbior indekséw tych zadan. Niech 5, oznacza moment rozpoczecia
wykonywania zadania o indeksie /eJ, pt - czas wykonywania zadania, C, - czas
zakonAczenia wykonywania zadania, uf - dolne ograniczenie na ilo$¢ zasobu dostarczonego do

zadania, u, - goérne ograniczenie na ilos¢ zasobu dostarczonego do zadania oraz w - ilo$¢

zasobu, ktora zostata przydzielona do zadania {ui <ui <u,) (bez utraty og6lnosci mozemy

przyja¢ tutaj zatozenie, ze V,ef_ =0). Niech U={us 3T :Vlsia,0 <u, § wj} bedzie
zbiorem wszystkich dopuszczalnych rozdziatdbw zasobu u =[ut,u2 Przez R

oznaczymy warto$¢ catkowitej dostepnej ilosci zasobu w problemach minimalizacji wartosci
jednego z kryteriow czasowych (sumaryczna ilo$¢ zasobu przydzielona do wszystkich zadan
nie moze przekroczy¢ tej wartosci). Dla kazdego z zadahn o indeksie ieJ dane sg trzy
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ustalone parametry g> 0, b, >0 oraz a] >0, ktére stuzg do zdefiniowania zaleznosci

pomiedzy czasem wykonywania i-tego zadania w sekwencji wyznaczonej przez pewng
permutacje indeksow zadan n = neTl (Il jest zbiorem wszystkich

dopuszczalnych permutacji) a momentem rozpoczecia wykonywania i iloscig dostarczonego
zasobu (tzn. modelu zadania). Zaleznos¢ ta jest nastepujaca:

Pir<iyNr(i)’utw” ~ a«w + bm S*v) ~ a*v)u*v)

Rozwigzanie problemu szeregowania zadan z czasami wykonywania zaleznymi od
momentow rozpoczecia i dostarczonych zasobow jest jednoznacznie okre$lone przez
permutacje n e Il na zbiorze indekséw J, opisujaca kolejno$¢ wykonywania zadan oraz
wektor u = [h, , definiujacy rozdziat zasobu pomiedzy poszczeg6lne zadania (ue U ).

Problem minimalizacji kryterium przy ograniczeniu R na catkowitg dostepng
ilos¢ zasobu (~w, <R) jest problemem NP-zupetnym ([1]), znane sg jednak liczne
przypadki szczeg6lne ([31,[4]), w ktérych przy zatozeniu pewnych specyficznych zwigzkéw
pomiedzy wartoSciami parametrow a,, b: oraz a] mozna znalez¢ rozwigzanie optymalne w

czasie wielomianowym. Podobnie jest z problemem minimalizacji sumy czasdw zakonczenia
wykonywania wszystkich zadan ~ C, przy ograniczeniu R na catkowitg dostepng ilos¢

zasobu ~ ut - ztozono$¢ obliczeniowa og6lnej wersji tego problemu nie jest znana,
natomiast dla licznych przypadkdw szczegdlnych istniejg algorytmy wielomianowe ([3]).

Zatézmy, Ze dany jest dowolny przypadek szczeg6lny, dla ktérego w czasie wielomianowym
potrafimy znalez¢ rozwiazanie: jrefl i ueU , gdzie przy zadanym ograniczeniu R na
,globalng dostepng ilo$¢ zasobu ]Tm( pewne kryterium czasowe T e {Cmax”™ C,} przyjmuje
warto§¢ minimalng. Zatézmy takze, Ze dla tego samego zbioru zadan w czasie
wielomianowym potrafimy znalez¢ rozwigzanie leli oraz u eU, minimalizujgce
catkowitag wykorzystywang ilos¢ zasobu ~ u\ przy zadanym ograniczeniu na warto$¢
kryterium czasowego T (tzn. dla problemu odwrotnego do pierwotnego), przy czym

zaktadamy, Ze zachodzi jr=jr', a skonstruowany rozdziat zasobu w obu przypadkach spetnia
nastepujace warunki:

(10 = W) 1} =" (0
y = Hr(*)) => 1) (M) = () > 2
* <u(®) <Rr(*) " "ejl =t ®)

Pokazemy, w jaki sposdb przy powyzszych zalozeniach mozna w czasie
wielomianowym skonstruowac zbior rozwigzan Pareto optymalnych. Nalezy tutaj podkreslic,



114 D. lwanowski. A. Janiak

ze bardzo wiele znanych wielomianowo rozwiazywalnych przypadkéw szczeg6lnych
rozpatrywanych tutaj probleméw spetnia podane wyzej warunki ([3], [4]).

3. Zbiér rozwigzan Pareto optymalnych

Dla porzadku w niniejszym rozdziale przypomnimy w skrocie definicje pewnych pojeé
zwigzanych z wielokryterialnym podejSciem w teorii szeregowania zadan. Przez T oznaczac
bedziemy dalej dowolne z kryteriéw czasowych Cna lub C,.

Zdefiniujmy zbiér UP=A"T(7i,u), rtu”j :n e I\,u e i/j. Punkt (C,R)eUP jest punktem
kompromisowym w przestrzeni wartosci funkcji kryterialnych, jezeli nie istnieje zaden inny
punkt (C,R)e UP taki, ze C <C, R <R i przynajmniej jedna z tych nieréwnosci jest
ostra. Niech K g UP bedzie zbiorem wszystkich punktéw kompromisowych pomiedzy
przeciwstawnymi kryteriami T oraz ,. Rozwigzanie (n,u) odpowiadajgce punktowi
kompromisowemu (C,R)eK nazywane jest rozwigzaniem efektywnym (Pareto
optymalnym). Innymi stowy, rozwigzanie (n,u), przy réwnoczesnej minimalizacji kryteriow
T jest efektywne, jezeli nie istnieje zadne inne rozwigzanie {n,u) takie, Zze
nastepujace nieréwnosci sg spetnione: T{n ,u) <T{n,u) oraz 2TiU-2 T iu/ ' przynaj-

mniej jedna z nich jest ostrg nieréwnoscia.

4. Problem minimalizacji a” w

Jak juz wspomnieli$my w rozdziale drugim, zajmowac si¢ bedziemy problemami, ktére
speiniajg pewne specyficzne zalozenia, tzn. rozwigzanie isll i ueU problemu
minimalizacji Cmix przy ograniczeniu na warto§¢ ]Tu, mozna znalezé w czasie

wielomianowym, przy czym wektor u spetlnia warunki okreslone wzorami (I)-(3).
Dodatkowym zatozeniem jest mozliwo$¢ minimalizacji przy ograniczeniu na Cmu
réwniez w czasie wielomianowym. Rozwigzanie problemu odwrotnego n en i u elf ma
takg postaé, ze n =n, a wektor u réwniez spetnia warunki okreslone wzorami (I)-(3).
Sytuacja taka wynika z faktu, ze wybor optymalnej permutacji indekséw zadaA n - n w
zaden spos6b nie zalezy od R, gdy minimalizujemy Cnax i odpowiednio nie jest uzalezniony

od C, gdy minimalizowana jest warto$¢ . Z tych tez powodéw mozemy znacznie

uprosci¢ zadanie konstrukcji zbioru rozwigzan Pareto optymalnych: skoro dla dowolnej ilosci
zasobu optymalna permutacja jest zawsze taka sama, permutacja ta bedzie wspdlna dra
wszystkich punktéw kompromisowych. Moznajg wyznaczy¢ rozwigzujac problem

IP-CHER()>*>() ~ a,(i) + ()F*() - ax(auz(i)i'y.u, —|Cnax>
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co z zatozenia mozemy zrobi¢ wykonujgc wielomianowg liczbe krokéw wzgledem n. Po
rozwigzaniu tego problemu w dalszych rozwazaniach uszeregowanie zadan n jest ustalone i
zajmujemy sie jedynie konstrukcjg optymalnego rozdziatu zasobu.

Pomimo przyjetych ograniczen uzyskany wynik ma duze znaczenie praktyczne. Og6lna
wersja problemu minimalizacji Cnal przy ograniczeniu na warto$¢ ]Tm, jest NP-zupeina,
istnieje jednak spora grupa przypadkoéw szczegdlnych, ktore dajg sie rozwigza¢ w czasie
wielomianowym i jednoczes$nie spetniajg narzucone wczesniej ograniczenia, na przyktad
przypadki takie jak:

Wielomianowe algorytmy konstruujace optymalne uszeregowanie i rozdziat zasobu

wraz z dowodami poprawnos$ci dla tych i innych przypadkéw szczeg6lnych mozna znalezé
np. w pracach [3] i [4],

Ostatecznie zatem, aby znalez¢ zbior wszystkich punktéw kompromisowych i
rozwigzan efektywnych dla problemu:

nalezy rozwigzac problem
IB0ND> (/) - <+ Ko)SIr(i) ax()uT()/r ustalone’ , <y~
dla wszystkich wartosci C z przedziatlu [C™,C™], gdzie C™ =min Cna( a

Cr=minCmx(",Mui).

Warunki dotyczace rozdziatu zasobu okreslone wzorami (1)-(3) stanowig
jednoznacznie, ze przy optymalnym uszeregowaniu algorytm optymalnego rozdziatu zasobu
polega na przydzielaniu zasobu kolejnym zadaniom w sekwencji az do wyczerpania
catkowitej ilosci zasobu lub przydzieleniu do wszystkich zadan maksymalnej mozliwej jego
ilosci. Z tego powodu przy okreslonej z gory catkowitej ilosci zasobu, a takze ze wzgledu na
fakt, ze permutacja indekséw zadan n jest ustalona i taka sama dla wszystkich punktow
kompromisowych, sposéb rozdziatu zasobu jest jednoznaczny. W takiej sytuacji mozemy
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odwroci¢ zalezno$¢ w celu uproszczenia koncowej postaci wyniku i bada¢, jak zmienia sie
warto$¢ Cinx wraz ze wzrostem catkowitej ilosci zasobu, czyli, innymi stowy, rozwigzac

problem
M) (S, () *«)) = a*v)+b*v)s*v)-a«i)u*v)-ustalonemu, <
dla roznych warto$ci R z przedziatu 1=10, (oczywiscie w

0go6lnym przypadku przy stosowaniu podej$cia dwukryterialnego taki sposéb konstrukcji nie
gwarantuje uzyskania w wyniku zbioru punktéw kompromisowych - ze wzgledu na mozliwg
niejednoznaczno$¢ rozdziatu zasobu, jednak w przypadku przez nas rozwazanym zwazywszy
na posta¢ problemu oraz natozone dodatkowe ograniczenia na sposéb rozdziatu zasobu nie
niesie to ze sobg zadnych negatywnych konsekwencji).

W tym momencie fatwo juz zauwazy¢, ze jes$li problem spetnia wszystkie przedstawione
wiasnosci, to zbidr rozwigzan Pareto optymalnych opisany jest funkcjg przedziatami liniowg

0 dziedzinie [0, 1 przeciwdziedzinie [C™, C™‘], przy czym k-ty przedziat
liniowosci tej funkcji bedzie rowny [RK\ Rk]= aJeg® zbiorem wartosci
bedzie [C”, C*aX]=[CmMw ,M'[i7() C*« w,)m Pozostaje nam jedynie podaé

odpowiednie wzory definiujgce funkcje opisujaca zbidr rozwigzan Pareto optymalnych.

W punkcie (c”.R 0) catkowita ilo$¢ przydzielonych zasobéw R° réwna jest 0, a zatem

warto$¢ C°m mozemy obliczy¢ z nastepujacego wzoru:

Podobnie, wiedzac, ze R1=nl(i), obliczamy warto$¢

Cmu =Cmu- n , 2(I +b*U))" an()K(\y (5)

Postepujac analogicznie mozemy w sposob og6lny wyznaczyé wspdirzedne dowolnego
punktu (CI,f?°):

(6)
O™ =xr.ii?*«n j-m ('+b*u)))+q ri., il+b*v))~x,.itn.im +b*»)mam u*w) A
k=0,1,..«-1,«.

Wszystkie punkty (CHN,RK) dla ke {0,,...,n-I,n} mozna wyznaczy¢ w czasie

wielomianowym (permutacje n mozemy znalez¢ w czasie wielomianowym z zatozenia -

ztozonos$¢ obliczeniowa jej znalezienia zalezy od konkretnego przypadku szczegolnego, a
znalezienie n+\ punktéw wymaga wykonania (?(n3) operacji przy zastosowaniu wzoréw (6)

1(7)). Pozostaje zatem do wyznaczenia n funkcji liniowych, opisujagcych zbi6r rozwigzan
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Pareto optymalnych w poszczeg6lnych przedziatach pomiedzy punktami (c*K,RKk),
ke {0,1,.,«—1,«}. Poniewaz dla A>tego przedziatu znamy warto$¢ funkcji fk w obu
skrajnych punktach tego przedziatlu (ft{Rk.1)=Ck.t i fk(Rk)=Ck), mozemy podaé
jednoznaczny wzor na funkcje fk (wiemy na pewno, ze funkcje fk, ke {I,2,...,rt—,n} sa
liniowe - wynika to z faktu, ze czasy wykonania wszystkich zadan zalezg liniowo od
momentéw ich rozpoczecia i dostarczonych zasobéw, po ich ztozeniu liniowos$¢ jest
zachowywana):

(8)

Ogolnie zatem zbiér rozwiazan Pareto optymalnych dla rozwazanego problemu dany jest
funkcjg P :[0, [C™, C™] przedziatami liniowa, ktorej definicja jest
nastepujgca:

f,(4 X=0,

m . 9)
gdzie funkcje fk(x), Ae{l,2 n-1,«} okre$lone sg wzorem (8).

5. Problem minimalizacji ~C,

Zaktadamy, ze problemy szeregowania, ktdrymi bedziemy sie teraz zajmowac, spetniajg
dodatkowe zatozenia opisane w rozdziale drugim. Mamy zatem sytuacje analogiczng do
przedstawionej w rozdziale 4 - doktadnie z tych samych przyczyn mozemy najpierw
wyznaczy¢ pewng permutacje n, ktéra bedzie optymalna dla catego zbioru punktéw
kompromisowych, a nastepnie skupi¢ sie wylgcznie na konstruowaniu optymalnych
rozdziatdw zasob6w. W tym celu rozwiagzujemy problem

@O (/>) ~ax v ) ~ axiiux(i'\*y.ui - Q

dla dowolnej wartosci R z przedziatu = co z zalozenia

mozemy zrobi¢ w czasie wielomianowym. Permutacja indekséw zadahn n, bedaca
sktadnikiem rozwigzania tego problemu, jest jednocze$nie permutacjg optymalng w kazdym z

dalej rozwazanych przypadkéw . Dalsze postepowanie jest rowniez podobne do przypadku z
kryterium Cnaxaf >, «

Jako dodatkowy komentarz mozna w tym momencie poda¢ kilka przyktadow
szczeg6lnych przypadkow problemoéw minimalizacji catkowitego czasu wykonywania zadan
przy ograniczeniu na catkowitg dostepng ilo$¢ zasobu, ktére mozna rozwigza¢ w czasie
wielomianowym i ktore spetniajg przyjete przez nas zatozenia:
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*\pXS,,u,) =4 +kaSs, -au,-,k >0\ tu, <RI"TC, ,

e 1&(5,,u,) = a,+bS,~ aut; ANX C>
el|p/(S/M) = 6,5( - Rfcc, »
*Ip,(-S>,) =b;S, - kbu,;V &l >1k>0 ; ~M|ZC-m

Te i inne przypadki zostaly w wyczerpujacy sposéb oméwione w [3], gdzie mozna
znalez¢ rowniez algorytmy znajdujgce optymalne uszeregowanie i rozdziat zasobu w czasie
wielomianowym wzgledem liczby zadan.

Aby znalez¢ zbior wszystkich punktow kompromisowych i rozwigzan efektywnych dla
rozwazanego w tym rozdziale problemu

I|.Pir(i)(jr(h)»<=(N)) = a™0) + ~ajrfOM (6|27 AZ W
nalezy rozwigzac problem
™*(O»r() = an(i) —a,0)u™) 'n ~ustalone,'}',C, 5

dla wszystkich wartoéci C z przedziatu C'"In, ATC™* ],

gdzie X cr =min"Ci(«,Xwi)a YjCT =mfrZci(*.Zii,)-

Podobnie jak dla kryterium a ul fatwo mozna zauwazy¢, ze jeSli problem

spetnia wszystkie wtasnosci opisane w rozdziale 2, to przy ustalonej permutacji i catkowitej
dostepnej ilosci zasobu rozdziat zasobu pomiedzy poszczeg6lne zadania jest jednoznaczny
(wzory (1)-(3)). Mozemy zatem zaja¢ sie problemem odwrotnym, tzn.

= **(/) + b*{)S* h -ax(,)U*)"7 - UStal°m *H UI5 AY.C,

dla réznych wartosci R z przedziatu =[0, Z".,«)]. co Pozwoli znaczaco

uprosci¢ posta¢ wyniku koricowego.

Wiemy zatem, ze zbiér rozwigzan Pareto optymalnych opisany jest funkcja

przedziatami liniowg o dziedzinie [£",,“/> = * Ptzeciwdziedzinie
[ECm X 1> Przy ezym k-ty przedziat liniowosci tej funkcji bedzie rowny
[i7*-1, = a z”’orem wartosci dla funkcji liniowej w tym przedziale
bedzie odpowiednio (*C*-1, Z C* 3 Do okreslenia

pozostajg nam zatem jedynie wzory definiujgce funkcje opisujaca zbiér rozwigzan Pareto
optymalnych. W tym przypadku, podobnie jak w rozdziale czwartym, korzystajac z postaci
funkcji opisujacych czasy wykonania poszczegélnych zadan i dokonujac prostych
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przeksztatcen mozemy uzyska¢ wzory na wspoOtrzedne n+1 punktow okreslajagcych n
przedziatéw liniowosci funkcji wyznaczajacej zbior rozwigzan Pareto optymalnych:

do)

A=0,l,...n-1,n.
Analogicznie do przypadku kryterium CnMa u, powyzsze «+1 punktéw mozna

skonstruowa¢ w czasie wielomianowym (stosujac wzory (10) i (11) mozna to zrobié
wykonujac o(nA) krokéw). Funkcje liniowe opisujace zbidr rozwigzan Pareto optymalnych
w poszczeg6lnych przedziatach fk(x), k =0,1,...,«-1,« mozna réwniez wyznaczy¢ w

spos6b podobny, jak zostalo to zrobione dla problemu rozpatrywanego w rozdziale
poprzednim, tzn.:

F-I + X 7-/H(TU , M+ + (12)
+Zw HfQy .t (1+6«y))-f e O -%)

Ogdlnie zatem zbiér rozwigzan Pareto optymalnych dla rozwazanego problemu dany
jest funkcjg P*: [0, i->[~C,mn ~C ,n¥] przedziatami liniowa ktdrej definicja jest
nastepujgca:

Po=xw v X (fs)
[tk > XG "<>Zj,.1 wr(01

gdzie funkcje f'k (*), k 6 {0,1,...,n - 1,n) okres$lone sa wzorem (12).

6. Whnioski koricowe

Podane zostaty wzory opisujace funkcje P oraz P* definiujace zbiory rozwigzan Pareto
optymalnych odpowiednio dla kryteriow a m oraz pozwalajace dla

dowolnej ilosci zasobu z przedziatu od 0 do obliczy¢ optymalng warto$¢
odpowiedniego kryterium czasowego, wykonujagc wielomianowg liczbe operacji wzgledem
ilosci zadan. Jezeli zajdzie taka potrzeba, to mozna z tych wzoréw w prosty sposéb uzyskac
takze P-':[CZ, Clh|oO, oraz P 'M:£C , EC,"™]i->[0, £ > ]

pozwalajagce znajdowaé optymalng ilo$¢ zasobu dla ustalonej wartosci odpowiedniego
kryterium czasowego. Dla problemdw rozwazanych w niniejszej pracy obie mozliwosci nie



120 D. Iwanowski. A. Janiak

réznig sie niczym, cho¢ w przypadku ogélnym nie sa one oczywiscie réwnowazne;
dodatkowo warto réwniez wspomnie¢ w tym miejscu, ze podanie jawnych wzoréw na funkcje
P~ oraz P*' jest z przyczyn technicznych trudne, natomiast stosunkowo tatwo mozna
oblicza¢ ich wartosci dysponujac funkcjami P oraz P‘. W obydwu przypadkach zbior
rozwigzan Pareto optymalnych opisany jest przez funkcje przedziatami liniowg sktadajaca sie
z n przedziatdw. Pomimo dodatkowych zatozen przyjetych w rozdziale 2 (wzory (1)-(3)
okres$lajace sposob rozdziatu zasobu dla ustalonej sekwencji zadan) wyniki przedstawione w
tej pracy wydajg sie by¢é do$¢ ogdlne, poniewaz wszystkie szczeg6lne przypadki
jednokryterialnych problemoéw szeregowania zadan z czasami wykonania zaleznymi od
momentéw rozpoczecia i dostarczonych zasobéw rozwigzywalne w czasie wielomianowym,
znane w chwili obecnej, spetniajg wszystkie opisane ograniczenia.
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Abstract

The problems of scheduling jobs with start time dependent processing times have been
examined since almost twenty years ([7]). Some special cases of these problems are NP-hard
or even strongly NP-hard [2], Some other special cases of dependence ofjob processing times
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on their start times have effective optimal algorithms e.g.: for the makespan (Crdx) or for the
total completion time (JAC, ) criteria ([5], [7], [8])-

There is a very similar situation in the literature related to the scheduling problems with
resource dependent processing times. This kind of scheduling problems has been introduced
in [6].

Both these models mentioned above can be connected in one very powerful model with
many real applications (for instance in the metallurgical industry or in the loan repayments),
where the job processing time depend on its start time and the quantity of resource allocated.
Such a model has been introduced in [1], but with a special assumption, that the upper bound
on the quantity of resource is the same for all the jobs. For three special cases of the model of

execution times, i.e. pl(Sl,ul) =al +bSl-au, pi(Slul)=a +bISl-aut and
pi(Sl,ul)-a+bSl-alul polynomial algorithms has been constructed. The same model
without mentioned restriction has been introduced and examined in [3].

In this paper, we improve and generalise the results presented in [1] and [4] for the
makespan and the total completion time criteria. We show how to find the set of Pareto
optimal solutions in polynomial time in the case, when we can minimise the time criterion
under the constraint on the total resource consumption, and simultaneously we are able to find
the minimal resource consumption subject to the constraint on a value of the time criterion.



