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MINIMALIZACJA SUMARYCZNEJ ILOSCI ZUZYTEGO ZASOBU
W PROBLEMIE SZEREGOWANIA ZADAN O DYNAMICZNYCH
MODELACH TERMINOW DOSTEPNOSCI

Streszczenie. W pracy zaprezentowano rozwigzanie problemu minimalizacji su-
marycznej ilosci zuzytego zasobu przy dynamicznych (rézniczkowych) modelach
terminow dostepnos$ci zadan oraz przy ograniczeniu na czas zakonczenia wykony-
wania wszystkich zadan. Wykazano szereg istotnych witasnosci rozwazanego pro-
blemu (miedzy innymi dotyczacych postaci funkcji rozdziatu zasobu). Bazujac na
udowodnionych witasnosciach podano konstrukcje algorytmu szeregowania zadan
na maszynie krytycznej oraz przydziat zasobu do terminéw dostepnosci zadan,
ktory zapewnia zakonczenie wykonywania zadan w ustalonym czasie minimalizu-
jac ilos¢ zuzytego na ten cel zasobu.

MINIMIZATION OF TOTAL AMOUNT OF RESOURCE CONSUMED
IN THE SCHEDULING PROBLEM WITH DYNAMIC MODELS
OF RELEASE DATES

Summary. The aim of this contribution is to present a solution of the problem
of minimizing total amount of resource consumed in the resource allocation and
scheduling problem with dynamic (differential) models of job release dates. The-
re is also constraint set on the time of finishing processing of all the jobs in this
problem. Many important properties of this problem have been proven (e.g. those
concerning the character of the resource allocation function). The presented sche-
duling algorithm is based on the properties proven in this paper. There are also
given some generalizations of the considered problem.

1. Wstep

Klasyczna teoria szeregowania zadan zaktada, ze zaréwno terminy dostepnosci, jak
i czasy wykonywania zadan sg state. Termin dostepnosci zadania moze by¢ interpreto-

wany jako pewien wstepny proces, ktérego czas trwania determinuje moment gotowosci
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zadania do witasciwej obrobki na maszynie krytycznej. W naszej pracy proponujemy przy-
jecie dynamicznego (rézniczkowego) modelu terminéw dostepnosci zadan. Model ten, w
odniesieniu do czaséw wykonywania zadan, zostat wprowadzony przez Burkova [1] oraz
wykorzystywany miedzy innymi w badaniach Janiaka [3], Weglarza [6], J6zefowskiej [5],
Przysady [2]. Stan wspomnianego wstepnego procesu jest opisany rownaniem rézniczko-
wym, ktore okresla predko$¢ zmiany tego procesu w zaleznosci od ilosci przydzielonego
zasobu ciggtego. Po zakonczeniu procesu przygotowawczego (realizowanego na réwno-
legtych maszynach) zadania sg wykonywane kolejno (wedtug ustalonej permutacji) na
pojedynczej maszynie krytycznej. Czas witasciwej obrdbki zadan na maszynie krytycznej
jest staty i znany a priori.

Modele dynamiczne majg bardzo szerokie zastosowanie w opisywaniu i interpretacji
proceséw przemystowych (np..podgrzewanie wlewkoéw hutniczych w piecach wgtebnych)
i informatycznych (np. proces przygotowywania animacji i renderowania obrazéw w pro-
gramach CAD).

W naszej pracy prezentujemy rozwigzanie problemu minimalizacji sumarycznej ilosci
zuzytego zasobu przy dynamicznych modelach terminéw dostepnosci zadan oraz przy
ograniczeniu na czas- zakonczenia wykonywania wszystkich zadan.

Dalsza cze$¢ pracy jest zorganizowana nastepujgco. Rozdziat 2 zawiera doktadne sfor-
mutowanie rozwazanego problemu. W rozdziale 3 podano szereg istotnych wtasnosci roz-
wazanego problemu wraz z ich dowodami. Algorytm wyznaczania kolejnosci wykonywania
zadan znajduje sie w rozdziale 4, a uwagi konicowe i mozliwosci uog6lnien zostaty zawarte

w rozdziale 5.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbior n niepodzielnych zadan J = {1,2,..., n}. Kazde zadanie j 6 J przed
zasadniczym wykonaniem musi byc poddane pewnemu wstepnemu procesowi przygoto-
wawczemu. Dtugos¢ jego trwania moze by¢ interpretowana jako termin dostepnosci tego
zadania.

Wspomniany wstepny proces przygotowawczy jest realizowany na rownolegtych ma-

szynach poprzedzajgcych maszyne krytyczng, natomiast zasadnicze wykonanie kazdego
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zadania odbywa sie sekwencyjnie na pojedynczej maszynie krytycznej.

Czas trwania procesu przygotowawczego (termin dostepnosci na maszynie krytycznej)
jest dynamicznie zalezny od ilo$ci przydzielonego zasobu, natomiast czas zasadniczego
wykonywania zadania j na pojedynczej maszynie jest staty i wynosi pj jednostek cza-
sufj = 1,2,

Przyjmujemy nastepujacy dynamiczny model terminu dostepnosci zadania j:

=/iM*)). *5(0) =0, (=12 n) D

gdzie:

e Xj(t) - stan wstepnego procesu determinujacego termin dostepnos$ci zadania j

w chwili i, xj(0) = 0 jest stanem poczatkowym tego procesu;
e Uj(t) - ilo$¢ zasobu przydzielona do terminu dostepnos$ci zadania j w chwili i;

« fj(-) - funkcja wklesta, dodatnia, ciggta, niemalejaca, spetniajgca warunek

M 0) = o.

Kazde zadanie j musi osiggna¢ w wyniku wspomnianego wstepnego procesu zada-
ny stan kohcowy ij. Dopiero wowczas stanie sie dostepne do obrdbki na rozpatrywanej

maszynie. Innymi stowy zachodzi nastepujgca zaleznosc¢:
JQ*/¢fajw) dt = xj}  {j = 1,2,...,n). (2)

Wiasciwe wykonywanie zadania j na rozpatrywanej maszynie, trwajace pj jednostek
czasu, mozna rozpocza¢ po doprowadzeniu terminu dostepnos$ci zadania j do stanu konA-
cowego Xj.

Ponadto zadane jest ograniczenie na termin zakonczenia wykonywania wszystkich za-
dan, ktore oznaczamy C. Przez rj oznaczamy (nieznany a priori) termin dostepnosci
zadania j.

Dla ustalonej kolejnosci wykonywania zadan przez rozdziat zasobu bedziemy rozumieli

odcinkami ciggta, nieujemna funkcje wektorowa:

u = u(t) = [tii(i), u2{t),..., un(]. 3)
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Zadane moga by¢ rowniez technologiczne ograniczenia kolejno$ciowe -< pomiedzy zada-
niami. Zbiér wszystkich dopuszczalnych kolejnosci z wykonywania zadan oznaczamy Z.

Dla rozpatrywanego tutaj problemu (zapisanego w notacji trojpolowej [4])
11'-%iijM = fj{uj{t))>6zmax ~ X/\ﬂj(t) dt 4)

nalezy znalezétakag kolejno$¢ wykonywania zadanz na maszynie krytycznej oraz taki
rozdziat zasobu udo termindw dostepnos$ci, aby zminimalizowa¢ taczng ilos¢zuzytego

zasobu, tj.

Q= jJ=2i -/i0 1“*(*)dtm (5)
Sformutowany problem (4) jest skomplikowanym problemem optymalizacji dynamicznej
(modele termindéw dostepnos$ci zadan) i optymalizacji dyskretnej (szeregowanie zadan).
W nastepnych punktach wykazemy szereg wiasnosci rozpatrywanego problemu. Witasno-
§ci te wykorzystamy nastepnie do skonstruowania przyblizonego algorytmu znajdowania
kolejnosci wykonywania zadan i rozdziatu zasobu.

Z rozwazan przeprowadzonych w rozdziale 9 ksigzki [4] wynika, ze rozpatrywany tutaj

problem jest co najmniej tak trudny, jak NP-trudny problem badany we wspomnianej

ksigzce.

3. Witasnosci problemu

Ponizej udowodnimy bardzo istotny z punktu widzenia uproszczenia obliczen fakt, kté-

ry pozwala na zastgpienie zmiennego w czasie przydziatu zasobu do terminu dostepnosci

przydziatem statym w czasie.

Twierdzenie 1. Jezeli w przedziale [0, r;] istnieje zmienny w czasie przydziat zasobu
Uj[t) do terminu dostepnos$ci zadania j, to istnieje w tym przedziale ro6wnowazny mu

(w sensie funkcji celu) staty w czasie przydziat nj(t) = Uj (j = 1,2,..., n).

Dowdd. Niech u_(f) oznacza zmienny w czasie przydziat zasobu dla terminu dostep-
nosci zadania j. Wowczas mozna go zastgpi¢ statym w czasie przydziatem zasobu, ktory
mozna obliczy¢ nastepujgco:

JP uAt) dt

: , To.rjl, 0 = 1)2,...,n). 6
i i te [o.rj] 1) n) (6)
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Wykazemy teraz, ze obliczony w ten sposéb staty w czasie rozdziat zasobu nie wptynie
na wartos'¢ funkcji celu. Niech zatem Q' oznacza wartos$¢ funkcji celu, w ktérej zmienny
w czasie przydziatl zasobu zastgpiono przydziatem statym w czasie. Wowczas mamy:

Qc = S2HfojUjdt= EU tj fojdt =E'=1W Tj =
)
= E"=in = EU Jj'«At) dti Q.
Z rownania (7) wynika, ze warto$¢ funkcji celu nie ulegta zmianie, a wiec twierdzenie jest
prawdziwe. |

W dalszych rozwazaniach staty przydziat zasobu iij(i) = Uj do terminu dostepnosci
zadania j bedziemy oznaczali przez Uj.

Zauwazmy, ze podczas dokonywania przeksztatcen w réwnaniu (7) otrzymalismy bar-
dzo prosta (i wygodng dla prowadzenia obliczen) postac¢ funkcji celu:

L= > rrj, (8)
j=i
w ktorej uj jest statym w czasie przydziatem zasobu obliczonym na podstawie (6), a r,- jest
terminem dostepnosci zadania j.

Ponizej udowodnimy jeszcze jedng istotng wtasnos¢, ktora moéwi, iz wartos¢ funkcji
celu w rozwazanym problemie jest minimalna, gdy zadania sg wykonywane jedno po dru-
gim bez przerw miedzy nimi. Wykazemy prawdziwo$¢ tego twierdzenia przy zatozeniu, ze
funkcje modeli terminéw dostepnosci sg funkcjami pierwiastkowymi o dodatnich wspét-
czynnikach. Twierdzenie to jest prawdziwe dla dowolnych wklestych i rosnacych funkcji

modeli terminéw dostepnosci, ale dowéd dla tego przypadku jest znacznie dtuzszy i bar-

dziej skomplikowany.

Twierdzenie 2. W rozpatrywanym problemie (A) funkcja celu Q ma warto$¢ mini-

malng wtedy i tylko wtedy, gdy zadania sg wykonywane jedno po drugim bez przerw.

Dow6d. Bez straty og6lnosci mozemy rozwazy¢ dwa sgsiednie zadaniaj ij + 1,
(i=1,2,...,n —1). Wykazemy, ze ilo$¢ zasobu wymagana do osiggniecia przez termin
dostepnosci zadania j swojego stanu koncowego zj jest mniejsza w przypadku, gdy wy-
konywanie zadania j rozpoczyna si¢ w chwili r) (r) + Pj — rj+.), niz w przypadku, gdy

wykonywanie zadania j rozpoczyna sie w chwili r3(rj + pj < rJ+).



184 A. Janiak,P. Stoninski

Zatozmy, ze wykonywanie tych zadan na maszynie krytycznej zaczyna sie odpowiednio
w chwili Tj i Tj+., przy czym rj + Pj < rj+i (por. rys. 1). Zatézmy ponadto, ze do terminu
dostepnosci zadania j przydzielono (na podstawie tw. 1 statg w calym przedziale [0, rj]

ilos¢ zasobu Uj.

j j+1
ri rj+i t
Rys. 1. Przerwa miedzy zadaniamij ij + 1
Fig. 1. There is idle time between jobsj and j + 1

Warunek osiggniecia przez termin dostepnosci swojego stanu koncowego ij (umozli-
wiajgcego rozpoczecie wykonywania zasadniczej czeSci zadania j na maszynie krytycznej)

mozna zapisa¢ zgodnie z warunkiem (2) w nastepujacej postaci:

Qi dt=i).

Stad po scatkowaniu otrzymujemy zaleznos¢:
fjiuj) er-= xj, czyli Uj=/r1 . 9)

Mozemy zatem obliczy¢ ilo$¢ zasobu koniecznego do osiggniecia przez termin dostepnosci

zadania j swojego stanu koncowego i 1 w czasie rj:

Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym wykonywanie zadania j na maszynie Krytycz-
nej zaczyna sie o r;-+1 - rj - pj jednostek czasu pdézniej (a wiec nie ma przerwy miedzy
wykonywaniem zadaniaj ij + 1 (por. rys. 2)).

W tym’'przypadku rozpoczecie wykonywania zadania j nastepuje w chwili r'j (r'- > rj),
a do terminu dostepnosci tego zadania przydzielono (na podstawie tw. 1) statg w przedziale
[0,r-] ilo$¢ zasobu u).

Na podstawie analogicznych do przedstawionych rozwazan obliczymy ilo$¢ zasobu ko-

nieczng do osiagniecia przez termin dostepnos$ci zadania j w przedziale [0, r'] stanu kon-
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] j+1
r'j T+1 t
Rys. 2. Zadaniaj ij + 1 wykonywane bez przerwy
Fig. 2. There is no idle time between jobsj andj + 1

cowego z):

Warunek konieczny i wystarczajacy podany w tezie dowodzonego twierdzenia mozna

zapisa¢ w postaci nastepujgcej nierdwnosci:

Ujmr5> u-er'-, (j=1,2 n)

czyli:

(10)

1F celu uproszczenia dowodu nieréwnosci (10) nasze rozwazania zawezimy do klasy funkcji
potegowych fj(u) = , 0,- N 1,f)j > 0 (funkcje te maja bardzo szerokie zastosowania
praktyczne w modelowaniu i interpretacji proceséw przemystowych). Stad tatwo obliczy¢
postaé funkcji odwrotnej f f I1{v) = J, gdzie v nalezy do przeciwdziedziny funkcji /().

Nieréwno$¢ (10) mozemy zatem zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Dzielagc obydwie strony tej nieréwnosci przez otrzymujemy:
Q.1
W
Ostatnia nieréwnos$¢ jest oczywista, poniewaz r'j > rj. ]

Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia 2 mozna wyznaczy¢ terminy dostepnosci oraz
optymalny przydziat zasobu do terminéw dostepnos$ci zadan w ustalonej permutacji z € Z

(por. rys. 3).
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Rys. 3. Zadania wykonywane jedno po drugim bez przerwy
Fig. 3. The jobs are processed one-by-one - no idle time between jobs

Z twierdzenia 2 wynika bowiem, ze czas zakoriczenia wykonywania ostatniego zadania

wynosi C, a zatem termin dostepnos$ci poszczegdlnych zadan mozna obliczyé ze wzoru:

n

rz() = ¢ —£ p Z40-
=

Natomiast staty w czasie przydziat zasobu do terminéw dostepnosci zadan wynosi:

U)

TOTEO \p sisipag)

Zatem przy ustalonej kolejnosci wykonywania zadan minimalna wartos¢ funkcji celu wy-

nosi:

= E«.w)emd = E/z«
/ =1

o)
i=1 ¢J1=jP z (i)/

4. Algorytm przyblizony wyznaczania kolejnosci wykonywania zadan

W niniejszym rozdziale podamy przyblizony algorytm wyznaczania permutacji
wykonywania zadan w rozwazanym problemie. W tym celu rozwazymy wartosci funkcji
celu dla permutacji réznigcych sie kolejnoscig dwoch sgsiednich zadan. Na zakonczenie
podamy (zapisany w pseudo-Pascalu) algorytm przyblizony wyznaczania permutacji wy-
konywania zadan.

Zatdzmy na poczatek, ze zadania sg wykonywane w permutacji z G Z. Wowczas, na
podstawie poprzednich twierdzen i spostrzezen, warto$¢ funkcji celu wynosi:

n

Q(z) = E_u%0) +Mj)>
i=i

gdzie uz(j) oznacza staty w czasie przydziat zasobu dla zadania j w permutacji z, a rz<)

oznacza termin dostepnos$ci zadania j w permutacji z.
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Rozwazmy teraz permutacje z' otrzymang z permutacji z przez zamiang miejscami

zadan k ik+1 (k —1, 2, , n—1). Formalnie konstrukcje te opisuje nastepujgca zaleznos¢:

2'(j) = zCO 4 = Ik + 2t...,1),
{k) = z(k + 1),
'(k+ 1) = z(K).

Fig. 4. Swapping the jobs k and k + 1

Woéwczas wartos¢ funkcji celu wynosi:

Q(z0 - j£—i uz'(j)' rz'o)!

przy czym:
ri'0) = rz(i)
uz@ ~ u*Q

Ponadto z rys. 4 wynika, Zze:

(U)

= Iz(k)i
I f *»(*+)
UzZi(f) T dz(el) " orgh)y o (12)
ri'(k+l) = rz(fc) +Pz(*+1),
<(*+D = £(%) *+)) »

Aby sprawdzi¢, ktéra permutacja (z' czy z) odpowiada mniejszej wartosci funkcji celu,
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wystarczy zbadac znak réznicy Q{z) —Q(z'):
Q(z) - Q(z') =
— Yfj=luz{j) mr=() ~ ~1=1u'z() 'rz'V) =
= [ICj=inz(j) mTz(j) + ux(k) «"z(t) + v-z(k+1) mrz(l:+1) "H Z)j=A:+2 uz(j) ' **0)] —
— [Y1jZIUux'ti)'T'z’V) + Uz'{k)’ Tz'{k) + uz'(k+\)'rz,(k+l) + "j=k+2u'z'{j)'rz*(j)] = (13)

i , i , (v
— uz{k) 'rz(k) + Uz(k+1) srz(k+1) ~ uz'(k) ‘Tz'(k) ~ Uz'(*+1) ' rz'(Jt+l) —

/-w (SsO 'rz(A)+™ +i) (S K >) "rz(fcH)] ~
*C(1+1) ) WT*W ~ [«[*) (sw ~w d) ' (rz()+ P*(*+1)
gdzie —0  Xt=fcPz(i) 1,2,, n).

Ze wzoru (13) wynika, ze obliczenie wartosci wyrazenia Q(z) —Q(z') wymaga wyko-
nania elementarnych operacji arytmetycznych (zaktadajac, ze potrafimy tatwo wyznaczy¢
posta¢ funkcji ff 1(¢)). Jesli Q(z) - Q(z') > 0, to oznacza, ze permutacja z' odpowia-
da mniejszej wartosci funkcji celu, a zatem celowa jest zamiana zadan na pozycjach k
i k+ 1. Powyzsza obserwacja-stanowi podstawe konstrukcji przyblizonego algorytmu 1

wyznaczania kolejnosci wykonywania zadan.

Algorytm 1. Przyblizony algorytm wyznaczania kolejnosci wykonywania zadah dla
problemu (A).
1 z := ,dowolna permutacja ze zbioru Z”

2 forl1:=n—I,n —2,...,1do

3 fork :=1,2,... ,tdo

4 z' = [z(l),...,z(fc- 1),.".:,z(&+ I),z(A:),z(fc + 2),... ,z(n)]
5 ifz' 6 Zthen

6 if Q(z) - Q(z') > Othenz :=7Z'

7 z* =1z

W kroku 1 nastepuje inicjalizacja algorytmu poprzez wybranie ze zbioru Z dowolnej
permutacji dopuszczalnej. W kroku \ utworzona zostaje permutacja z'. Je$li permutacja
z'jest dopuszczalna (krok 5) oraz odpowiada mniejszej warto$ci funkcji celu niz permutacja
z (krok 6), to ta permutacja jest uzywana do dalszych obliczen. Petle 2 i 3 sterujg kolejna
zamiang zadan w rozpatrywanych permutacjach. Ztozono$¢ tego algorytmu wynosi 0(n2-e

g(n)), gdzie g(n) jest ztozonoscig obliczania funkcji f f 1{-).
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Po zakonczeniu dziatania powyzszego algorytmu otrzymujemy permutacje z*, ktdra
odpowiada semioptymalnej wartosci funkcji celu dla rozwazanego problemu, tj.

n

Qz ) — mr=0);

gdzie

5. Uwagi koncowe i uogélnienia

Godnym uwagi uog6lnieniem rozwazanego problemu jest rozwazenie problemu od-
wrotnego do (4). Ponadto, rozpatrywany w niniejszej pracy problem mozna uogdlni¢ na
przypadek, gdy ilo$¢ zasobu dostepna do rozdysponowania w danej chwili jest ograniczo-
na. Istotnym rozszerzeniem tego problemu moze by¢ takze przyjecie dowolnych (nie tylko

wklestych) funkcji modeli terminéw dostepnosci.
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Abstract

In this paper we present a solution of the problem of minimizing total amount of
resource consumed in the resource allocation and scheduling problem with dynamic (dif-
ferential) models of job release dates. The considered problem is a very hard dynamic
optimization problem (because of the models of release dates) and static optimization
problem (because of the scheduling). The dynamic models are often met in many com-
puter applications (e.g. preparing of animations and picture rendering in the Computer
Aided Design programs) as well as in industrial ones.

Before a job is ready for processing on the critical machine it must undergo initial tre-
atment on parallel machines. The length of this initial treatment can be considered as
the release date and is dynamically dependent on the amount of resource consumed. The
processing time of each job on the critical machine is constant and known a priori. There
is also a constraint set on the time of finishing processing of all the jobs in this problem.

Many important properties of this problem have been proven (e.g. those concerning
the character of the resource allocation function). The presented scheduling algorithm is
based on the properties proven in this paper. There are also given some generalizations
of the considered problem.



