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ROZWIAZYWANIE DYSKRETNO-CIAGLYCH PROBLEMOW ROZDZIALU
ZASOBOW PRZEZ DYSKRETYZACJE ZASOBU CIAGLEGO

Streszczenie. W artykule rozwaza sie dyskretno-ciggly problem rozdziatlu zasobow.
W problemach tego typu do wykonania zadan konieczne sg jednocze$nie zasoby
ciggte i dyskretne, przy czym wszystkie zasoby sg odnawialne. Szybko$¢ wykonania
kazdej czynnosci zalezy od przydzielonej jej w danej chwili ilosci zasobu ciggtego.
Czynnosci sa niepodzielne, a celem jest minimalizacja dtugosci uszeregowania.
W pracy zaproponowano metode rozwigzania polegajgca na transformacji powyzszego
problemu do klasycznego problemu rozdzialu zasobéw z wieloma sposobami
wykonywania czynnosci.

SOLVING A DISCRETE-CONTINUOUS PROJECT SCHEDULING PROBLEM VIA
A CONTINUOUS RESOURCE DISCRETIZATION

Summary. In this paper a discrete-continuous project scheduling problem is
considered. In this problem activities simultaneously require for their processing
discrete and continuous resources. The processing rate of each activity depends on the
amount of the continuous resource allotted to this activity at a time. All the resources
are renewable ones. The activities are nonpreemtable and the objective is to minimize
the makespan. Discretization of this problem leading to a classical (i.e. discrete)
project scheduling problem in the multimode version is presented.

1. Wstep

Dyskretno-ciggte problemy rozdziatu zasobéw sg uogélnieniem dyskretno-ciggtych
probleméw szeregowania zadan, ktoérych ogdlng metodyke rozwigzywania przedstawiono w
[5], W problemach tego typu do wykonania zadan wymagane sa jednocze$nie zasoby
dyskretne i ciggte (tj. podzielne w sposéb ciggly). Zasoby ciagte moga by¢ przy tym
przydzielone do zadan w dowolnych, nie znanych zawczasu ilosciach z pewnego danego
przedziatlu. W pracy rozwaza¢ bedziemy wytgcznie zasoby odnawialne, tj. takie, co do
ktérych zaktadamy, ze ograniczonajest tylko ilo$¢ zasobu dostepna w danej chwili.

Uwzglednienie w rozwazanym problemie zasobéw cigglych daje mozliwos$é

zastosowania modelu wykonania zadania, w ktorym czas jego wykonania bytby funkcjg
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przydzielonego mu zasobu ciggtego. W problemach dyskretno-ciggtych celowe jest jednak
wykorzystanie ogélniejszego modelu wykonania zadania, w ktdrym nie czas lecz chwilowa
szybko$¢ wykonania kazdego zadania jest opisana ciggla, rosnaca funkcjg ilosci zasobu
ciggtego przydzielonego temu zadaniu w danej chwili. Taki model umozliwia gtebokg analize
wiasnosci  uszeregowan optymalnych. Ponadto w pewnych, waznych w praktyce
przypadkach, prowadzi on do rozwiazan analitycznych. Problemy dyskretno-ciggte z
modelem wykonania zadania typu szybko$¢/zasob ciaglty sa tez bardziej naturalne w
sytuacjach praktycznych, gdyz wprost odwzorowuja chwilowg nature zasobéw odnawialnych.

W niniejszej pracy rozwazany jest dyskretno-ciggly problem rozdziatu zasobow dla
zadan (czynnosci) niepodzielnych, przedstawiony w pracy [6]. W sformutowaniu tym do
wykonania czynnosci wymagane jest jednocze$nie wiele typdéw zasoboéw dyskretnych i
jednego zasobu ciggtego, przy czym wszystkie zasoby sg odnawialne, a problem polega na
znalezieniu uszeregowania o minimalnej diugosci. tatwo zauwazy¢, ze tak sformutowany
problem jest uogélnieniem klasycznego problemu rozdziatu zasobéw RCPSP (ang. Resource
Constrained Project Scheduling Problem) z uwzglednieniem zasobéw podzielnych w sposob
ciggly.

W  ogo6lnosci  dyskretno-ciagty problem  rozdzialu zasobéw moze by¢
zdekomponowany na dwa powigzane podproblemy: (i) konstrukcje kolejnosciowo i
zasobowo (ze wzgledu na zasoby dyskretne) dopuszczalnej sekwencji czynnos$ci oraz (ii)
przydzielenie wczes$niej uszeregowanym czynnos$ciom stosownej ilosci zasobu ciggtego. Dla
znalezionej w kroku (i) dopuszczalnej sekwencji czynnosci moze by¢ wyznaczona w kroku
(i) optymalna ze wzgledu na rozwazane kryterium ilo$¢ zasobu ciagtego. W tym celu
rozwigzuje sie nieliniowy (wypukty) problem programowania matematycznego. W pracy [6]
krok (i) realizowany by} przez jedna z trzech procedur lokalnego przeszukiwania, w ktérych
do oceny biezacej sekwencji czynno$ci konieczne byto wyznaczenie optymalnego rozdziatu
zasobu ciggtego. Oznaczato to konieczno$¢ uzycia solwera nieliniowego w kazdej iteracji
takiej procedury. Takie podejscie, cho¢ wazne z teoretycznego punktu widzenia, jest jednak
niepraktyczne ze wzgledu na bardzo duzy czas obliczeri wymagany do rozwigzania problemu
wypuktego programowania matematycznego dla pojedynczej dopuszczalnej sekwencji
czynnosci.

W tej pracy zaproponowano inne podejscie, ktére polega na przeksztatceniu
rozwazanego problemu do dyskretnego problemu rozdziatu zasobéw z wieloma sposobami
wykonania czynnosci MRCPSP {ang. Multi Mode Resource Constrained Project Scheduling

Problem).
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2. Sformutowanie problemu

Rozwazmy nastepujacy problem. Dany jest zbiér n kolejnosciowo i zasobowo
ograniczonych czynnosci niepodzielnych, do wykonania ktérych wymagane sag zasoby
odnawialne dwoch kategorii: dyskretnych i ciagtych. Zaktadamy, ze dostepnych jest m
zasobow dyskretnych i jeden zasob ciagty. Wektor n= [r/, ri2 ..., rin], i = 1,2,..., n okresla
ustalone dyskretne Zzadania zasobowe czynnosci z Catkowita liczba jednostek zasobu
dyskretnegoj,j- 1,2,..., mjest ograniczona przez Rj. Zaséb ciggly moze by¢ przydzielony
czynnosci w dowolnej ilosci z przedziatu [0,1]. Nieznana z géry ilo$¢ zasobu ciggtego w;(i)
przydzielona czynnosci i w chwili t okresla szybko$¢ wykonania czynnosci i zgodnie

z nastepujaca zaleznoscia:

g,,(O:"at =/,[«, (01 xi(0)=0,x,(C) =%, , (1)
gdzie:
Xj(t) - stan czynnosci zw chwili t,
u/(t) - ilos¢ zasobu ciggtego przydzielona czynnosci zw chwili t,
f - ciggta, rosnaca funkcja,_//(0)=0,
Ci - nie znany z gory czas zakonczenia czynnosci 2,
X( - rozmiar (stan koncowy) czynnosci z

Nalezy znalez¢ sekwencje czynnosci dopuszczalng ze wzgledu na ograniczenia
kolejnosciowe i zasobowe (ale tylko dyskretne) oraz rownoczesnie przydziat zasobu ciggtego,
ktore minimalizujg dlugos¢ uszeregowania M = max,{C,}. Ograniczenia kolejnosciowe
reprezentowane sg przez graf ogramczen kolejnosciowych. Przydzial zasobu ciggtego
zdefiniowany jest jako odcinkami ciagta, nieujemna funkcja wektorowa u(/)=[zz/(f), u2(t),
.y U,(N], ktérej wartosci u*=[k/, u2 u,'] sq optymalnymi iloSciami przydzielonego
zasobu ciggtego, odpowiadajgcego M* - minimalnej wartosci M. Wykonanie czynnosci /,

i=1,2,..., n wymaga spetnienia warunku:

*(C)= I [«(N]*=> = o)
Zauwazmy, ze dowolne uszoeregowanie dopuszczalne, bedace rozwigzaniem
dyskretno-ciggtego problemu rozdziatu zasobéw, moze by¢ podzielone nap<n przedziatdw
o dhlugosci Mk, k= 1,2,...,/?, okreslone przez momenty zakonczenia kolejnych czynnosci.
Niech Zk oznacza kombinacje czynnosci odpowiadajacg t-temu przedziatlowi. Z kazdym

uszeregowaniem dopuszczalnym jest zwigzana sekwencja dopuszczalna S kombinacji Zk,

k=\,2,...,p.
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Dopuszczalno$é takiej sekwencji jest zachowanajesli:

e liczba jednostek zasobu dyskretnego j, j = przydzielonych czynnosci w
kombinacji z*, k = 1,2 p nie przekracza Rj, tj.:

Yjrl - Rj’ J~1>2 m, k=1,2,...,p,
Iej<] J p
e kazda czynnos$¢ wystepuje co najmniej w jednej kombinacji,

¢ uwzglednione sg ograniczenia kolejriosciowe miedzy czynno$ciami,
e zagwarantowana jest niepodzielnos$¢ kazdej czynnosci.

Ostatni warunek wymaga, by kazda czynnos$¢ wystepowata w dokladnie jednej badz
w kolejnych kombinacjach w S.

Z praktycznego punktu widzenia szczeg6lnie uzasadnione jest rozwazanie wklestych
funkcji szybkosci wykonywania czynnosci. W pracy [5] wykazano, ze dla takich funkcji w
uszeregowaniu optymalnym roéwnolegle wykonywana jest mozliwie najwieksza liczba
czynnosci. W tym przypadku dla danej sekwencji dopuszczalnej S mozna wyznaczy¢
optymalny podziat rozmiaréw czynnosci i, i =1,2,...,« pomiedzy kombinacje w S
rozwigzujac odpowiedni problem wypuktego programowania matematycznego. W problemie
tym minimalizowana jest suma diugosci przedziatbw odpowiadajacych kolejnym
kombinacjom w S pod warunkiem, ze kazda czynno$¢ musi by¢ wykonana. Rozwigzanie tego
problemu umozliwia znalezienie uszeregowania optymalnego dla danej sekwencji
dopuszczalnej. W zwigzku z tym globalnie optymalne uszeregowanie mogtoby byc¢
znalezione poprzez optymalne rozwigzanie problemu rozdziatlu zasobu ciggtego dla
wszystkich sekwencji dopuszczalnych i wybdr najlepszego z nich. W tym przypadku proces
znajdowania uszeregowania optymalnego moze by¢ traktowany jako problem przeszukiwania
przestrzeni wszystkich sekwencji dopuszczalnych dla danej instancji problemu. Niestety, w
ogolnosci liczba wszystkich sekwencji dopuszczalnych rosnie wyktadniczo wraz ze wzrostem
liczby czynnosci. Uzasadnione jest zatem zastosowanie algorytméw metaheurystycznych, np.
symulowanego wyzarzania S.A. (ang. Simulated Annealing), przeszukiwania tabu TS (ang.
Tabu Search) czy algorytmu genetycznego GA (ang. Genetic Algorithm). W [6] poréwnano
efektywno$¢ powyzszych metaheurystyk. Jednak czasy obliczen wynikajace z koniecznosci
wykorzystania solwera nieliniowego do oceny kazdego z potencjalnych rozwigzan problemu

istotnie ograniczajg praktyczng uzyteczno$¢ takiego podejscia.

3. Dyskretyzacja ciggtych zagdan zasobowych

Jak wspomniano, dla modelu (1) mozliwe jest sformutowanie wypuktych problemoéw

programowania matematycznego, ktérych rozwigzanie dla danej sekwencji dopuszczalnej
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pozwala znalez¢ optymalny przydziat zasobu ciggtego, co jednak wymaga duzych naktaddéw
obliczeniowych. W zwigzku z tym proponujemy inne podejscie, ktdre polega na dyskretyzacji
zadan zasobowych odnos$nie do zasobu ciagtego (ciggtych zadan zasobowych). Oznaczmy
przez r/J=u'/ 6(0,1] zdyskretyzowane ciggte zgdanie zasobowe czynnosci i, It=1,2,...,Lit
gdzie Li jest dane. Po przeksztatceniu réwnania (1) czasy wykonania czynnosci i dla zagdania

zasobowego r/' uzyskamy ze wzoru:
rr=-A - . (3)
1(>*)
Traktujgc zaséb ciggly jako dodatkowy, tj. m+1 zaséb dyskretny, otrzymamy zatem
problem rozdziatu zasobéw z wieloma sposobami wykonania czynnos$ci (MRCPSP), w

ktérym Zzadania zasobowe czynnosci i, i-1,2,...,n wykonywanych /-tym sposobem,

/,=1,2,..., Li sa okreSlone wektorem r,1=[rn,rn,...,r|mr’\];"'_ <1, a czasy

wykonania czynnosci dane sg wzorem (3).

Idea dyskretyzacji moze by¢ atrakcyjna jako sposéb na unikniecie duzych naktadéw
obliczeniowych wymaganych do znalezienia optymalnego przydziatu zasobow ciggtych.
Istnieje wiele efektywnych algorytméw przyblizonych, rozwigzujagcych MRCPSP. Problemy
tego typu szeroko rozwazane bylty rowniez w literaturze (por. [1], [2], [3], [4], [7])-

Nalezy w tym miejscu jednak zaznaczy¢, ze prezentowana tu dyskretyzacja ciggtych
zgdan zasobowych w problemie wyjsciowym nie prowadzi do problemu mu réwnowaznego,
to znaczy, optymalne rozwigzanie problemu MRCPSP nie gwarantuje optymalnosci
uszeregowania odpowiadajacego mu problemu dyskretno-ciggtego.

Dla ustalonej liczby £/ sposobéw wykonania czynnosci i najbardziej naturalny wydaje
sie by¢ rownomierny podziat przedziatu [0,1], tzn. przyjecie, ze r'lzf, f=1,2,..., L,

i
i= 1,2,..., n. Przy takim zatozeniu zbior rozwigzan dopuszczalnych problemu MRCPSP dla
liczby sposobéw wykonania czynnosci i réwnej L., jest podzbiorem zbioru rozwigzan
dopuszczalnych dla liczby sposob6w réwnej L/ =k <£,, gdzie kjest dowolng liczba naturalna.
Obserwacja ta jest zgodna z intuicjg ze im wieksze L-, tym lepiej przyblizamy rozwigzanie
optymalne. Warto jednak zauwazy¢, ze ta obserwacja nie dotyczy przypadkéw, kiedy £, > £,
i {Li modLj) 7-0. Ponizej przedstawiono przyktad ilustrujagcy miedzy innymi sytuacje, w
ktorej zwiekszenie liczby sposobow wykonania czynnosci nie prowadzi do zmniejszenia

dlugosci uszeregowania.
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Przyktad 1

Niech bedzie dany problem rozdziatu zasobéw dla n = 3 czynnosci o rozmiarach: X = 8,

T2=4, = 4. W problemie wystepuje m = 1 zas6b dyskretny dostepny w ilosci R\ = 2 i

jeden zasob ciagty. Jedynym ograniczeniem kolejnosciowym jest wymaég wykonania
czynnosci 3 po czynnosSci 2 (2->3). Okreslone sg funkcje szybkosci wykonania
poszczegblnych czynnosci: f —u//2 dla i=1,2 i _/)=to, oraz ich dyskretne zadania

zasobowe n = r: = r; = 1. Nalezy zminimalizowa¢ dtugo$¢ uszeregowania.

Rys. 1. Uszeregowanie optymalne dla dyskretno-cigglego problemu rozdziatu zasobéw
Fig.l. Optimal schedule for a discrete-continuous project scheduling problem

Na rys.l. pokazane jest uszeregowanie optymalne, w ktérym ilos¢ zasobu ciggtego
przydzielonego czynnosci 1jest zmienna w czasie. Jesli powyzszy problem sprowadzimy
do MRCPSP poprzez dyskretyzacje ciagtych zadan zasobowych, to otrzymane rozwigzanie

nie bedzie lepsze od powyzszego.

Niech £,=£=3 oraz r/*=/,/£, /,=1,2,3, /= 1,2,3. Dla takiego przypadku

uszeregowanie optymalne ma posta¢ przedstawiong na rys.2 (w nawiasie podane sag

sposoby wykonania poszczegélnych czynnosci).

Rys.2. Uszeregowanie optymalne dla MRCPSP i £fm=L = 3
Fig.2. Optimal Schedule for MRCPSP and £e=£ = 3
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Dla Lj=L =5 oraz r* =/, /L, /,= 1,2,..., 5, i- 1,2,3 optymalne uszeregowanie (por.
rys.3.) ma mniejszg dtugos¢. Oczywiscie, wcigz jest to jednak diugo$¢ wieksza od

optymalnej dla oryginalnego dyskretno-ciggtego problemu rozdziatu zasobdw.

Rys.3. Uszeregowanie optymalne dla MRCPSP i L\ = L =5
Fig.3. Optimal schedule for MRCPSP and 1,=1 =5

Zwiekszenie liczby sposobéw wykonywania czynnosci |, = L do L = 1 nie prowadzi
do zmniejszenia dlugosci odpowiadajacego jej uszeregowania optymalnego, a wrecz

przeciwnie, dtugosc¢ ta rosnie (por. rys.4.).

Rys.4. Uszeregowanie optymalne dla MRCPSP i L\ = L =7
Fig.4. Optimal schedule for MRCPSP and L,=L =7

Praktyczna uzyteczno$¢ zaproponowanej idei dyskretyzacji zostata sprawdzona przy
zastosowaniu eksperymentu obliczeniowego. Racjonalng metoda weryfikacji tego podejscia
jest poréwnanie wynikoéw uzyskiwanych ta drogg z wynikami otrzymanymi przez algorytmy
metaheurystyczne, wykorzystujgce solwer nieliniowy w przypadku kazdego odwiedzonego
przez nie rozwigzania (badanymi w [6]). Zatozono przy tym, ze punktem odniesienia bedg
wyniki uzyskane przez najlepszy z tych algorytméw, czyli algorytm symulowanego
wyzarzania (oznaczmy go SADC). Do rozwigzywania problemu MRCPSP uzyskiwanego
przez dyskretyzacje problemu dyskretno-ciggtego uzyto algorytmu symulowanego
wyzarzania (SAMM) o takim samym schemacie chtodzenia oraz kryterium stopu. Rdéznice
implementacyjne miedzy SAMM a SADC, wynikajace z koniecznosci przeszukiwania

roznych przestrzeni rozwigzan dopuszczalnych, starano sie ograniczy¢ do niezbednego
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minimum. Przez SAMM+ oznaczono wyniki otrzymane przez optymalne przydzielenie
zasobu ciggtego w najlepszym rozwigzaniu znalezionym przez SAMM.

Eksperyment przeprowadzono dla instancji dyskretno-cigglych probleméw rozdziatu
zasobow, ktore rozwigzane zostaty wczesniej przez SADC [6]. Przeprowadzono je zatem dla
liczby czynnosci n réwnej 10, jednego zasobu dyskretnego dostepnego w liczbie jednostek
R (2,5, 10}oraz jednego zasobu ciggtego. Oba algorytmy symulowanego wyzarzania
zaimplementowano w jezyku C++, a eksperyment wykonano na komputerze SGI
PowcrChallenge XL z procesorami RISC 8000.

Zastosowanie algorytmu SADC prowadzi do najlepszych uszeregowan dla wszystkich
instancji. Wyniki zamieszczone w tablicy 1 zawieraja $rednie odchylenia standardowe

algorytméw SAMM i SAMM+ w stosunku do wynikéw uzyskanych przez SADC dla

roznychL iR
Tablica 1
Wyniki eksperymentu obliczeniowego - $rednie odchylenia standardowe [%0]
R=2 R=5 R= 10

L SAMM+  SAMM SAMM+ SAMM SAMM+ SAMM
> 493 17.41 5.03 16.60 4.06 17.56
3 3.74 14.76 4.40 14.24 3.99 14.63
4 3.58 13.73 4.50 12.80 4.64 13.91
> 3.33 12.56 3.59 12.45 3.34 12.53
10 3.95 11.66 5.25 11.56 4.53 11.58
15 3.46 11.64 4.96 11.12 4.17 11.36
20 4.74 10.59 4.94 10.53 451 10.75
30 4.14 10.70 3.92 10.4s 4.39 10.68
50 2.90 10.1\5 3.57 10.31 3.57 10.83
100 341 11.65 5.33 11.38 5.64 12.02

Sredni czas obliczeri algorytmu SAMM wynosi I1SO's, natomiast dla S.ADC - 13000 s.
Uszeregowania znalezione przez SAMM sg $rednio gorsze o 10-1S% od uszeregowan
znaleziony oh przez SADC. Znaczng poprawe diugosci uszeregowan ($rednie odchylenie
standardowe: 2> - 0." Z uzyskuje sie przez zastosowanie algorytmu SAMM*. Wzrost czasu
oblicze:: wyrokujacy z jednokrotnego zastosowania solwera nie jest w tym przypadku

znaczacy - Srednio wynosi on 10s.

4. Podsumowanie
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probiera sprowadza sie do dyskretnego problemu rozdzialu zasobéw z wieloma sposobami
wykonania (MRCPSP). Na podstawie eksperymentu obliczeniowego pokazano, Zze metoda ta
pozwala na znaczne (70 razy) skrocenie czasu obliczen kosztem pogorszenia rozwigzania o

2.9- 5.7%.
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Abstract

We consider a project scheduling problem in which nonpreemptive activities
simultaneously require for their processing m discrete, renewable resources and one
renewable continuous resource. Resource requirements concerning discrete resources are
fixed, whereas the continuous resource allocation is not known in advance. Processing speed
of activity i is an increasing function of the amount of the continuous resource allotted to this
job at a time. The criterion is the project duration. We compare two approaches to solving this
problem. The first one is based on a general methodology for discrete-continuous scheduling
problems. The second one consists in discretization of the continuous resource leading to a
Multimode Resource-Constrained Project Scheduling Problem. Simulated annealing
algorithms are developed for both approaches. Results of a computational experiment
comparing effectiveness of both algorithms are presented.



