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SZEREGOWANIE ZADAN Z OPTYMALIZACJA SREDNIEGO CZASU
ZAKONCZENIA OPERACJI W SYSTEMIE OTWARTYM

Streszczenie. W niniejszej pracy rozwazamy graniczne przypadki otwartego systemu
obstugi zadan niepodzielnych NOSS (Non-Preemptive Open-Shop Scheduling), dla
ktérych problem szeregowania z optymalizacjg $redniego czasu zakofczenia operacji
przestaje by¢ wielomianowy i staje sie NP-trudny. W szczeg6lnosci dowodzimy, ze
wielomianowy przypadek pojedynczego zadania skiadajgcego sie z n operacji
wykonywanych na n réznych procesorach staje sie NP-trudny po dotgczeniu drugiego
zadania, skladajgcego sie z jednej operacji wykonywanej na jednym (z goéry
okreslonym) procesorze.

OPEN SHOP SCHEDULING TO MINIMIZE AVERAGE COMPLETION TIME
OF THE OPERATIONS

Summary. In this paper we consider some special cases of the Non-Preemptive Open-
Shop Scheduling model with the average completion time of all operations as the
optimality criterion. In particular we prove that the polynomial solvable case where
there is only one job consisting of n operations, becomes 7/P-hard when another job
with only one operation sharing one of the processors is added.

1. Wstep

Do najczesciej rozpatrywanych kryteriow optymalizacyjnych w otwartym systemie
obstugi nalezy catkowity czas zakonczenia oraz $redni czas zakonczenia zadania. W
niniejszej pracy rozwazamy inne kryterium - $redni czas zakonczenia operacji. A zatem w
odréznieniu od kryterium $redniego czasu zakoriczenia zadania bierzemy pod uwage
momenty zakonczenia wszystkich operacji, a nie tylko koncowych operacji poszczegdlnych
zadan. Kryterium takie odpowiada np. sytuacji, gdy z kazdg z operacji jest skojarzony
identyczny nieodnawialny zasob, ktérego koszt magazynowania (rezerwowania) jest
proporcjonalny do czasu magazynowania (np. trudny do utrzymania w stanie aktywnosci
katalizator albo ucigzliwe do przechowywania paliwo). Istotne jest tu jednak zatozenie o tym,
ze kazda z operacji zuzywa (zwalnia) takg samg cze$¢ zasobu. Rozwazmy przykiad. Do
szpitala przybywa m pacjentow (zadan), z ktérych kazdy musi przejs¢ k operacji, po jednej na
kazdej z k sal operacyjnych (procesoréw). Do czasu wykonania i-tej operacji pacjent musi by¢
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podigczony do urzadzenia (zasobu) podtrzymujgcego i-tg czynno$¢ zyciowg organizmu
(natychmiast po przybyciu do szpitala pacjent jest podtgczany do k urzadzen, ktore sa kolejno
odtgczane w miare wykonywania kolejnych operacji). Koszt wypozyczenia kazdego
urzadzenia jest proporcjonalny do czasu eksploatacji, przy czym optata za godzine
eksploatacji jest taka sama dla wszystkich urzadzen. W tym przypadku optymalne
uszeregowanie przy minimalizacji $redniego czasu zakonczenia operacji minimalizuje koszty
wypozyczenia urzadzen.

Problem szeregowania zadah w otwartym systemie obstugi bez mozliwosci
przerywania wykonywania operacji dla kazdego z wymienionych trzech kryteriéw
optymalizacji jest problemem NP-trudnym. Naturalnym celem jest wiec préba charakteryzacji
mozliwie szerokich klas przypadkow, dla ktorych problem pozostaje wielomianowy.
Ograniczenia naktadane na ogélny model zwykle polegajg na ograniczeniu zbioru mozliwych
wartosci czasu wykonania operacji (np. wszystkie operacje majg czas jednostkowy) lub na
ograniczeniu zbioru operacji (np. kazde zadanie sktada sie z co najwyzej dwdéch operacji). Do
tej pory znacznie wiecej uwagi poswiecono wyznaczaniu takich klas dla czasu catkowitego
zakonczenia jako kryterium optymalizacji, np. [2], [3], [5], [7]. Tym razem zajmujemy sie
wylacznie przypadkiem minimalizacji $redniego czasu zakofczenia operacji, przy czym nie
stawiamy zadnych dodatkowych ograniczen na zbiér wartosci czasu wykonania operacji.

2. Definicja problemu

Niech M = {Mi, M., ..., M*} oznacza zbi6r procesordow, aJ = {/[, A, ..., Im} - zbidr
zadan, gdzie k, m e N. Kazde zadanie Jt sktada sie co najwyzej z k operacji Ot = {o/,i, ...,
Oij;}, ktdre musza by¢ wykonywane odpowiednio na procesorach M\, M:, ..., Mi. Czas
wykonania operacji oy wynosi € O. Ponadto zakfada sie, ze zadne dwie operacje
wchodzgce w skiad tego samego zadania nie mogg by¢ wykonywane rdwnoczesnie oraz ze
kazdy procesor wykonuje co najwyzej jedng operacje w tym samym czasie. Operacje nie
mogg by¢ przerywane (Non-Preemptive Open-Shop Scheduling - NOSS), a ich kolejnosé
wykonywania jest dowolna. Niech O bedzie zbiorem wszystkich operacji. Rozwigzanie
problemu polega na okre$leniu momentéw rozpoczecia wykonywania kazdej operacji
/ : O -> Q w taki sposéb, aby suma czasow zakonczenia poszczegOlnych zadan

+ byta najmniejsza z mozliwych.
li/Sm \Sjik

Zdefiniujemy dwa problemy, z ktérych pierwszy jest przypadkiem problemu
szeregowania NOSS z optymalizacjg $redniego czasu zakonczenia parametryzowanym przez
2n liczb naturalnych, a drugi jest dobrze znanym problemem "odd-even partition".
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Problem O

Dane sg liczby naturalne a\ <a2 < .. <a2n Znalez¢ optymalne uszeregowanie przy
optymalizacji $redniego czasu zakoriczenia operacji dla nastepujacej instancji NOSS: M =
(M1, Mz,  Mzn+l), j - {3\, J2), O\ ~ {011, 1272} Ol = {022n+2}. h2& = nL, t\idn2 =

( 2 >
AQ)L>find = M Ki = i + fm gdzie i = 1,.., 2n, & = a- - \a—,ﬂqu
11

tm=max{| £v|: 1< z<2n}, L =36(n + 1)n2s, M= 20n2..

Niech "Lxoznacza w skrécie sume Z x.

Problem ©

Dany jest zbior liczb naturalnych A = {ai, ai, ..., ai,,}, gdzie a-<a,+i, dlai=\,...,2n-\.
Czy istnieje zbidr B ¢ A spetniajgcych warunki:
1) Vis/ls,,((a26 s A¢prii 5) v (a2 &B N\ azi-16 £)),
(2) Es = Zivo

3. Redukowalnos$¢ problemu © do problemu O

Przedstawiamy teraz trzy kolejne lematy opisujgce wilasnosci uszeregowan
stanowigcych rozwigzanie problemu o> Wiasnosci te sg niezalezne od wartosci parametrow
a\, a2 ..., an. Szczegotowe dowody tych lematoéw mozna znalez¢ w [4].

Dla danego uszeregowania/ oznaczmy sume momentOw rozpoczecia operacji przez
s()= z zl(o0,,).

Misni 2jsk

Lemat 1. W uszeregowaniu stanowigcym rozwigzanie problemu O operacja ou,,*+i
jest ostatnig operacja zadania Ji.

Szkic dowodu

Dos¢ tatwo mozna wykaza¢ istnienie uszeregowania / spetniajgcego S(f) < M.
Jednoczes$nie oczywiste jest, ze uszeregowanie g nie spetniajace tezy implikuje S{g) > M. A
zatem g nie moze by¢ optymalne. Sprzecznosc.

Lemat 2. W uszeregowaniu stanowigcym rozwigzanie problemu 0 operacja Oij,+2
jest wykonywanapo operacji 022,42,

Szkic dowodu
Przypusé¢my, ze/jest uszeregowaniem stanowigcym rozwigzanie problemu O, ktdre
nie spetnia ttzy lematu. Mozemy udowodnié, ze wowczas S (/) > L{n + I)(2n + 1)-/j(2n+I)e.
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Niech B bedzie dowolnym «-elementowym podzbiorem zbioru {1, 2, 2«} takim, ze
X X'>t X ri' mNiech fi bedzie pokolorowaniem okreslonym w ten sposéb, ze operacje

icB \$is2n

o0 indeksach ze zbioru B sg wykonywane w pierwszej kolejnosci, po nich operacja Cip«t,
nastepnie wszystkie pozostate operacje zadania J\tz tym ze operacja oi”*+i jest wykonywana
na koncu. Operacja o2 2,4+2 rozpoczyna sie w chwili 0. Operacje zadania J\ rozpoczynajg sie
bezzwlocznie jedna po drugiej.

Mozna wykaza¢, ze S(fj) < L(n(2n + 3) + )+ n(2n +2)e.

Stad S (f) - S(fj) > ~[1 - (Bn2+6n)e)> 0. Sprzecznosc.

Lemat 3. Jezeli f jest rozwigzaniem problemu 0 to f(oipn#) = nL oraz istnieje
doktadnie n operacji ou poprzedzajgcych operacjg Oijn+2.

Szkic dowodu

Zatozmy, ze | jest rozwigzaniem problemu O. Niech k bedzie liczbg operacji 0\j
takich, ze A°\,d > Ao\.2n+i)- Rozpatrujagc kolejno przypadek k < n oraz k > n dla obu
znajdujemy lepsze uszeregowanie niz/ podobnie jak w dowodach powyzszych lematéw. Stad
mamy k = n.
Z lematu 2 mamy j[°\,2n+H)  nL. Przypadek /(0i.2/+) > nL wykluczamy prowadzac do
lepszego uszeregowania niz / poprzez "zamiane" operacji zadania J\ poprzedzajgcych
operacje 0Oi-2n+2 Z Operacjami rozpoczynajacymi sie po operacji o1 2h+, Z pominieciem operacji
o i2/iH, co tworzy luz dla operacji o1 2h+- Po przyspieszeniu rozpoczecia 012++2 i wszystkich
pOzZniejszych operacji zadaniaJj o interwat/(01,.2,%) - nL otrzymujemy lepsze uszeregowanie
nizf Sprzecznos¢.

Przedstawione wiasnosci rozwigzan problemu O prowadzg do nastepujgcego lematu,
ktérego dowdd mozna znalez¢ w [4].

Lemat 4. Jezeli A = {aj, 02, a2,}, aj <02 <.. <a2,if jest rozwigzaniem problemu
0 dla A, to odpowiedz dlaproblemu ©, dla zbioru A jest pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy

s(f) = )/(I («- O(02-i + a2i) + O+ 4n + {)L.

Twierdzenie 1. Problem szeregowania zadan z optymalizacjg S$redniego czasu
zakonczenia operacji w otwartym systemie obstugi NOSS z dwoma zadaniami, z ktérychjedno
sktada sie tylko zjednej operacji, jest problemem NP-trudnym.
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Dowdd

Z lematu 4 wynika, ze problem 0, ktdry jest problemem NP-zupeinym znanym jako
"odd-even partition problem", moze by¢ wielomianowo sprowadzony do problemu O, ktory
jest szczeg6lnym przypadkiem problemu wymienionego w tezie twierdzenia.

Procesory i zadania petnig analogiczng, roéwnorzedng role w ograniczeniu
dozwolonych uszeregowan. Sredni czas zakoficzenia operaciji jako kryterium optymalizaciji (w
odréznieniu od $redniego czasu zakornczenia zadania) takze nie wyrdznia zadnego z
elementow tej pary.

Whniosek 1. Problem szeregowania zadah z optymalizacja $redniego czasu
zakonczenia operacji w otwartym systemie obstugi NOSS z dwoma procesorami, z ktdrych
jedenjest wykorzystywany tylko przezjedno zadanie, jest problemem NP-trudnym.

4. Podsumowanie

Przedstawione negatywne rezultaty wyznaczajg istotng granice mozliwosci okreslenia
"szerokiej" klasy przypadkdéw NOSS z optymalizacjg Sredniego czasu zakonczenia operacji, 0
wielomianowej ztozonosci czasowej (o ile P "mNP). Naturalne staje sie pytanie o status klasy
przypadkdéw o ograniczonej liczbie operacji dla kazdego zadania i procesora przez funkcje
o(n), aw szczegoblnosci przez pewngstatg c.

Z [1] wiadomo, ze dla c = 3 problem pozostaje A/P-trudny. Dla ¢ = 2 problem staje sie
wielomianowy, co wynika z prostego uog6lnienia rozumowania przedstawionego w [6], gdzie
przyjeto dodatkowe zatozenie wymagajgce acyklicznosci grafu, ktorego wierzchotki

odpowiadajg zadaniom i procesorom, a krawedzie sg wyznaczone przez operacje 0 niezerowej
dtugosci.
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Abstract

The traditional optimization goal is to minimize the total completion time or the
average completion time of the jobs. In this paper we consider another objective - the average
completion time of the operation. In contrast to the average completion time of the jobs in this
case we take into consideration completion times of all operations and not only the latest one
of each job. Such objective corresponds for example with the situation, where there is a
constant amount of not renewable resources assigned to each operation and for which the cost
of storing (renting) is proportional to the time of storing (for example dangerous toxic fuel or
catalyst). The important assumption here is that each operation consumes the same amount of
resources. Consider the following example: m patients come to the hospital and each of them
has to undergo k surgeries - one in each of k operating rooms. Until the z-th surgery is done
the patient must be connected to a special piece of equipment (monitor) responsible for the 2-
th body action (at the beginning each patient is immediately connected to k monitors and then
successively, after each surgery one monitor is disconnected). The cost of renting monitor is
relative to the renting time. In this case the optimal scheduling minimizes the total cost of
renting the equipment.

The Non-Preemptive Open Shop Scheduling Problem for each of the three mentioned
optimization objectives is A/P-hard. Thus the natural goal is to look for a possibly wide classes
of cases for which the problem remains polynomial solvable. Usually the restrictions for the
general model reduce the possible execution times of operations (for example all operations
have unit execution time) or reduce the set of operations (for example each task consists of at
most two operations). Until now more attention were focussed on the establishing such
classes for the total completion time objective - for example [2], [3], [5], [7]. In this paper we
consider only the average operation completion time and we do not assume any restriction on
the execution time of the operations. The main result of this paper is presented in Theorem 1,
which states that the NOSS problem to minimize operation average completion time remains
AP-hard even if we restrict the model to two tasks and one of them requires only one
operation.



