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Streszczenie. W referacie przedstawiono przeglad zagadnien dotyczacych proble-
moéw ukladania rozktadéw zaje¢. Scharakteryzowano najwazniejsze elementy pro-
blemu, najczesciej spotykane sposoby jego modelowania oraz metody rozwigzywa-
nia. Do pracy zalgczono obszerny spis literatury.

METHODS FOR MODELLING AND SOLVING TIMETABLING
PROBLEMS

Summary. In this contribution the brief survey of the timetabling problem is
presented. The paper outlines the major components of the problem, mathematical
formulation methods and solution algorithms presented in the literature. The wide
bibliography is also included.

1. Wprowadzenie

Uktadanie rozktaddéw zaje¢ nalezy do najtrudniejszych probleméw badan operacyj-
nych. Na przestrzeni ostatnich kilkudziesieciu lat powstaty setki prac poswieconych temu
zagadnieniu i opracowano wiele systemow wspomagajacych rozwigzywanie praktycznych
zadan. Proponowane podej$cia czesto znaczaco sie réznig zaréwno sposobem opisu lub
modelowania problemu, jak tez metodg jego rozwigzywania. W tym kontekscie istnieje
potrzeba usystematyzowanego przedstawienia zagadnien dotyczacych harmonogramowa-
nia zaje¢, co powinno pozwoli¢ na dokonanie syntezy wynikéw dotychczasowych prac oraz
wskazanie obszaréw, ktére wymagajg dalszych, pogtebionych badan. Taki jest gtdwny cel
niniejszej pracy.

W kolejnych rozdziatach opisano elementy charakteryzujgce problem ukadania roz-
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ktadu zaje¢, przedstawiono proponowane w literaturze sposoby jego modelowania oraz
metody rozwigzywania. W ostatnim rozdziale dokonano podsumowania przeprowadzo-

nych rozwazan.

2. Elementy charakteryzujgce problem ukladania rozktadu zajec

W og6lnym przypadku utozenie rozktadu zaje¢ polega na przypisaniu do zajec ter-
minéw realizacji, stuchaczy, nauczycieli oraz sal. Rozktad zaje¢ powinien by¢ wolny od
konfliktow, tzn. w tym samym terminie zaden stuchacz, zaden nauczyciel oraz zadna sala
nie moze by¢ przypisana do wiecej niz jednego zajecia. Ponadto nalezy spetni¢ ogranicze-
nia narzucone na dostepno$¢ wykorzystywanych zasobdow.

Tak wiec w rozkladzie zaje¢ wystepujg nastepujace elementy: zajecia, terminy, stu-
chacze, zasoby kadrowe oraz zasoby lokalowe. Liczbe oraz tematyke poszczegdlnych zajeé
okresla program nauczania danej szkoly. Terminy tworzg horyzont planowania, ktorym
zwykle jest rok szkolny podzielony na tygodnie i dni. Zasoby kadrowe to nauczyciele
posiadajacy kwalifikacje wymagane do prowadzenia zaje¢. Zasoby lokalowe tworzg sale
uniwersalne, w ktdrych mozna realizowa¢ typowe zajecia oraz sale ze specjalistycznym,
przypisanym na state wyposazeniem.

Ze wzgledu na charakter programu nauczania problem planowania zaje¢ mozna ana-
lizowa¢ w dwoch przypadkach: przypadku szkél ze sztywnym programem nauczania oraz
przypadku szkdt z elastycznym programem nauczania. W pierwszym z nich ustalone gru-
py stuchaczy, zwykle tworzace klasy zajeciowe, muszg w ustalonym okresie, np. roku
szkolnym. zrealizowa¢ zestaw zaje¢ przewidziany dla nich programem nauczania szkoly.
W drugim przypadku z programu nauczania szkoty wynika pewien ramowy zakres wie-
dzy. ktora w trakcie catego okresu nauki w szkole powinni posigs¢ jej stuchacze. Na ten
zakres moga sktadac sie zajecia obowigzkowe oraz zajecia, w ktérych uczestnictwo zalezy
od indywidualnych decyzji stuchaczy.

Gtéwnym celem stawianym przed rozktadem zaje¢ jest umieszczenie w planie wszyst-
kich zaje¢ wynikajgcych z programu nauczania szkoty w taki sposéb, aby kazdy stuchacz
mogt uczestniczy¢ w kazdym zajeciu, ktore chce lub musi zrealizowaé. Do najwazniejszych

wymagan szczeg6towych nalezy zaliczy¢ wspomniang juz eliminacje konfliktéw, uwzgled-
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nienie ograniczen dotyczacych dopuszczalnej liczby zaje¢ oraz dostepnosci w poszczegol-
nych terminach nauczycieli i stuchaczy, uwzglednienie ograniczen dotyczacych dostepnosci
sal 0 wymaganych przez zajecia liczbach miejsc. Zwykle cze$¢ z wymagan mozna trakto-
wac jako konieczne do spetnienia, aby mozna byto ulozyé dopuszczalny rozklad zaje¢ a
cze$¢ jako wymagania, ktére w pewnym stopniu mozna przekroczyc.

Problemy rozwazane w literaturze dotyczacej uktadania rozktadéw zaje¢ mozna skla-
syfikowa¢ w nastepujacy sposob [7]: przydziat termindw do zaje¢ z ustalonymi nauczycie-
lami i grupami stuchaczy, przydziat sal do zaje¢ z ustalonymi terminami, nauczycielami
i grupami stuchaczy, planowanie kursdw, planowanie sesji egzaminacyjnych. W pierwszym
problemie dla kazdej pary nauczyciel-grupa stuchaczy jest ustalony rodzaj oraz liczba za-
jec, ktoére musza zosta przez te pare zrealizowane. Do zaje¢ nalezy przydzieli¢ terminy
w taki spos6b, aby zaden nauczyciel ani zadna grupa stuchaczy nie miata w tym samym
terminie wiecej niz jednego zajecia. W drugim problemie do zaje¢ nalezy dodatkowo przy-
dzieli¢ sale. W trzecim problemie dla kazdego studenta jest okreslony pewien zbidr zajec,
ktore chciatby on lub musi zrealizowac. Nalezy przydzieli¢ terminy do zaje¢ w taki sposob,

aby zaden student nie miat w tym samym terminie wiecej niz jednego zajecia.

3. Modele matematyczne

Modele matematyczne probleméw uktadania rozktadow zaje¢ sg najczesciej formuto-
wane jako zadania teorii graféw lub jako zadania programowania matematycznego.

W teorii graféw problemy planowania zaje¢ w szkotach ze sztywnym programem na-
uczania zwykle sg reprezentowane za pomocg modeli kolorowania krawedzi grafu. W naj-
bardziej typowym modelu wierzchotki grafu odpowiadajg nauczycielom lub klasom a kra-
wedzie zajeciom. Liczba krawedzi tgczacych pare wierzchotkdw klasa-nauczyciel jest rowna
liczbie zaje¢, ktére musza byC zrealizowane przez te pare. Wszystkie zajecia majg takg
samg dtugo$¢, a nauczyciele oraz klasy sg dostepni w kazdym terminie horyzontu pla-
nowania. W celu znalezienia dopuszczalnego rozwigzania problemu nalezy pokolorowac
krawedzie w taki sposéb, aby zadne dwie krawedzie incydentne nie miaty przypisanego
tego samego koloru [15].

Z kolei problemy planowania zaje¢ w szkotach z elastycznym programem nauczania
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sg modelowane jako zadania kolorowania wierzchotkow. Wierzchotkom grafu odpowia-
daja zajecia o jednakowej dtugosci, a krawedzie tgczg wierzchotki zwigzane z zajeciami,
ktore nie moga odbywac sie w tych samych terminach, poniewaz angazujg tych samych
nauczycieli lub zostaty zadeklarowane przez tego samego studenta [15]. W ten sposob
powstaje graf konfliktow dla tego problemu. W celu otrzymania rozwiazania dopuszczal-
nego wierzchotki grafu nalezy pokolorowa¢ w taki sposéb, aby kazde dwa z nich, ktdre
sg potgczone krawedzig, miaty przypisany inny kolor. W sytuacji, gdy nalezy uwzgled-
ni¢ zajecia o roznej dtugosci, realizowane w ciggu kilku kolejnych termindw, stosuje sie
tzw- modele multikolorowania wierzchotkdw. W takim przypadku, rozwigzujac problem,
do kazdego wierzchotka grafu konfliktéw nalezy przydzieli¢ tyle koloréw, ile terminéw ma
zajecie. Kolory muszg przy tym reprezentowac Scisle nastepujace po sobie terminy [25].
W programowaniu matematycznym problemy planowania zaje¢ sg najczesciej mode-
lowane jako zadania catkowitoliczbowego programowania liniowego - ZCPL [15, 18, 3, 34]

lub jako zadania sieciowe [8, 28].

4. Metody stosowane do uktadania rozktadow zajeé

Ztozono$¢ probleméw zwigzanych z harmonogramowaniem zajec jest bardzo duza. Na-
wet stosunkowo niewielkie zadania zawierajg tysigce zmiennych binarnych lub catkowitych
oraz tysigce ograniczen. Dodatkowym utrudnieniem jest skomplikowana struktura tych za-
dan. Ze wzgledu na te uwarunkowania metody stosowane do uktadania rozktadow zajec
zwykle majg charakter przyblizony.

Metody te mozna sklasyfikowaé w nastepujacy sposéb: metody kolorowania grafow,
doktadne metody rozwigzywania zadan programowania matematycznego, metody rozwia-
zywania zadan spetnienia ograniczen, metody przeszukiwania tabu, metody wykorzystujg-
ce algorytmy genetyczne, metody wykorzystujgce symulowane wyzarzanie oraz heurystyki
dedykowane do rozwigzywanych problemow.

Pierwsza grupa omawianych prac dotyczy algorytméw kolorowania grafow, ktére ana-
logicznie do modeli mozna podzieli¢ na algorytmy kolorowania krawedzi oraz algorytmy
kolorowania wierzchotkéw. W pracach [10, 20] pokazano, w jaki sposob problem kolorowa-

nia krawedzi grafu mozna rozwigza¢ algorytmami o ztozonosci 0(£logK), 0(1? log2V)
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i 0(V2logV), gdzie E jest liczbg krawedzi, a V — liczbg wierzchotkéw grafu. Z kolei
w przypadku probleméw kolorowania wierzchotkéw stosunkowo najlepsze rezultaty dajg
algorytmy sekwencyjne, algorytmy zbioréw niezaleznych oraz algorytmy agregacyjne.

W algorytmach sekwencyjnych kolory przydziela sie kolejnym wierzchotkom wedtug
pewnych scisle okre$lonych regut, zwykle zaleznych od stopnia wierzchotka, stopnia na-
sycenia wierzchotka, czy tez pokolorowania sasiednich wierzchotkéw [29]. Ich ztozonos¢
obliczeniowa jest rzedu 0(V + E), 0(V2) lub 0(f?logK). W algorytmach zbioréw nieza-
leznych Kkolory przydziela sie maksymalnym zbiorom niezaleznym, kolejno wyznaczanym
w grafie [26]. Reguly stuzgce do wyznaczania zbioréw niezaleznych majg charakter heury-
styczny. Ztozonosé obliczeniowa tego typu algorytméw jest rzedu 0(V 2+ VE). Uogolnie-
niem algorytmow zhioréw niezaleznych jest podejscie agregacyjne, w ktérym wierzchotki
i krawedzie grafu sg agregowane tak dtugo, az zagregowany graf stanie sie klikg. Do kaz-
dego zagregowanego wierzchotka przydziela sie wtedy inny kolor. Tego rodzaju podejscie
wykorzystano w pracy [35].

Kolejna grupa omawianych prac dotyczy doktadnych metod rozwigzywania zadan pro-
gramowania matematycznego. Problemy analizowane w pracach [5, 32] zostaty rozwigzane
za pomocg komercyjnego pakietu MIP firmy CPLEX. W pracy [4] przedstawiono rozwia-
zanie problemu harmonogramowania sesji egzaminacyjnej, do ktérego zastosowano pakiet
MIP o nazwie LINDO. Kilka prac dotyczy wykorzystania relaksacji Lagrange’a do wyzna-
czenia oszacowan wartosci funkcji celu rozwigzywanych probleméw. Tego typu podejscie
najczesciej jest stosowane w ramach proponowanych przez autoréw specjalizowanych wer-
sji algorytmu podziatu i oszacowan [34, 19, 28]. W pracy [31] do rozwigzania problemu
planowania kurséw zostat wykorzystany algorytm generacji kolumn.

Dla drugiego rodzaju zadan programowania matematycznego - zadan sieciowych -
sg znane szczegolnie efektywne metody rozwigzywania, ktdre mogg by¢ zastosowane do
rzeczywistych probleméw o duzych rozmiarach. Jednak w przypadku tego rodzaju zadan
czesto nie mozna uwzgledni¢ wszystkich ograniczeh rozwigzywanego problemu [28].

Trzecia grupa omawianych metod to metody rozwigzywania zadan spetnienia ograni-
czen. Zadania spetnienia ograniczen sg opisywane za pomocg zbioru zmiennych z okre-
Slonymi, skorczonymi dziedzinami oraz zbioru narzuconych na te zmienne ograniczen.

W harmonogramowaniu zaje¢ zmienne zwykle reprezentujg zajecia, do ktérych nalezy
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przydzieli¢ terminy, nauczycieli oraz sale. Przestrzen rozwigzan ma strukture drzewiastg.

Zadania spetnienia ograniczen sg rozwigzywane za pomocg algorytmow przeszukiwania
przestrzeni rozwigzan. Podstawowg technika stosowang do tego celu jest przeszukiwanie z
powrotami. Technika ta polega na przypisywaniu warto$ci do poszczegoélnych zmiennych
w taki sposdb, aby wszystkie ograniczenia ich dotyczace byly spetnione. Zmienne sg szere-
gowane w pewnym porzadku i kazdej z nich przypisuje sie kolejno dopuszczalne wartosci
sposrdd jej dziedziny. Proces ten trwa az do momentu, gdy przypisana warto$¢ jest zgodna,
w sensie spetnienia ograniczen' problemu, z warto$ciami przypisanymi do wczesniejszych
zmiennych. Tego typu podejscie zastosowano miedzy innymi w pracach [14,16,13]. W cze-
Sci prac zadania spetnienia ograniczen sg rozwigzywane za pomocg programéw pisanych
w jezykach programowania w logice - najczesciej w PROLOG-u [24, 9].

Kolejna grupa omawianych prac dotyczy metod przeszukiwania tabu. Przeszukiwanie
to polega na systematycznym przegladaniu zbioru rozwigzan dopuszczalnych w celu znale-
zienia najlepszego rozwigzania problemu w sensie zadanej funkcji celu. Proces ten zaczyna
sie od znalezienia, w dowolny sposéb, pierwszego rozwigzania dopuszczalnego. Nastepnie,
w kolejnych iteracjach sg wykonywane nastepujace operacje: konstruowanie sgsiedztwa
biezacego rozwigzania, wybor najlepszego rozwigzania z sasiedztwa, przejscie do wybra-
nego rozwigzania. W celu unikania cykli, na budowanej w taki sposéb drodze poszukiwan,
w algorytmie jest tworzona lista ruchéw zabronionych, tzw. ruchdw tabu. Na tej liScie sg
zapamietywane rozwigzania przejrzane w kilku ostatnich iteracjach. W harmonogramo-
waniu zaje¢ tego typu podejscie zastosowano miedzy innymi w pracach [12, 22, 21].

Pigta grupa metod to metody wykorzystujgce algorytmy genetyczne. Istotnym elemen-
tem algorytméw genetycznych jest powstawanie, w procesie krzyzowania réznych osobni-
kéw nalezacych do tego samego gatunku, potomstwa charakteryzujgcego sie najlepszymi
cechami z punktu widzenia warunkdw panujacych w srodowisku. Rézne rozwigzania pro-
blemu najczesciej odpowiadajg chromosomom réznych osobnikdw, a ograniczenia i kryte-
ria jakosci opisujg warunki panujace w srodowisku. Przystepujac do rozwigzywania proble-
mu nalezy wyznaczy¢ w miare duzg populacje rodzicow oraz okresli¢ sposob reprezentacji
problemu oraz strategii krzyzowania. Dla przyktadu, rozktad zaje¢ moze by¢ reprezento-
wany przez chromosom, w ktérym pojedynczy gen odpowiada terminowi przypisanemu do

zajecia. Geny potomka moga by¢ otrzymywane od rodzicéw losowo lub w sposob determi-
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nistyczny. W innym przypadku problem moze by¢ okreslony nie wprost, gdzie chromosomy
reprezentujg zbior instrukcji do sposobu tworzenia rozktadu zaje¢. W harmonogramowa-
niu zajec algorytmy genetyczne zostaty wykorzystane miedzy innymi w pracach [6, 1, 11].

Kolejna grupa metod to metody wykorzystujace symulowane wyzarzanie, ktdre jest
technikg w pewnym stopniu podobng do przeszukiwania tabu. W ramach tej metody
poszukuje sie rozwigzania problemu poprzez przejscia z jednego rozwigzania dopuszczal-
nego do innego rozwigzania wewnatrz ustalonego sasiedztwa. Przejscia dajgce poprawe
wskaznika jakosci sg akceptowane bezwarunkowo, przej$cia powodujgce pogorszenie tego
wskaznika tylko z pewnym prawdopodobieristwem, ktore jest zmniejszane podczas dziata-
nia algorytmu. Poczatkowe prawdopodobienistwa poszczegolnych rozwigzan sg wysokie, co
powoduje, ze wiekszos¢ z nich jest akceptowana. W trakcie dziatania algorytmu prawdopo-
dobieristwa malejg - analogia do spadku temperatury - az do osiggniecia przez algorytm
najlepszego rozwigzania w sensie zdefiniowanego wskaznika jakosci [33, 17, 23].

Ostatnia grupa omawianych metod to heurystyki dedykowane do rozwigzywanych pro-
bleméw. Ze wzgledu na ztozono$¢ problemdéw harmonogramowania zaje¢ wiekszosé algo-
rytmoéw proponowanych do ich rozwigzywania nalezy do kategorii metod przyblizonych.
Czes¢ z nich, omowiona wczesniej, wykorzystuje w trakcie dziatania pewien uniwersalny
schemat rozwigzywania problemu. Pozostate metody przyblizone bazujg na analizie szcze-
golnych wiasnosci rozwigzywanego problemu i w tym sensie sg dedykowane tylko do tego
problemu. W konstruowaniu heurystyk dedykowanych do problemu czesto stosowanym
mechanizmem jest wybor, wedtug pewnych zasad, i umieszczanie w planie kolejnych zaje¢
oraz przypisywanie im najbardziej dogodnych terminéw. Konsekwencjg tego jest przydziat
wymaganych zasobéw. Inny stosowany mechanizm to relaksacja problemu, polegajaca na
wyodrebnieniu sposrod wszystkich ograniczen pewnej ich grupy, ktérych niespetnienie
wigze sie z pewnym dodatkowym kosztem. W planowaniu zaje¢ algorytmy heurystycz-
ne dedykowane do rozwigzywanych problemow zaproponowano miedzy innymi w pracach

[27, 36, 19, 30],
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5. Podsumowanie

Literatura dotyczaca uktadania rozktadow zaje¢ jest bardzo bogata. Tak jak to zo-
stato pokazane w referacie duzej liczbie autoréw udato sie rozwigza¢ wiele praktycznych
zagadnien, przy wykorzystaniu réznorodnych metod i sposobéw modelowania problemu.

Ze wzgledu na ztozonos$¢ rzeczywistych probleméw planowania zaje¢ w praktyce naj-
czesciej stosuje sie podejscia polegajace na upraszczaniu problemu pierwotnego oraz zasto-
sowaniu do rozwigzywania jednej z metod przyblizonych. Pomimo tego tylko stosunkowo
niewielka liczba proponowanych rozwigzan znalazta zastosowania aplikacyjne i do tej pory
nie opracowano catkowicie zautomatyzowanego systemu uktadania rozktadu zaje¢. Z ana-
lizy literatury wynika, ze nie opracowano rowniez uniwersalnych metod, ktére moglyby
by¢ wykorzystywane do réznego typu probleméw, dotyczacych réznych szkot.

Jednak w zwigzku z obserwowanym w ostatnich latach nasileniem prac dotyczacych
harmonogramowania zaje¢ nalezy mie¢ nadzieje, ze wymienione zagadnienia znajdg w

najblizszym czasie zadowalajgce rozwigzania.
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Abstract

School and university timetabling is a very difficult combinatorial problem. Hundreds
of papers on the subject and hundreds of computer programs implemented to solve prac-
tical problems are presented in OR literature. The purpose of this paper is to discuss the
major components of the problem.

Timetabling problems consist of a set of lectures, a set of periods and a set of resour-
ces. The set of resources contents teachers, rooms and students. Problems considered in
the practice can be classified as follows: class-teacher timetabling, classroom assignment,
course scheduling and examination timetabling. The main requirements of the problem
concern absence of any conflicts - teachers, students and rooms cannot be allocated to
simultaneous lectures.

Mathematical formulations of timetabling problems are given in graph theory (ed-
ge/node coloring) and in mathematical programming (linear programming, network-
flows). Solution methods proposed in the literature may be classified as follows: graph
coloring algorithms, mathematical programming algorithms, constraint satisfaction based
algorithms, tabu search, genetic algorithms, simulated annealing and ,,specific” heuristic
algorithms.



