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SPO SO BY M ODELOW ANIA I M ETO D Y  ROZW IĄZYW ANIA 
PR O B LEM Ó W  UK ŁAD AN IA ROZKŁADÓW  ZA JĘĆ

Streszczenie. W referacie przedstawiono przegląd zagadnień dotyczących proble­
mów układania rozkładów zajęć. Scharakteryzowano najważniejsze elementy pro­
blemu, najczęściej spotykane sposoby jego modelowania oraz metody rozwiązywa­
nia. Do pracy załączono obszerny spis literatury.

M ETH ODS FO R  M OD ELLING AND SOLVING TIM ETA BLIN G  
PROBLEM S

Sum m ary. In this contribution the brief survey of the timetabling problem is 
presented. The paper outlines the major components of the problem, mathematical 
formulation methods and solution algorithms presented in the literature. The wide 
bibliography is also included.

1. W prow adzenie

Układanie rozkładów zajęć należy do najtrudniejszych problemów badań operacyj­

nych. Na przestrzeni ostatnich kilkudziesięciu lat powstały setki prac poświęconych temu 

zagadnieniu i opracowano wiele systemów wspomagających rozwiązywanie praktycznych 

zadań. Proponowane podejścia często znacząco się różnią zarówno sposobem opisu lub 

modelowania problemu, jak też metodą jego rozwiązywania. W tym kontekście istnieje 

potrzeba usystematyzowanego przedstawienia zagadnień dotyczących harmonogramowa- 

nia zajęć, co powinno pozwolić na dokonanie syntezy wyników dotychczasowych prac oraz 

wskazanie obszarów, które wymagają dalszych, pogłębionych badań. Taki jest główny cel 

niniejszej pracy.

W kolejnych rozdziałach opisano elementy charakteryzujące problem układania roz­
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kładu zajęć, przedstawiono proponowane w literaturze sposoby jego modelowania oraz 

metody rozwiązywania. W ostatnim rozdziale dokonano podsumowania przeprowadzo­

nych rozważań.

2. E lem enty charakteryzujące problem  układania  rozkładu zajęć

W ogólnym przypadku ułożenie rozkładu zajęć polega na przypisaniu do zajęć ter­

minów realizacji, słuchaczy, nauczycieli oraz sal. Rozkład zajęć powinien być wolny od 

konfliktów, tzn. w tym samym terminie żaden słuchacz, żaden nauczyciel oraz żadna sala 

nie może być przypisana do więcej niż jednego zajęcia. Ponadto należy spełnić ogranicze­

nia narzucone na dostępność wykorzystywanych zasobów.

Tak więc w rozkładzie zajęć występują następujące elementy: zajęcia, terminy, słu­

chacze, zasoby kadrowe oraz zasoby lokalowe. Liczbę oraz tematykę poszczególnych zajęć 

określa program nauczania danej szkoły. Terminy tworzą horyzont planowania, którym 

zwykle jest rok szkolny podzielony na tygodnie i dni. Zasoby kadrowe to nauczyciele 

posiadający kwalifikacje wymagane do prowadzenia zajęć. Zasoby lokalowe tworzą sale 

uniwersalne, w których można realizować typowe zajęcia oraz sale ze specjalistycznym, 

przypisanym na stałe wyposażeniem.

Ze względu na charakter programu nauczania problem planowania zajęć można ana­

lizować w dwóch przypadkach: przypadku szkól ze sztywnym programem nauczania oraz 

przypadku szkół z elastycznym programem nauczania. W pierwszym z nich ustalone gru­

py słuchaczy, zwykle tworzące klasy zajęciowe, muszą w ustalonym okresie, np. roku 

szkolnym. zrealizować zestaw zajęć przewidziany dla nich programem nauczania szkoły. 

W drugim przypadku z programu nauczania szkoły wynika pewien ramowy zakres wie­

dzy. którą w trakcie całego okresu nauki w szkole powinni posiąść jej słuchacze. Na ten 

zakres mogą składać się zajęcia obowiązkowe oraz zajęcia, w których uczestnictwo zależy 

od indywidualnych decyzji słuchaczy.

Głównym celem stawianym przed rozkładem zajęć jest umieszczenie w planie wszyst­

kich zajęć wynikających z programu nauczania szkoły w taki sposób, aby każdy słuchacz 

mógł uczestniczyć w każdym zajęciu, które chce lub musi zrealizować. Do najważniejszych 

wymagań szczegółowych należy zaliczyć wspomnianą już eliminację konfliktów, uwzględ­
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nienie ograniczeń dotyczących dopuszczalnej liczby zajęć oraz dostępności w poszczegól­

nych terminach nauczycieli i słuchaczy, uwzględnienie ograniczeń dotyczących dostępności 

sal o wymaganych przez zajęcia liczbach miejsc. Zwykle część z wymagań można trakto­

wać jako konieczne do spełnienia, aby można było ułożyć dopuszczalny rozkład zajęć a 

część jako wymagania, które w pewnym stopniu można przekroczyć.

Problemy rozważane w literaturze dotyczącej układania rozkładów zajęć można skla­

syfikować w następujący sposób [7]: przydział terminów do zajęć z ustalonymi nauczycie­

lami i grupami słuchaczy, przydział sal do zajęć z ustalonymi terminami, nauczycielami 

i grupami słuchaczy, planowanie kursów, planowanie sesji egzaminacyjnych. W pierwszym 

problemie dla każdej pary nauczyciel-grupa słuchaczy jest ustalony rodzaj oraz liczba za­

jęć, które muszą zostać przez tę parę zrealizowane. Do zajęć należy przydzielić terminy 

w taki sposób, aby żaden nauczyciel ani żadna grupa słuchaczy nie miała w tym samym 

terminie więcej niż jednego zajęcia. W drugim problemie do zajęć należy dodatkowo przy­

dzielić sale. W trzecim problemie dla każdego studenta jest określony pewien zbiór zajęć, 

które chciałby on lub musi zrealizować. Należy przydzielić terminy do zajęć w taki sposób, 

aby żaden student nie miał w tym samym terminie więcej niż jednego zajęcia.

3. M odele m atem atyczne

Modele matematyczne problemów układania rozkładów zajęć są najczęściej formuło­

wane jako zadania teorii grafów lub jako zadania programowania matematycznego.

W teorii grafów problemy planowania zajęć w szkołach ze sztywnym programem na­

uczania zwykle są reprezentowane za pomocą modeli kolorowania krawędzi grafu. W naj­

bardziej typowym modelu wierzchołki grafu odpowiadają nauczycielom lub klasom a kra­

wędzie zajęciom. Liczba krawędzi łączących parę wierzchołków klasa-nauczyciel jest równa 

liczbie zajęć, które muszą być zrealizowane przez tę parę. Wszystkie zajęcia mają taką 

samą długość, a nauczyciele oraz klasy są dostępni w każdym terminie horyzontu pla­

nowania. W celu znalezienia dopuszczalnego rozwiązania problemu należy pokolorować 

krawędzie w taki sposób, aby żadne dwie krawędzie incydentne nie miały przypisanego 

tego samego koloru [15].

Z kolei problemy planowania zajęć w szkołach z elastycznym programem nauczania
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są modelowane jako zadania kolorowania wierzchołków. Wierzchołkom grafu odpowia­

dają zajęcia o jednakowej długości, a krawędzie łączą wierzchołki związane z zajęciami, 

które nie mogą odbywać się w tych samych terminach, ponieważ angażują tych samych 

nauczycieli lub zostały zadeklarowane przez tego samego studenta [15]. W ten sposób 

powstaje graf konfliktów dla tego problemu. W celu otrzymania rozwiązania dopuszczal­

nego wierzchołki grafu należy pokolorować w taki sposób, aby każde dwa z nich, które 

są połączone krawędzią, miały przypisany inny kolor. W sytuacji, gdy należy uwzględ­

nić zajęcia o różnej długości, realizowane w ciągu kilku kolejnych terminów, stosuje się 

tzw- modele multikolorowania wierzchołków. W takim przypadku, rozwiązując problem, 

do każdego wierzchołka grafu konfliktów należy przydzielić tyle kolorów, ile terminów ma 

zajęcie. Kolory muszą przy tym reprezentować ściśle następujące po sobie terminy [25].

W programowaniu matematycznym problemy planowania zajęć są najczęściej mode­

lowane jako zadania całkowitoliczbowego programowania liniowego -  ZCPL [15, 18, 3, 34] 

lub jako zadania sieciowe [8, 28].

4. M etody stosowane do układania rozkładów  zajęć

Złożoność problemów związanych z harmonogramowaniem zajęć jest bardzo duża. Na­

wet stosunkowo niewielkie zadania zawierają tysiące zmiennych binarnych lub całkowitych 

oraz tysiące ograniczeń. Dodatkowym utrudnieniem jest skomplikowana struktura tych za­

dań. Ze względu na te uwarunkowania metody stosowane do układania rozkładów zajęć 

zwykle mają charakter przybliżony.

Metody te można sklasyfikować w następujący sposób: metody kolorowania grafów, 

dokładne metody rozwiązywania zadań programowania matematycznego, metody rozwią­

zywania zadań spełnienia ograniczeń, metody przeszukiwania tabu, metody wykorzystują­

ce algorytmy genetyczne, metody wykorzystujące symulowane wyżarzanie oraz heurystyki 

dedykowane do rozwiązywanych problemów.

Pierwsza grupa omawianych prac dotyczy algorytmów kolorowania grafów, które ana­

logicznie do modeli można podzielić na algorytmy kolorowania krawędzi oraz algorytmy 

kolorowania wierzchołków. W pracach [10, 20] pokazano, w jaki sposób problem kolorowa­

nia krawędzi grafu można rozwiązać algorytmami o złożoności 0 (£ lo g K ), 0(1? log2 V)
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i 0(V2 logV), gdzie E jest liczbą krawędzi, a V — liczbą wierzchołków grafu. Z kolei 

w przypadku problemów kolorowania wierzchołków stosunkowo najlepsze rezultaty dają 

algorytmy sekwencyjne, algorytmy zbiorów niezależnych oraz algorytmy agregacyjne.

W algorytmach sekwencyjnych kolory przydziela się kolejnym wierzchołkom według 

pewnych ściśle określonych reguł, zwykle zależnych od stopnia wierzchołka, stopnia na­

sycenia wierzchołka, czy też pokolorowania sąsiednich wierzchołków [29]. Ich złożoność 

obliczeniowa jest rzędu 0(V  +  E), 0(V2) lub 0(f?logK). W algorytmach zbiorów nieza­

leżnych kolory przydziela się maksymalnym zbiorom niezależnym, kolejno wyznaczanym 

w grafie [26]. Reguły służące do wyznaczania zbiorów niezależnych mają charakter heury­

styczny. Złożoność obliczeniowa tego typu algorytmów jest rzędu 0(V2 +  VE). Uogólnie­

niem algorytmów zbiorów niezależnych jest podejście agregacyjne, w którym wierzchołki 

i krawędzie grafu są agregowane tak długo, aż zagregowany graf stanie się kliką. Do każ­

dego zagregowanego wierzchołka przydziela się wtedy inny kolor. Tego rodzaju podejście 

wykorzystano w pracy [35].

Kolejna grupa omawianych prac dotyczy dokładnych metod rozwiązywania zadań pro­

gramowania matematycznego. Problemy analizowane w pracach [5, 32] zostały rozwiązane 

za pomocą komercyjnego pakietu MIP firmy CPLEX. W pracy [4] przedstawiono rozwią­

zanie problemu harmonogramowania sesji egzaminacyjnej, do którego zastosowano pakiet 

MIP o nazwie LINDO. Kilka prac dotyczy wykorzystania relaksacji Lagrange’a do wyzna­

czenia oszacowań wartości funkcji celu rozwiązywanych problemów. Tego typu podejście 

najczęściej jest stosowane w ramach proponowanych przez autorów specjalizowanych wer­

sji algorytmu podziału i oszacowań [34, 19, 28]. W pracy [31] do rozwiązania problemu 

planowania kursów został wykorzystany algorytm generacji kolumn.

Dla drugiego rodzaju zadań programowania matematycznego -  zadań sieciowych -  

są znane szczególnie efektywne metody rozwiązywania, które mogą być zastosowane do 

rzeczywistych problemów o dużych rozmiarach. Jednak w przypadku tego rodzaju zadań 

często nie można uwzględnić wszystkich ograniczeń rozwiązywanego problemu [28].

Trzecia grupa omawianych metod to metody rozwiązywania zadań spełnienia ograni­

czeń. Zadania spełnienia ograniczeń są opisywane za pomocą zbioru zmiennych z okre­

ślonymi, skończonymi dziedzinami oraz zbioru narzuconych na te zmienne ograniczeń. 

W harmonogramowaniu zajęć zmienne zwykle reprezentują zajęcia, do których należy
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przydzielić terminy, nauczycieli oraz sale. Przestrzeń rozwiązań ma strukturę drzewiastą.

Zadania spełnienia ograniczeń są rozwiązywane za pomocą algorytmów przeszukiwania 

przestrzeni rozwiązań. Podstawową techniką stosowaną do tego celu jest przeszukiwanie z 

powrotami. Technika ta polega na przypisywaniu wartości do poszczególnych zmiennych 

w taki sposób, aby wszystkie ograniczenia ich dotyczące były spełnione. Zmienne są szere­

gowane w pewnym porządku i każdej z nich przypisuje się kolejno dopuszczalne wartości 

spośród jej dziedziny. Proces ten trwa aż do momentu, gdy przypisana wartość jest zgodna, 

w sensie spełnienia ograniczeń' problemu, z wartościami przypisanymi do wcześniejszych 

zmiennych. Tego typu podejście zastosowano między innymi w pracach [14,16,13]. W czę­

ści prac zadania spełnienia ograniczeń są rozwiązywane za pomocą programów pisanych 

w językach programowania w logice -  najczęściej w PROLOG-u [24, 9].

Kolejna grupa omawianych prac dotyczy metod przeszukiwania tabu. Przeszukiwanie 

to polega na systematycznym przeglądaniu zbioru rozwiązań dopuszczalnych w celu znale­

zienia najlepszego rozwiązania problemu w sensie zadanej funkcji celu. Proces ten zaczyna 

się od znalezienia, w dowolny sposób, pierwszego rozwiązania dopuszczalnego. Następnie, 

w kolejnych iteracjach są wykonywane następujące operacje: konstruowanie sąsiedztwa 

bieżącego rozwiązania, wybór najlepszego rozwiązania z sąsiedztwa, przejście do wybra­

nego rozwiązania. W celu unikania cykli, na budowanej w taki sposób drodze poszukiwań, 

w algorytmie jest tworzona lista ruchów zabronionych, tzw. ruchów tabu. Na tej liście są 

zapamiętywane rozwiązania przejrzane w kilku ostatnich iteracjach. W harmonogramo- 

waniu zajęć tego typu podejście zastosowano między innymi w pracach [12, 22, 21].

Piąta grupa metod to metody wykorzystujące algorytmy genetyczne. Istotnym elemen­

tem algorytmów genetycznych jest powstawanie, w procesie krzyżowania różnych osobni­

ków należących do tego samego gatunku, potomstwa charakteryzującego się najlepszymi 

cechami z punktu widzenia warunków panujących w środowisku. Różne rozwiązania pro­

blemu najczęściej odpowiadają chromosomom różnych osobników, a ograniczenia i kryte­

ria jakości opisują warunki panujące w środowisku. Przystępując do rozwiązywania proble­

mu należy wyznaczyć w miarę dużą populację rodziców oraz określić sposób reprezentacji 

problemu oraz strategii krzyżowania. Dla przykładu, rozkład zajęć może być reprezento­

wany przez chromosom, w którym pojedynczy gen odpowiada terminowi przypisanemu do 

zajęcia. Geny potomka mogą być otrzymywane od rodziców losowo lub w sposób determi­
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nistyczny. W innym przypadku problem może być określony nie wprost, gdzie chromosomy 

reprezentują zbiór instrukcji do sposobu tworzenia rozkładu zajęć. W harmonogramowa- 

niu zajęć algorytmy genetyczne zostały wykorzystane między innymi w pracach [6, 1, 11].

Kolejna grupa metod to metody wykorzystujące symulowane wyżarzanie, które jest 

techniką w pewnym stopniu podobną do przeszukiwania tabu. W ramach tej metody 

poszukuje się rozwiązania problemu poprzez przejścia z jednego rozwiązania dopuszczal­

nego do innego rozwiązania wewnątrz ustalonego sąsiedztwa. Przejścia dające poprawę 

wskaźnika jakości są akceptowane bezwarunkowo, przejścia powodujące pogorszenie tego 

wskaźnika tylko z pewnym prawdopodobieństwem, które jest zmniejszane podczas działa­

nia algorytmu. Początkowe prawdopodobieństwa poszczególnych rozwiązań są wysokie, co 

powoduje, że większość z nich jest akceptowana. W trakcie działania algorytmu prawdopo­

dobieństwa maleją -  analogia do spadku temperatury -  aż do osiągnięcia przez algorytm 

najlepszego rozwiązania w sensie zdefiniowanego wskaźnika jakości [33, 17, 23].

Ostatnia grupa omawianych metod to heurystyki dedykowane do rozwiązywanych pro­

blemów. Ze względu na złożoność problemów harmonogramowania zajęć większość algo­

rytmów proponowanych do ich rozwiązywania należy do kategorii metod przybliżonych. 

Część z nich, omówiona wcześniej, wykorzystuje w trakcie działania pewien uniwersalny 

schemat rozwiązywania problemu. Pozostałe metody przybliżone bazują na analizie szcze­

gólnych własności rozwiązywanego problemu i w tym sensie są dedykowane tylko do tego 

problemu. W konstruowaniu heurystyk dedykowanych do problemu często stosowanym 

mechanizmem jest wybór, według pewnych zasad, i umieszczanie w planie kolejnych zajęć 

oraz przypisywanie im najbardziej dogodnych terminów. Konsekwencją tego jest przydział 

wymaganych zasobów. Inny stosowany mechanizm to relaksacja problemu, polegająca na 

wyodrębnieniu spośród wszystkich ograniczeń pewnej ich grupy, których niespełnienie 

wiąże się z pewnym dodatkowym kosztem. W planowaniu zajęć algorytmy heurystycz­

ne dedykowane do rozwiązywanych problemów zaproponowano między innymi w pracach 

[27, 36, 19, 30],
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5. Podsum ow anie

Literatura dotycząca układania rozkładów zajęć jest bardzo bogata. Tak jak to zo­

stało pokazane w referacie dużej liczbie autorów udało się rozwiązać wiele praktycznych 

zagadnień, przy wykorzystaniu różnorodnych metod i sposobów modelowania problemu.

Ze względu na złożoność rzeczywistych problemów planowania zajęć w praktyce naj­

częściej stosuje się podejścia polegające na upraszczaniu problemu pierwotnego oraz zasto­

sowaniu do rozwiązywania jednej z metod przybliżonych. Pomimo tego tylko stosunkowo 

niewielka liczba proponowanych rozwiązań znalazła zastosowania aplikacyjne i do tej pory 

nie opracowano całkowicie zautomatyzowanego systemu układania rozkładu zajęć. Z ana­

lizy literatury wynika, że nie opracowano również uniwersalnych metod, które mogłyby 

być wykorzystywane do różnego typu problemów, dotyczących różnych szkół.

Jednak w związku z obserwowanym w ostatnich latach nasileniem prac dotyczących 

harmonogramowania zajęć należy mieć nadzieję, że wymienione zagadnienia znajdą w 

najbliższym czasie zadowalające rozwiązania.
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A bstract

School and university timetabling is a very difficult combinatorial problem. Hundreds 
of papers on the subject and hundreds of computer programs implemented to solve prac­
tical problems are presented in OR literature. The purpose of this paper is to discuss the 
major components of the problem.

Timetabling problems consist of a set of lectures, a set of periods and a set of resour­
ces. The set of resources contents teachers, rooms and students. Problems considered in 
the practice can be classified as follows: class-teacher timetabling, classroom assignment, 
course scheduling and examination timetabling. The main requirements of the problem 
concern absence of any conflicts -  teachers, students and rooms cannot be allocated to 
simultaneous lectures.

Mathematical formulations of timetabling problems are given in graph theory (ed­
ge/node coloring) and in mathematical programming (linear programming, network- 
flows). Solution methods proposed in the literature may be classified as follows: graph 
coloring algorithms, mathematical programming algorithms, constraint satisfaction based 
algorithms, tabu search, genetic algorithms, simulated annealing and „specific” heuristic 
algorithms.


