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STABILNOSC PROCESU
NADAZNEGO HARMONOGRAMOWANIA PRODUKCJI*

Streszczenie. W pracy przedyskutowano istnienie granic, w ktérych zawsze mieszczg
sie poszczegdlne wspo6trzedne stanu procesu nadaznego harmonogramowania
produkcji. Nastepnie udowodniono, ze zalegto$ci w nadgzaniu planéw wykonawczych
generowanych przez algorytm harmonogramowania nadaznego za odpowiednimi
planami operacyjnymi sg ograniczone w nieskorficzonym horyzoncie czasowym.

STABILITY OF THE FOLLOW-UP SCHEDULING PROCESS

Summary. Existence of limits for state variables of the follow-up scheduling process
has been discussed in the paper. Next, it is proven that backlogs between operational
production plans and corresponding executive plans made by the follow-up scheduling
algorithm are limited for infinite time horizon.

1. Miejsce algorytmu NHP w systemie nadgznego sterowania produkcja

W  systemie nadgznego sterowania produkcjg [1] algorytm nadgznego
harmonogramowania produkcji (NHP) jest wusytuowany w warstwie planowania
wykonawczego (rys. 1). Nie stuzy on do szeregowania zadan oczekujacych w kolejce na
przyszte wykonanie, lecz do podejmowania biezacych decyzji o pracy lub postoju danego
agregatu produkcyjnego i o nastepnej chwili podjecia decyzji. Ponadto, w przypadku decyzji
o pracy, algorytm NHP wybiera wariant produkcyjny i wyznacza wielkosci partii [1],
Ewentualny raport o decyzjach z przesztosci miatby strukture harmonogramu produkcji, co
uzasadnia nazwe algorytmu.

Algorytm NHP wykorzystuje miedzy innymi informacje o wspdtrzednych stanu
procesu, ktérym steruje. Stan procesu jest aktualizowany w kazdym okresie planowania
wykonawczego (rys. 2), natomiast plany operacyjne sg czytane i decyzje NHP podejmowane
tylko w niektérych z tych okreséw. Sg one odpowiednio wybierane przez algorytm, przy

czym chwile czytania planéw i podejmowania decyzji moga lecz nie muszaby¢ te same.

*Prace wykonano w ramach projektu badawczego KBN nr 8 Tl 1A 020 18
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Rys.l. Struktura funkcjonalna systemu nadgznego sterowania produkcjg
Fig. 1. Functional structure of the follow-up production control system

2. Opis algorytmu nadgznego harmonogramowania produkcji

Algorytm nadaznego harmonogramowania produkcji zostat szczeg6towo opisany,
wraz ze znaczeniem uzytych symboli i komentarzami, w innym artykule tego samego numeru
Zeszytow Naukowych [1], Opis ten bedzie wykorzystany w niniejszej pracy, gdyz ze wzgledu
na ograniczenia redakcyjne nie moze tu by¢ powtdrzony. Odwotania do przedstawionych w

[1] zaleznosci (1)...(20) bedg oznaczone jako (A-I)...(A-20).

3. Dyskusja ograniczen wspotrzednych stanu procesu NHP

Od algorytmu przeznaczonego do biezacej generacji decyzji trzeba wymaga¢, by
gwarantowat stabilno$¢ procesu, ktérym steruje. Niezbedny jest wiec dowod, ze przy

ograniczonych wymuszeniach algorytm generuje decyzje mieszczace sie w znanych granicach
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przy nieskonczonym horyzoncie obserwacji. Odpowiednio ograniczone powinny by¢ takze
wszystkie wspotrzedne stanu procesu NHP. Zgodnie z trescig kroku 2 [1] na stan tego procesu

w dowolnej chwili t (i przy zgodnych z t numerach okresow 1 k) sktadajg sie
tf - 1,11- L a,,b,, Brat, xmtrrol. Z (A-5) (A-17) wynika, ze tf - 1< A, tE£ - 1<sa+ [x*], przy

czym A i sa sg statymi, wiec wystarczy zadba¢ o ograniczono$¢ x* . Numery wybieranych

kolejno wariantéw at , jak réwniez przypisywane im priorytety rrat , zawsze mieszczg sie w

zbiorze {1,.,M}. Takze zmieniajagca sie liczba bt wariantbw o zalegtosciach nie

przekraczajacych wartosci progowych spetnia podobne ograniczenie 0<b, <M . Zalegtosci
Bnjt i ich ewentualne chwilowe przewyzszenia BT wynikajace z korekty (A-8) sa

ograniczone, jesli tylko sg ograniczone ich miary czasowe x*t, co wynika wprost z definicji
(A-9). Wielkosci partii zgodne z decyzjami NHP sg albo zerowe, albo réwne zalegto$ciom
(A-16). Oczywiscie, wszystkie wymienione tu wielkoSci sa nieujemne. Podsumowujac,
proces NHP jest stabilny, jesli miary czasowe zalegtosci x*, sg ograniczone od gory przy

nieskoficzonym horyzoncie obserwacji. To wiasnie jest przedmiotem udowodnionego dalej

twierdzenia o stabilnosci procesu NHP.
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operacyjne ' fwykonawczego
1
Algorytm nadaznego stan
harmonogramowanie produkcji procesu
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|
decyzje
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Rys.2. Zastosowanie nadgznego harmonogramowania produkcji do generacji
biezgcych decyzji planowania wykonawczego

Fig.2. Application of the follow-up production scheduling to make current decisions
ofthe executive planning
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W kazdym okresie NHP zalegto$ci przyjmuja wartosci maksymalne
Bmik=B ;jk|t = t*, dlaje Jmm =1.M 1)
Xnk = Max{pnjBmk}, dla m=1.M 2)

w chwilach koricowych, bezposrednio przed podjeciem nastepnej decyzji. Przy tym, jak

wynika z procedur kroku 4, obowiazujg zaleznosci:

Bnk=Bnmk, + £ Z ml _ Ymik, dlaj eJm, m=1..M 3)
0, dlajeJm, m=1.M, gdyak =0
Yo 0, dlaje Jm,m=1..M ,m*ak, gdyak>0 (4)
Bnjk,, dlajeJmm=ak, gdyak>0
={le {12, -}Itk, <fjl, <tk} (5)
o Ik-1 > (6)
gdzie:
Lk- zbiér okreséw planowania operacyjnego, ktérych poczatki nalezg do k-tego
okresu harmonogramowania,
Tk - dtugos¢ okresu NHP.
Jesli k jest okresem pracy w wariancie a, to
T~ s.-t-kJ, @)

przy czym na ogotjest to rownos¢, a nieréwnosciajest tylko w przypadku, gdy w poprzednim

okresie pracy wystepowat ten sam wariant produkcyjny i przezbrojenie nie jest potrzebne.

4. Twierdzenie o stabilnosci procesu NHP
Wazng wielkoscig dla dowodu twierdzenia o stabilnosci jest

Tk - faczna dtugos$¢ okreséw planowania operacyjnego, ktoérych poczatki nalezg do k-tego
okresu NHP, czyli

Tl = Max tf - Min tf_, 8)
leLk 1€1%
Tk = Acard(jL;j.) 9)
Tp=Th-Akl1l+Ak, (10)
przy czym
Ak=Maxtp-tj , Ak<A, (11)

card(lk) - liczba okreséw planowania operacyjnego o poczatkach nalezacych do k-tego
okresu NHP.
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Zwigzki miedzy interwatami Tk,Tl ilustruje rys.3, na ktérym pokazano dwa

przypadki. W pierwszym poczatek i koniec okresu NHP lezg wewnatrz okreséw planowania
operacyjnego, natomiast w drugim sg rowne chwilom poczatkowym pewnych okreséow

planowania operacyjnego.

A, Tif

k-1

tl, th t., th

Rys.3. Zwigzki miedzy okresem NHP iokresami planowania operacyjnego
Fig.3. Relationships between a follow-up scheduling period and operational planning

periods
Twierdzenie o stabilnosci procesu NHP mozna sformutowa¢ nastepujaco:

Twierdzenie

Jezeli dla kazdego okresu planowania operacyjnego | plany sg ograniczone:

X M A p iz m}<7rA, (A-T)

m=1 & m

a poczatkowe wartosci zalegtosci spetniaja warunek:

M M
51X +7A> dlak =Ko, (12)

m=1 m=1
to suma miar czasowych zalegtosci i kazda z tych miar osobno spetniajg ten warunek w

kazdym nastepnym okresie NHP:

M M

Z X"*s Z xm+7rA- dlak =k0+1,k0+2,... (13)
M

xnk¢ Z xm+71L:A> diak = kO+ I,k0+2,... (14)

Dowdd

Jezeli k-ty okres NHP jest okresem pracy w wariancie produkcyjnym a, to ze wzgledu

na (2)(3)(4) zachodzi réwnos¢:
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2z o0 = MaxX paj2 z.g. +*zwm fx Pm BI'Tjk_,+z Zn]l (15)
v

m=| [ Iczk J m=1 1 J)

mxa

Poniewaz najwigksza warto$¢ w zbiorze sum jest mniejsza lub réwna sumie
najwiekszych wartosci w odpowiednich zbiorach sktadnikéw, to

7 <Z Mk} Z Mxpipd) . (B

m=1 m=l J m m=l leZ* je m
Pierwszy sktadnik prawej strony jest z definicji (2) réwny sumie miarczasowych
zalegtosci dla poszczegolnych wariantow, bez wybranego wariantu a.Do drugiego sktadnika,
po zmianie kolejnosci sumowania, mozna zastosowac zatozenie (A-7) i oszacowaé¢ go od goéry

przez wielokrotno$é n A, z krotnos$cig réwng liczbie elementéw zbioru Z*. Stad

M M
Z Xnk-ZAm.t-1 ~ X*ki+xAcard?), a7)
m=1 m=1

po czym, korzystajac z (9) (10), otrzymujemy:

M M
Z Xmk~2Z Xmkl—=X"k,+71Tk +tt(Ak—AK ) . (18)
m=1 m=!

Nastepnie, na podstawie (7), mozna dokona¢ nastepujacych przeksztatcen:

M M
Z XN ¢ Z Xmk, + - Ak,)- Xtk, +n(S +1Xa, 1- xtk, +X ,k,)<
m=| m=1

M
s Z XA  +< Ak- Ak-t)- X k., + 7t(s, +1 + X tk.t) =

m=1

M

= Z x ~"k-, + *(Ak- Ak-,)-0 - 4 X tk., - . (19)
m=1 \% \ - K )

Poniewaz dla okresu pracy zalegtosci wybranego wariantu nie sag mniejsze od wartosci
progowych, a parametry algorytmu spetniajg warunek (A-3), to

[ e ttis, +1)
Xlk-irx,> ~ = > 1-JC>0. (20)
1- 7

Stad, na postawie (19) (20,, otrzymujemy:

M M
Z X. <ZXmk-"(Ak-V ). (21)
Jest to nier6wnos$¢ ostra, przy czym réznica Xk miedzy strong prawag i lewg jest skoriczong
wielkos$cig dodatnia, spetniajaca warunek:

£ (1 - 1Jt) 5a, (22)

gdzie 5ajest nadwyzka wartosci progowej X: nad jej ograniczeniem ~ +” . Stad
-7t
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ic X mk ~ Ak-) \ > Ak>® (23)

m=1 m=l

dla kazdego okresu pracy.

Chwila kohAcowa okresu postoju o numerze K jest zawsze chwilg poczatkowg
pewnego okresu planowania operacyjnego 1 Dla tych K oraz 1 bezpos$rednio przed
wczytaniem planéw, gdy zalegtosci jeszcze nie wzrosty i mogg by¢ wyrazone jako zalegtosci
skorygowane pomniejszone o wielkosci planéw, ich miary czasowe, jak zawsze dla postoju,

nie moga przekracza¢ wartosci progowych, czyli:
Pm(BmK- Zn,)< ¥m,dla je Jm, m=[.M,(K,I) |tK=tf_,. (24)
Stad
Max{pmBmK}s;xm+Max{pnjzml}.,dlajeJm ,m=1.M,(K,]) |[tK=tp,, (25)

a po zsumowaniu wedtug wariantéw i uwzglednieniu (A-7):
M M

Z XnKA~ Z Xm+ tA- (26)

m=>| m=1

Przeksztatcajac te nieréwnos$¢ w réwnos¢, analogicznie jak dla okresu pracy, otrzymujemy :

M M
ZAm K -2 *:h-n AK=A. (27)
m=1 m=I

Sumujac stronami to réwnanie z rownaniami (23) dla okresoéw pracy i zastepujac biezacy
indeks k przez k=K, K + 1, ...,k otrzymujemy:
M M k
Z Xmk_Z Xm=A~Ak - Z Xk (28)
m=1 m=! k=K

dla kazdego okresu pracy k wystepujacego w sekwencji po okresie postoju K. Z (27) (28)

wynika, ze dla takiego okresu stuszna jest tez nieréwnosc:

MM k
x mk=z x mk -Tt(A-AK)- z v (29)
m=1

m=1 =K +1

Poniewaz dla kazdego okresu pracy obowiazujg nieréwnosci 7~ > 0, A- Ak >0, to po
skonczonej liczbie nastepujacych po sobie okreséw pracy zalegtosci musza zmale¢ do
wartosci, przy ktorych nastepny okres NHP jest okresem postoju.W przeciwnym razie
zalegtosci statyby sie ujemne, co jest z definicji niemozliwe.

Podsumowujgc, suma miar czasowych zalegto$ci nie moze narosngé¢ do wartosci
wiekszej niz jej ograniczenie (26) dla okresu postoju, co koriczy dowdd tezy (13). Teza (14)
wynika natychmiast z (13), gdyz zaden sktadnik sumy sktadnikéw nieujemnych nie moze by¢
wiekszy niz cata suma. To konczy dowdd twierdzenia o stabilnosci procesu nadgznego

harmonogramowania produkcji.



382 M. Zaborowski

LITERATURA

1 Zaborowski M. : Nadgzne harmonogramowanie produkcji. Zeszyty Naukowe Politechniki
Slqskiej, Automatyka, Gliwice 2000, z. 129, str. 363.

Recenzent: Prof. dr hab. inz, Z. Banaszak

Abstract

The follow-up scheduling algorithm works with feedback from the current state of the
controlled process. All state variables ofthe follow-up scheduling process have been specified
and their natural limits, which are always satisfied, have been discussed in the paper. For
backlogs, that is for running totals of differences between leading operational plans and
following executive plans that are made by the algorithm, it is proven that they are limited for
infinite time horizon. The main assumption of this stability theorem is that operational plans
do not exceed capacity ofthe production subsystem which is the object of control.



