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ZBIEZNOSC PROCESU
NADAZNEGO HARMONOGRAMOWANIA PRODUKCJI*

Streszczenie. Jedng z wiasciwosci algorytmu nadgznego harmonogramowania
produkcji jest to, ze jesli wiodace operacyjne plany produkcji sg state lub cykliczne, to
nadgzajace plany wykonawcze generowane przez algorytm s zbiezne do
harmonograméw  cyklicznych, z okresem powtarzalnosci bedacym jednym
z parametrow algorytmu. W pracy przedstawiono dowod odpowiedniego twierdzenia
0 zbieznosci.

CONVERGENCE OF THE FOLLOW-UP SCHEDULING PROCESS

Summary. The one of qualities of the follow-up scheduling process is its
convergence. It means that if leading operational production plans are constant or
cyclic then following executive plans, made by the follow-up scheduling algorithm,
become cyclic after finite number of planning periods. The repetition period of these
plans is the one of the algorithm parameters. The proof of convergence has been
presented in the paper.

1. Opis algorytmu nadgznego harmonogramowania produkcji

Opis algorytmu nadaznego harmonogramowania produkcji oraz dyskusja stabilnosci
procesu NHP zostaly przedstawione w innych artykutach tego samego numeru Zeszytéw
Naukowych [1], [2], Tres$¢ tych tekstow bedzie wykorzystana w niniejszej pracy, wraz z
podanymi tam nazwami symboli, przy czym odpowiednie fragmenty nie bedg tu powtarzane.
Odwotania do przedstawionych w [1] i [2] zaleznoSci bedg oznaczone jako (A-1) ... (A-20) i
(B1)... (B-29).

2. Twierdzenie o zbieznosci procesu NHP

Jest intuicyjnie zrozumiate, ze jesli plany operacyjne sg okresowe, z okresem
powtarzalnosci L* zgodnym z parametrem T algorytmu NHP:

LA=T\ (©

’ Prace wykonano w ramach projektu badawczego KBN nr8 Tl 1A 020 18
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a w szczegOlnosci jezeli plany te sa stale, to réwniez plany wykonawcze powinny by¢
okresowe, z okresem powtarzalnosci T* . Nie jest natomiast oczywiste, cho¢ potwierdzajg to
przyktady [1], ze kolejne decyzje generowane w takiej sytuacji przez algorytm NHP uktadajg
sie, po skonczonej liczbie iteracji, w cyklogram idealnej produkcji rytmicznej. Mozna to
jednak udowodni¢ jako nastepujace twierdzenie o zhieznosci procesu NHP:

Twierdzenie

Jezeli dla kazdego 1, poczgwszy od pewnego L

DNz*=7ZW dlajSImm =1..M,I>L 2)
wtym jesli Znl=Znjl, dlajeJmm=I.M.I>L ?3)
1+L*
2) Z Zn* =YV, dlaj€Imm=1.M1>L (4)
i=l+)
3) EMax{pmzZnm<7tA, dlal>L (A-7)

to istniejg K’ i K takie, ze dla kazdego k, poczawszy od K

OC ti+T™*. dlak > K (5)
2) ak =akik-’ dlak >K (6)
3) = Y njkek - dla m=1M>k>K ©)
4) Bnjk = BnjkiK-> dlajeJm, m= 1.Mk>K. (8)
Dowod

Dla dowodu oznaczmy przez K numer pierwszego okresu postoju takiego, ze
tK=t[+ T\ 9)

aw przedziale czasowym miedzy chwilami t[ ,t£ okresy pracy w kazdym mozliwym

wariancie produkcyjnym wystepujg co najmniej raz. Istnienie okresu postoju po skonczonej
sekwencji okreséw pracy jest gwarantowane przez zatozenie (A-7) w spos6b opisany
w koncowej czesci dowodu twierdzenia o stabilnosci [2], Z (1) i z zatozenia (4) wynika co
najmniej jednokrotna praca w kazdym z wariantow w skofczonym przedziale czasowym

0 poczatku w chwili t[ .
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Rys. 1 Przyktadowy przebieg miary czasowej zalegtosci przy przejsciu do produkcji
rytmicznej

Fig. L Exemplary time diagram ofbacklogs during transition to cyclic production
State

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia (rys. 1):
T° - wyprzedzenie chwili t£ przez chwile poczatkowa ostatniego wczes$niejszego
okresu przezbrojenia do pracy w wariancie m,
- diugosc¢ okresu pracy o chwili poczatkowej - T°,
T“ - wyprzedzenie chwili tj. przez chwile czytania ostatnich planéw sktadajacych

sie na zalegtosci likwidowane w okresie ,
T* - odstep czasu od chwili t£ do chwili osiggniecia warto$ci progowych przez
wszystkie zalegtosci wariantu m, ktére zostaty wyzerowane w chwili tjl - T °,

T - odstep czasu od chwili tE do chwili startu pierwszego okresu pracy
W wariancie m,

T* - dbugosé okresu pracy o chwili poczatkowej t€ +T"
i przenumerujmy warianty produkcyjne tak, aby:
TA-T~-C. ,dla m=Il..M-I (10)
raT Br0,dla m=M. (11)
Ze wzgledu na (1) (4) zachodzi nieréwnos¢ (rys. 1):

Lo g mEM (12)
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Przy tym:
T:>T"r0,dla m=I1..M, (13)

T <T:<r ,dla (14)
bo K jest okresem postoju, na poczatku ktorego zalegtosci dla wszystkich wariantéw jeszcze
sg mniejsze od wartosci progowych, a moze sie to zmieni¢ dopiero w chwili t|]l , ktéra
konczy postoj ijest chwilg czytania plandw.

Przedzial czasu od chwili t[ do chwili tjt zostat zdefiniowany jako taki, w ktérym

okres pracy dla kazdego z wariantow produkcyjnych agregatu wystepuje co najmniej raz.
Mozna wykaza¢, ze w nalezagcym do niego przedziale czasowym od tE - T* do t£ kazdy

wariant wystepuje dokfadnie jeden raz. Z (14) wynika wprost, ze co najmniej raz.

Hipotetyczne drugie wystgpienie wariantu m w przedziale czasowym od t* -T* do
tK  fjn 'uh od t£ -T° -Ti do tjl musiatoby sie wigza¢ z dwukrotnym naro$nieciem

zalegtosci od zera do co najmniej wartosci progowych Y* w przedziale czasowym o

dtugosci T . Ze wzgledu na (1) (4) nie jest to mozliwe. Dlatego w przedziale tym kazdy
wariant wystepuje doktadnie jeden raz. Wynika stad miedzy innymi, ze sasiednie okresy NHP
nie mogg tu by¢ okresami pracy w tym samym wariancie, w zwigzku z czym nieréwnos¢

(B-7) jest w tym przypadku réwnoscia:
T" =sm+k |, dlam= 1.M, (15)
gdzie:

XN - miara czasowa zalegtosci wariantu m w chwilach t£ -T* ,~ -T°.

Przy tym, jak dla kazdego okresu pracy, obowigzuje nieréwnosc:

dla m=1..M. (16)

Dla dowodu twierdzenia o zbiezno$ci zostanie najpierw wykazany lemat

w formie nastepujacych pieciu zaleznosci:
T°+T° <T\ dla m=1.M 17)
TH=Sm*+ K m’ dla m=1..M

Th<T.. dla m= 1.M (19)
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TLSTATI, dla m= 1.M-1 (20)

Tmti = Max {&£™4,T* +Tbh}, dla m= (21)

Nierownos$¢ (20) opisuje kolejnos¢ okresow w poszczegélnych wariantach

bezposrednio po chwili jako taka sama, jak kolejnos¢ (10) bezposrednio przed chwilg t* .

Wynika to z uktadu priorytetow wymuszonego przez procedury kroku 4 algorytmu NHP [1],
Jednak warunkami zachowania powtarzajacej sie cyklicznie kolejnosci wariantéw sg [1]:

1) osigganie wartos$ci progowych zalegtosci przez kolejne warianty i utrzymywanie tych

wartosci bez wzrostu przez wystarczajgco dtugi czas,
2) nieprzekraczanie wartosci progowych przez zalegtosci innych wariantow w czasie, gdy

zalegtosci wariantu wskazanego zgodnie z ustalong kolejnoscig (10) utrzymujg swoje
wartosci progowe.

Warunki te sg reprezentowane przez nierowno$¢ (17) dotyczacg chwil startu okreséw
pracy zdeterminowanych przez réwno$¢ (21). Zalezno$ci (18) (19) (20) wprowadzono dla
dowodu pozostatych tez lematu (17)... (21).

Dowdd lematu zostanie przeprowadzony metodg indukcji zupeinej. Dla m =1
zauwazmy, ze z definicji Tb wynika, iz w chwili t* +T,b zalegtosci dla wszystkich
produktéw wariantu 1sg wieksze lub réwne wartosciom progowym Yijj, a stad iz (1) (4) (12)
wnioskujemy, ze doktadnie réwne. Przy tym przez czas

+Tb<sT*+Tbh<T\ dlam=1.M (22)
zalegtosci zadnego z wariantéw nie moga przekroczy¢ warto$ci progowych. Nie ma wiec
przeszkdd, by zgodnie z zatozong kolejnoscig zadecydowacé

Ts=Th. (23)
Stad iz (12) (14) wynika, ze
T+ T =£ET*+T,b< T\ (24)

Zgodnie z procedurg kroku 4 algorytmu NHP [1], jesli zalegtosci wybranego wariantu
sg rowne w chwili decyzji-swoim wartosciom progowym, to czas roboczy okresu pracy jest
rébwny wartosci progowej miary czasowej zalegtosci. Stad

Th=s,+[x;l. (25)
Na tej podstawie, uwzgledniajac (15) (16), otrzymujemy:
Th<TH. (26)
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Z oczywistego warunku wykluczania sie rbwnoczesnej pracy agregatu w réznychwarianta
produkcyjnych wynika, ze niezaleznie od dalszej kolejnosci chwila startu donastepnego

okresu pracy musi spetnia¢ nieréwnosé
T; >T1+TN dlam=2..M (27)
a zatem rowniez
Tj > T’ +Th. (28)
Zbadajmy teraz czasy narastania zalegtosci (rys.1) od chwili t£ -T° do chwil

+Th * +T,!1+T,h dla m = 2..M. Speiniajg one warunki:

T°+TDiT2+Th<T*+ThS$T\ dlam =2.M (29)
r +TS+Th<T°+T,S+T,h<T°-T H+T'+T,h<T°+T,!<T’, dlam=2..M, (30)
co wraz z (1) (4) prowadzi do wniosku, ze ani w chwili tE +Tb, aniw chwilitE + T, +T,

zalegtosci wariantéw m = 2..M nie moga przekroczy¢ wartosci progowych. Dlatego nic nie
stoi na przeszkodzie, by zdecydowa¢, ze
T1=Max{rb,Ts+Th . (31)
Udowodnione zaleznosci (24) (25) (26) (28) (31) sa tezami lematu (17)..(21) dla
m = 1 Pozostaje teraz ze stusznosci tez (17)..(21) dla m wyprowadzi¢ ich stusznos¢ dla m+1.
Zbadajmy najpierw lewg strone nieréwnosci (17):
TI+T1 =Min(r°e -TH,TA}+M ax{rl, T: +Th}<
<Max(re -T" + T U : -THh+T "+Tb,TU+TI, T*tl+T; +Th} .
Zajmijmy sie osobno kazdym z czterech wyspecyfikowanych wyzej przypadkow:
TA- T+ T <Th-Tm+Thi <Th- TR+ Tm+TR<Th+ ThE T
p?n‘“r{n plﬁn p';m“] pomps nop
ti+tl < t'
TIAT--TH=T 1| +vm+i:<rm-Tw+t; +t: <r
Poniewaz kazde z badanych wyrazen jest mniejsze lub réwne T*. to
TI+TL $T\ (32)
Z (32) wraz z (1) (4) wnioskujemy, zejesli T 1 <TA,to w przedziale t£ +T | do

Ir+T 1 zalegtosci wariantu m+1 sg utrzymywane na statych wartosciach Y Ir Dlatego w

chwili tb +T”+1, ktéra zgodnie z zatozeniem indukcyjnym (21) rozpoczyna okres pracy w

wariancie m+1, zalegtosci zwigzane z tym wariantem sg réwne wartosciom progowym, a stad
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Thet — sme el Xmel I (33)
Stad, natychmiast po uwzglednieniu (15) (16), otrzymujemy:
(34)
Nieréwnos¢

(35)

Analogicznie jak w przypadku (29) (30) dowodzimy, ze
(36)

37

(38)
jest chwilg startu do pracy w wariancie m+2.

Wyprowadzenie zaleznosci (32) (33) (34) (35) (38) konczy dowdd lematu (17)... (21).
Jego prawdziwos$¢ prowadzi do wniosku, ze w przedziale czasowym od tj) do t" +T* kazdy
wariant produkcyjny agregatu jest aktywny dokfadnie jeden raz, przy czym wielkosci partii sg
dla kazdego z nich doktadnie réwne warto$ciom progowym Y*j. Stad, bilansujac przyrost
zalegtosci w tym przedziale i uwzgledniajac (1) (4) wnioskujemy, ze zalegto$¢ dla kazdego
produktu ma na koncu przedziatu doktadnie takg samg warto$¢ jak na jego poczatku. tatwo

tez sprawdzi¢, ze w chwili tE +T* wystepuje ten sam wariant produkcyjny (postoj) i te same

wartoséci priorytetéw poszczeg6lnych wariantéw co w chwili t£. Z réwnos$ci stanu procesu
NHP w tych dwu chwilach i z zalozenia (2) o okresowosci planéw operacyjnych
whnioskujemy, ze poczawszy od chwili t£ stan procesu i decyzje algorytmu NHP powtarzajg

sie okresowo z okresem powtarzalnosci T*. Istnieje wiec pewna liczba K* okreséw pracy lub
postoju, dla ktérej stuszne sg réwnosci (5) (6) (7) (8) z twierdzenia o zbieznosci procesu
NHP. Liczba ta jest réwna co najmniej M+l (M okreséw pracy ijeden okres postoju), lecz

moze by¢ wieksza, jesli miedzy okresami pracy wystepuja dodatkowe okresy postoju.
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3. Whnioski ze zbieznos$ci procesu NHP

Systemy produkcji powtarzalnej sg projektowane w oparciu o cyklogramy produkcji
rytmicznej. W praktyce, ze wzgledu na liczne zakidcenia, utrzymanie produkcji idealnie
rytmicznej nie jest mozliwe. Dlatego prosty algorytm NHP przywracajagcy zatozony tryb
pracy agregatu po ustgpieniu przyczyn stanu nieustalonego moze by¢ bardzo przydatny.

Druga korzyscig wyptywajacg ze zbieznosci procesu NHP jest usprawiedliwienie
doboru parametréw statych algorytmu (danych wprowadzanych w kroku 1 [1]) w drodze
optymalizacji cyklograméw, polegajagcej na minimalizacji kosztéw przezbrojen i

magazynowania [3],
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Abstract

The one of qualities of the follow-up scheduling algorithm is convergence of the
corresponding decision process. It means that if leading operational production plans are
constant or cyclic then following executive plans,- made by the algorithm, become cyclic after
finite number of planning periods. The repetition period of these plans is the one of the
algorithm parameters. The proof of convergence has been presented in the paper. The main
assumption of this convergence theorem is that operational plans do not exceed capacity of
production subsystem which is the object of control. Convergence of current executive plans
to cyclic schedules is important because repetitive production systems are usually designed to
strictly cyclic work. Thus, after disturbances termination they should automatically pass on to
cyclic work mode.



