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Streszczenie. Praca przedstawia geneze historyczng problemu nazywanego w
literaturze balansowaniem linii montazowej. Szczeg6lng uwage zwrécono na dwa
algorytmy: pierwszy z nich bazuje na metodzie programowania wieloetapowego, drugi
natomiast wykorzystuje do znalezienia optymalnego rozwigzania teorie gier. W pracy
zamieszczono obszerny opis zaréwno pierwszego, jak i drugiego podejscia do
omawianego problemu.

PROPERTIES AND ANALISYS OF CHOSEN ALGORITHMS
OF ASSEMBLY LINE BALANCING PROBLEM (ALBP)

Summary. In the paper the origin of problem, which is called in the literature as
assembly line balancing, and algorithms of their solution are presented. Special
attention to two algorithms is drawn. The first algorithm bases on multi-stage
programming method, the second one uses game theory. In the paper extensive
description of the first and second method is given.

1. Wstep

Z problemem balansowania linii montazowej (BLM) spotykamy sie po raz pierwszy w
publikacji M.E. Salvesona [1]. Jednak musimy mie¢ $wiadomo$¢, iz to zagadnienie pojawito
sie z pewno$cig w momencie, kiedy rozpoczeto montaz obiektu sktadajacego sie z wielu
elementow. Zapewne spostrzezono wtedy, ze proces montazu charakteryzuje wiele
zmieniajacych sie wiasciwosci obejmujacych miedzy innymi ograniczenia technologiczne.
Problem BLM z punktu widzenia matematycznego polega na minimalizacji czasu strat
wynikajgcych z nieoptymalnego pogrupowania w podgrupy operacji na linii montazowe;j.
Rozwigzanie problemu musi satysfakcjonowa¢ producenta, ktdrego celem byto zawsze
obnizanie kosztdw produkcji i maksymalne wykorzystanie maszyn i narzedzi uzytych
podczas montazu.

Problem BLM polega wiec na pogrupowaniu operacji montazowych w dopuszczalne

podzbiory, ktore tworzg stanowiska pracy na linii montazowe;j.
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Proces montazu nalezy do Kklasy procesow dyskretnych, czyli montazu operacji
uwarunkowanych w czasie i przestrzeni z niepodzielno$cia wykonania operacji.
W modelowaniu tych procesow wykorzystuje sie miedzy innymi metody programowania
liniowego i dynamicznego, metody sieciowe, metode podziatu i ograniczer, metode
programowania wieloetapowego, a takze algorytmy genetyczne [2], [3],

Metoda podziatu i ograniczen nalezy do najbardziej rozpowszechnionych metod
rozwigzywania problemow z dziedziny dyskretnych proceséw przemystowych. Jej ostatnio
zmodyfikowana wersja zostata zawarta w pracy [4], Metodzie programowania
wieloetapowego poswiecono wiele miejsca i uwagi w pracach naukowych prowadzonych w
Instytucie Automatyki Politechniki Slaskiej [5], Jej algorytmy: binarny, szeregowania,
przydziatu oraz harmonogramowania umozliwiaja petny opis i poszukiwanie optymalnych
rozwigzan.

W ostatnich latach w Instytucie Automatyki Politechniki Slaskiej na podstawie tych
spostrzezen podjeto probe rozwigzania probleméw modelowania procesdéw dyskretnych za
pomocay teorii gier [7], Bariery, ktére pojawiaja sie przy rozwigzywaniu zadan sterowania
dyskretnymi procesami przemystowymi, naleza do probleméw NP-zupetnych o ztozonosci
obliczeniowej co najmniej wyktadniczej. Dlatego tez obecnie prace koncentrujg sie na
poszukiwaniu bardziej efektywnych metod rozwigzywania zadah sterowania produkcjg. Inne
spojrzenie na procesy zachodzace na linii montazowej staje si¢ droga prowadzaca do jeszcze

jednej oceny problemu BLM.

2. Problem BLM w ujeciu réznych podejs¢

Ponizej przedstawiono matematyczny opis problemu BLM w ujeciu programowania

wieloetapowego oraz teoriogrowego.

2.1. Klasyczny problem BLM

Korzystajac z prac [1], [5] problem BLM sformutujemy w nastepujacy sposéb :
Zadanie polega na pogrupowaniu operacji montazowych w dopuszczalne podzbiory, ktére
tworza stanowiska pracy na linii montazowej. Przyjmuje sie, ze dany jest zbidr operacji z
relacjami (ograniczeniami) kolejnosciowymi oraz dane sg czasy wykonywania operacji.

Wyréznia sie dwa warianty BLM:

dla zadanego cyklu nalezy wyznaczy¢ minimalng liczbe podzbioréw operacji, ktére

tworzg stanowiska pracy,
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dla zadanej liczby stanowisk pracy nalezy wyznaczy¢ minimalny cykl.
Ponizej rozwazany bedzie pierwszy wariant BLM w jego klasycznej formie.
Klasyczny problem BLM sformutujemy w nastepujacej postaci:
Dany jest zbiér operacji montazowych:
n={0)i}, i=12 n (D
gdzie o jest i-tg operacja, natomiast n jest liczbg operacji. Wazne jest takze, aby zadna
operacja nie nalezata do dwoch réznych podzbioréw, gdyz nie mozna wykonywaé tej samej
operacji na dwoch stanowiskach, tzn.:
=0> p™ (2)
Operacje te moga by¢ wykonywane przez monterow lub robotyprzemystowe. Istotg tego
problemu jest minimalizacja liczby stanowisk na linii montazowej, przy czym zagwarantowaé

nalezy takze kompletno$¢ wykonywania montazu. Ponizsza zalezno$¢ ukazuje warunek

kompletno$ci montazu:

mM

U *m=0, gdziem=1, 2, .. M 3)
¥l

W tym celu wszystkie operacje nalezy pogrupowac¢ w takie M podzbiory, aby tworzyty one
stanowiska pracy na linii montazowe;j.

Problem BLM uwzglednia¢ powinien ograniczenia kolejnosciowei pozycyjne.
Wszystkie operacje na linii montazowej wykonywane sg wedtugkolejnosci wynikajacej z
macierzy relacji kolejnosci wykonywania operacji G:

G :[yvijl V.i=12...n (4)
gdzie yvi sa elementami tej macierzy, ktdre nalezg do zbioru liczb binarnych:

1 operacja cov jest bezposrednim
poprzednikiem operacji o,
Yvj = (5)
0 w przeciwnym przypadku

Ograniczenie kolejnosSciowe opisane jest w nastepujacy sposob:

W 3 (Yv, = 1)A (®v enJ=>(CO,EQj. (6)

v i nEm
Wazng dang wejSciowg modelu balansowania liniimontazowej, wynikajaca z

technologii montazu, sg czasy 9, wykonywania operacji, podane w wektorze:

© = [fij], i=12 n (7
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Dany jest takze cykl linii montazowej, ktory spetnia warunek:

n

(8)
oraz ograniczenie czasowe

€

W przypadkach tych mozna okresli¢ najkrotszy i najdtuzszy czas pomiedzy rozpoczeciem
pewnej operacji a zakonczeniem innej.

Problem BLM w takim modelu polega na wyznaczeniu stacji dla wykonywania
danego podzbioru operacji, tak by optymalny balans linii montazowej spetniat kryterium

minimalizacji nie wykorzystanego czasu pracy:
Q=X c- —>min, m=12,..M (10)

lub

Q=Mc- min, (V)

gdzie M - zbidr stanowisk pracy, f2m- podzbi6r operacji tworzacych stanowiska pracy.

Ze sformutowanego powyzej problemu wynika, ze balansowanie linii montazowej jest
wieloetapowym procesem decyzyjnym, polegajacym na przydziale dopuszczalnego zbioru
operacji do stanowisk pracy na linii montazowej w okreslonych dyskretnych chwilach czasu,
zwanych cyklem montazu, z uwzglednieniem relacji kolejnosciowych. Liczba podzbioréw
operacji spetniajagca relacje kolejnosciowe, ktore utworzone sg na danym etapie decyzyjnym
(w danym cyklu), zalezna jest od czaséw Sf wykonywania poszczeg6lnych operacji oraz
dtugosci cyklu montazowego c. Liczba ta moze by¢ dosyé znaczna. W modelu linii
montazowej widoczny jest decydent nadrzedny, ktéry steruje danym procesem ze wzgledu na
wczesniej obrane kryterium optymalizacji. Korzystajac z regut eliminacji zbioréw
nieperspektywicznych ustala on takie podzbiory operacji, ktore wykonywane bedg w danym
cyklu montazowym. Takie postepowanie decydenta daje w koncowym rezultacie balans
optymalny. Oprécz niego na linii montazowej znajduje sie zbiér monteréw lub robotéw
przemystowych. Oni to wiasnie wykonujg operacje ze zbioru ii na linii montazowej, czyli
biorg czynny udziat w montazu. Liczba monteréw lub robotéw przemystowych odpowiada

dok#adnie liczbie cykli potrzebnych do wykonania wszystkich operacji. Jest ona mniejsza, lub
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w najgorszym przypadku réwna liczbie wszystkich pojedynczych operacji zbioru fi. Jest to
Zwiazane z tym, ze na kazdym stanowisku linii montazowej pracuje tylko jeden monter lub
robot przemystowy, ktéry moze wykonywa¢ jedng lub wiecej operacji okreSlonych w

podzbiorze Om

2.2.Teoriogrowy opis BLM

2.2.1. Podstawowe pojecia z teorii gier

Teoria gier nalezy do dzialu matematyki i zajmuje sie problemem podejmowania
optymalnych decyzji w sytuacjach konfliktowych. Konfliktem w teorii gier jest kazda
sytuacja, w ktorej biorg udziat co najmniej dwie osoby dazace do réznych celéw podejmujac
przy tym rdézne dostepne dziatania, ktére sa odpowiednie dla osiggniecia tych celow.

Aby przyblizy¢ problem wieloosobowych dynamicznych gier z koalicjami,
przypomnijmy pewng terminologie z teorii gier, ktdra powinna pomo6c w zrozumieniu
sposobu adaptacji tej teorii do opisu problemu BLM.

Oznaczmy zhiér wszystkich graczy n-osobowej gry przez N={1,2,..,n}. Kazdy
podzbidr zbioru N (wiacznie z samym zbiorem N i wszystkimi zbiorami jednoelementowymi)
nazywa sie koalicja.

Wieloosobowa gra z koalicjami jest to gra, w ktérej bierze udziat co najmniej trzech
graczy z mozliwoScig utworzenia przez nich co najmniej dwéch réznych koalicji. Gdy gra jest
dwuosobowa, istnieje mozliwo$¢ stworzenia tylko jednej koalicji, gry n-osobowe daja
mozliwo$¢ zawiazywania wielu Kkoalicji, a ich liczba rosnie wraz z liczbg graczy.
Wyrdzniamy koalicje: pustg (nie nalezy do niej zaden uczestnik gry), petng (w tym przypadku
nalezg do niej wszyscy uczestnicy gry) oraz n-osobowg (z n graczami). Wszyscy gracze
bioracy udziat w grze posiadajg skonczong liczbe strategii, ktore okreslajg ich potgczenia
koalicyjne z innymi graczami. Podzbior zbioru wszystkich mozliwych do stworzenia koalicji
nazywamy strukturg koalicyjng. Dwie struktury koalicyjne sg rozne wtedy i tylko wtedy, gdy

réznig sie co najmniej jedng koalicjg nalezacg do tych struktur.

2.2.2. Opisproblemu BLMjako wieloosobowej gry z koalicjami

Powyzej wymienione elementy wieloosobowych gier z koalicjami w zastosowaniu do
problemu BLM nie sg wystarczajace, aby sformutowaé petny teoriogrowy model BLM. Dla

petnego opisu musimy uwzgledni¢ dodatkowo dynamiczny charakter gry oraz hierarchiczng
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strukture wymiany informacji w rozwazanym systemie. Problem BLM przedstawia strukture
hierarchiczng, w sktad ktérej wchodzi jeden decydent i okre$lona liczba monteréw lub
robotéw przemystowych. Proces podejmowania decyzji przez decydenta o alokacji operacji
do konkretnych stanowisk pracy na linii montazowej ma charakter wieloetapowego
dynamicznego procesu decyzyjnego. Oznacza to, iz rozwijanie sie decyzyjnego procesu w
czasie daje mozliwos¢ efektywnego wykorzystania naptywu informacji, a zatem adaptacji do
zmian warunkéw dynamicznego procesu, jakim jest proces podejmowania decyzji przez
graczy z etapu na etap. Stosujac teorie gier w rozwigzywaniu problemu BLM wykorzystano
fakt wyboru przez decydenta takiego programu dziatan, ktéry minimalizuje przyjete
kryterium optymalizacji, jakim jest czas wykonania przez graczy wszystkich zadan (operacji)
z uwzglednieniem ograniczer narzuconych przez decydenta.

Model funkcjonowania systemu szeregowej linii montazowej z zadanymi
uczestnikami gry ijednym decydentem okre$limy nastepujaco:

1) Zadany jest zbi6r elementéw systemu

Jo={012..n}
foj=N=n+1

gdzie - n oznacza liczbe graczy.

Gracz z numerem ,,0”, oznaczony jako Go, nazywany jest decydentem. Nie bierze on
bezposredniego udziatu w grze. Gracze z numerami od 1 do ntworzg zbior J = {lI,2,..,n}
graczy Gj, i = 1,2,..,n, ktérzy sg bezposrednio zaangazowani w gre na linii montazowej.
Kazdy gracz G; charakteryzuje sie czasem wykonania przydzielonego zadania. Czas ten
okreslony jest przez wektor

i=12 n
Zadany jest rowniez cykl linii montazowej oznaczony przez c.
Decydent ustala kolejno$¢ wykonywania poszczeg6lnych zadan.

2) Przebieg gry prowadzony jest w taki sposéb, iz w kolejnych cyklach (ktérych liczba
nie jest znana, ale na pewno skonczona) udziat bierze okres$lony podzbiér zbioru J
graczy. Podzbiory te nazywane sg koalicjami.

Oznaczmy liczbe cykli koniecznych do zrealizowania catkowitego montazu przez La,

gdzie £= 1,2,... . Liczba ta odpowiada jednoczes$nie liczbie etapéw dynamicznej n-osobowej

ary-
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3) Gracze ze zhioru J, dla i = 1,2 n wykonujg swoje zadania za pomoca elementéw
znajdujacych sie na m - tym stanowisku pracy. Liczba stanowisk pracy, kt6rg oznaczamy jako

m=1, 2 , niejest znana na poczatku gry.

4) Kazdy i-ty gracz, i= 1, 2, ..., n, bioracy udziat w grze posiada okreslony zbiér Vjy
strategii y , Strategie te sg zalezne od numeru etapu gry i ustalonej przez macierz G

kolejnosci gry. Gracz Go posiada strategie s v 5, ktore nie sgzalezneod y e G

Dla tak sformutowanego modelu stworzono uktad réwnan, ktdry opisuje dynamiczny

wieloetapowy proces przydziatu zadan na linii montazowe;j:

Xa+i=fg(Xe;ve.vI|Ylvfiy vEIT), XFeErf =0,1,...
X0 = A, (12)
v§ er»l VL, eViy iei, ¥ €G, 5—01
gdzie Xa jest r - wymiarowym wektorem stanu systemu na etapie £, r = 0,1,2,... jest liczba
réznych struktur koalicyjnych na danym etapie gry. Stan okre$lony w réwnaniu (12) pokazuje
stan na zerowym etapie gry. Jest to takze stan pokazujacy stopien zaawansowania pracy na
koricowym etapie poprzedniej gry. W szczegdlnym przypadku A=0.
Kazdy z bioragcych udziat w grze graczy posiada swéj cel C, gdzie i £ Jo. Cele graczy

opisywane sa funkcjami skalarnymi stanu koncowego linii montazowej:

v") =glr(xLt), i£J0,YeG (13)

gdzie v\ jest to realizowane przez i-tego gracza zadanie, a X to odpowiadajgca temu zadaniu
trajektoria.
Przynalezno$¢ gracza do konkretnej koalicji daje mu okreslong wyptate g, (¢)

Zaktadamy w naszych rozwazaniach, ze indywidualna wyptata gracza poza koalicjg bedzie
prawie zawsze mniejsza od jego wyptaty wynikajacej z przynaleznosci do koalicji.

Funkcja uzytecznos$ci, na podstawie ktorej bedziemy przypisywali danej koalicji
wysoko$¢ wyptaty, bedzie odwrotnie proporcjonalna do nie wykorzystanego czasu pracy w

danym cyklu. Funkcje wyptat gracza G, wyraza funkcjonat:

gr =gm(*L(v°,v;....v"), ie{0}" J={12 n}yeG (14)
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ktéry jest okreslony na zbiorze kartezjafskim

yly'xy\...xy\

v=nv, . (15)

za pomocg odwzorowania

L
it-j04-0

gdzie Xi..gjest zbiorem wszystkich mozliwych koricowych punktdw trajektorii dynamicznego

systemu.

Zatozy¢ nalezy, ze kazdy z graczy bioracy udziat w grze prébuje zwiekszy¢ swoja
wyptate. W tym celu wykorzystuje dostepny dla siebie zbidr strategii. Zatozyé réwniez
nalezy, ze wszyscy gracze znaja parametry linii montazowej.

Decydent pozwala na taczenie sie graczy w koalicje. Oznacza to, ze w pierwotnej grze

f pewne zespoty graczy (podzbiory) Ke e J, na etapie ¢, 0 <£ < 1 mogg sie fgczy¢ ze sobg
w koalicje. K£ eae, gdzie a.g oznacza ustalong klase podzbioru zbioru J. Gracz Go nie

nalezy do zadnej koalicji, gdyz jak wcze$niej wspomniano,nie bierze on bezposrednio udziatu
w grze na linii montazowej.

Koalicja K= posiada okreSlony zbiér dostepnych strategii do  wyboru
| , 2 ktérego wybierana jest ze wzgledu na dazenie do maksimum wyptaty dla
ieKi

koalicji, Vey = y /ieKgaJ. Podzbiory koalicji na danym etapie gry tworzone sg w taki

sposéb, aby utworzone dwie rézne koalicje réznity sie co najmniej jednym graczem lub
kolejnoscig ich wystepowania.

Zatem
K k ,(/(yk=1}k,i6jHV'elKUE£Jreg} (16)

gdzie K7y koalicja, ktéra w chwili t, sktada sie z graczy Gi. Gracze ci muszg spetniac

warunek okre$lony w macierzy kolejnosci wykonywania operacji. Zbidr wszystkich

mozliwych podzbioréw ae ztozony ze struktur koalicyjnych oznaczamy jako:

={k5eae/{k" e j}yk.e G;kjielJ}oraz 3 = a7
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Wynik dynamicznej gry z koalicjami jest ciagiem

gdzie N = (X0,...,N|) jest programem struktur koalicyjnych.
Do kazdego z wynikéw przyporzadkowujemy wektor wyptat graczy Gi. Wyptate
gracza Gi w sytuacji \F,(v)e XLl oznaczamy przez gir!( WL(V))_

Podsumowujac, hierarchiczng dynamiczng gre z koalicjami mozna zdefiniowac

nastepujaco [7]:

Aby petniej odda¢ mozliwosci zaistniatych w grze stanow, nalezatoby uwzglednié
fakt, iz niektorzy gracze posiadajag dodatkowe informacje o wyborze strategii przez innych
graczy lub sami mogg by¢ zrédiem tych informacji. Efektem tego moze by¢ sytuacja, iz
powstajace koalicje graczy odzwierciedlajg stan wiedzy uczestnikdéw gry. W tej sytuacji
nalezy zauwazy¢, ze: po pierwsze funkcja celéw wraz z naptywem informacji nie zmienia sie,
a po drugie gracze nie muszg wykorzystywa¢ naptywajacych informacji. Druga sytuacja
pokazuje, ze zbiory dopuszczalnych wyboréw w zaleznosci od naptywajacych informacji nie
zmniejszaja sie, jak réwniez nie zmniejszajg sie mozliwosci tworzenia koalicji.

Kazda gre w ktorej zaistniata powyzej opisana sytuacja bedziemy dalej nazywac

informacyjnym rozszerzeniem gry ru i oznacza¢ symbolem r a. Rozumiemy przez to taka
sytuacje, dla ktorej strategie kazdego gracza moga by¢ interpretowane jako sposob
reagowania na otrzymang informacje o strategiach partneréw w czasie procesu wymiany
informacji.

Quasi-informacyjnym rozszerzeniem (Q.l.R) dynamicznej gry ra z koalicjami bedziemy

nazywali gre zdefiniowang w nastepujacy sposob:

Oznaczajgc zachowanie sie graczy przez p, w rozszerzeniu quasi-informacyjnym fu

dynamicznej gry ra, p mozna okresli¢ jako pare , ktdra jest strategig graczy Gj. Takie

zachowanie graczy wraz z wyborem strategii v° e V° przez decydenta tworzy wynik gry
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iv;Kj . Dodatkowo wprowadza sie zbiér R (v°), ktoéry nazywa sie oceng zbioru racjonalnych

zachowan. Gracz nadrzedny nie zna rzeczywistego zbioru zachowan graczy, gdyz jest to
zwigzane z poetapowym rozwijaniem sie informacji w dynamicznym procesie decyzyjnym.

Przyjety powyzej opis pozwala okresli¢ najwieksza gwarantowang wygrang (NGW),
ktéra mozna w grze osiggna¢ w postaci:

_0_ r -f~0

w (R=maxmaxming® \ hi* V.p (18)

rcep v ev  pe«|v J

Oznaczajac przez 9B klase zbioréw racjonalnych zachowan graczy z punktu widzenia

decydenta mozemy okresli¢ ocene od gory dla nieznanego NGW przy wszystkich mozliwych

informacjach o celach gry jako:

maxmaxmaxming°®iVL(7Jo(v0.p)jJ 09)
rcft ytv  RVJES 1

Warto$¢ M(93) jest inna dla kazdego 93, a 5f< jest takim zbiorem, gdzie kle nX.

3. Whnioski

W artykule przedstawiono obszerny opis dwoch podejs¢ do problemu balansowania
linii montazowej w oparciu o programowanie wieloetapowe oraz o teori¢ gier. Oba opisy dajg
mozliwo$¢ skonstruowania algorytméw komputerowych do analizy BLM [7], Szczeg6lng
uwage zwrécono na systematyzacje nazewnictwa oraz adaptacje teorii gier do aplikacji
zwigzanej z problemem balansowania linii montazowej. Sposéb adaptacji teorii gier pozwala
przypuszczac, iz wyniki otrzymane podczas analizy algorytmu powstatego na jego bazie
dadzg w przysztosci pozytywne rezultaty. Dogtebna ocena algorytméw zostata oméwiona w

pracy [8],
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Abstract

In the paper the problem ofassembly line balancing is discussed. First the origin of the
problem is presented. Next, in the second point, the basic formulae and definitions of classic
problem of ALB are given. The set of objects (assembly task), cycle time of the line, time of
assembly are described. As first approach the multi-stage programming method is shown.
Then the theory game approach is given. The only factors that are taken into consideration
are: a set of operations with sequential relations and time of operations for a given assembly
line cycle. The presented model is hierarchical, i.e. the central decision maker, who realizes
the global goal and establishes the order of performing particular tasks on the assembly line,
is determined. Local decisions makers (players) who perform local tasks on the aggregate
placed in a particular work place and can form appropriate coalitions, are also determined. A
formalized description of players’ behavior as well as the maxmin result of the game is given.
Finally, some remarks and conclusions about the application of game theory in discrete
processes are presented.



