
ZESZY TY  N A U K O W E PO L IT E C H N IK I ŚLĄ SK IEJ 

Seria: A U TO M A TY K A  z. 130

2000 
N r kol. 1475

Eugeniusz TO C Z Y Ł O W SK I 
Politechnika W arszaw ska

O P T Y M A L I Z A C J A  O B R O T U  W IE L O T O W A R O W E G O  
N A  P O J E D Y N C Z Y M  N O Ś N IK U  1

S tr e s z c z e n ie .  W  pracy zaproponow ano m odel obro tu  w ielotowarowego przy ogra
niczeniach zasobow ych, posiadający  wszystkie dobre w łaściwości m odelu  klasycz
nego dotyczącego obro tu  pojedynczego tow aru w w arunkach bez ograniczeń. Model 
p rzyb iera  postać zadan ia  program ow ania liniowego, w k tó rym  m ożna uw zględniać 
różnorodne w arunki opisujące w ystępujące w danym  system ie ograniczenia.

O P T I M I S A T I O N  O F  T U R N O V E R  O F  M A N Y  C O M M O D I T I E S  L IN K E D  
B Y  A  L I M I T E D  R E S O U R C E

S u m m a ry .  A new m arket m odel for trad in g  m any com m odities linked by lim ited 
resourse constra in ts is presented . T he  m odel is in th e  L P  form  and  has all positive 
features of the  classical single-com m odity m arket m odel, yet it  allows us to  handle  
m ore realistic  constra in ts if they are available in the  system .

W prowadzenie

Projek tow anie w ieloagentowych rozproszonych system ów  sterow ania i zarządzan ia  

(pa trz  np. [2]) w ym aga stw orzenia m odeli i narzędzi um ożliw iających em ulację procesów 

konkurencji analogicznych do tych, k tóre is tn ie ją  w system ach rynkow ych. W  system ach 

tych w ybór realizow anych zadań  oraz efektywne zarządzan ie posiadanym i zasobam i pro

wadzi do procesów negocjacji i konkurencji pom iędzy uczestnikam i gry rynkow ej. U m ożli

wia to  uzyskiw anie rozw iązań satysfakcjonujących poszczególnych uczestników , a  zarazem  

efektywnych z globalnego p u nk tu  w idzenia i spełn iających  ograniczenia zasobowe.

Zgodnie z k lasyczną teo rią  obro tu  towarowego [3], dobrze rozw inięty, w pełn i kon

kurencyjny i efektyw ny rynek towarowy pow inien być bliski ideału  rynku  doskonałego i 
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pow inien zapew niać w arunki ob ro tu  towarowego um ożliw iające podążan ie  do op tym alne

go s tanu  równowagi ekonom icznej. Siły podaży i popy tu  d z ia ła jące  n a  rynku  pow odują 

ukształtow anie się p u n k tu  równowagi podaży i popytu , czyli równowagi rynkow ej, w k tó 

rym  cena rynkow a oraz wielkość o b ro tu  są  usta lane  w tak i sposób, że ilość dob ra , k tó rą  

kupujący chcą kupić po danej cenie lub  wyższej, je s t rów na wielkości, k tó rą  sprzedający  

chcą sprzedać po tej cenie lub  tan iej. Z atem  w punkcie równowagi każda o fe rta  kupna 

z ceną ofertow ą w yższą od ceny równowagi m usi być zrealizow ana, podobnie  ja k  każda 

oferta  sprzedaży z ceną ofertow ą niższą od ceny równowagi.

W  punkcie równowagi są  optym alizow ane globalne korzyści ekonom iczne (tzw. do

broby t ekonom iczny), czyli nadw yżka pom iędzy korzyściam i z zakupu  tow aru  n a  rynku 

przez nabywców a  kosztam i uw idocznionym i w ofertach sprzedawców. D obrobyt ten  jes t 

zyskiem, k tó ry  może być alokowany pom iędzy najbardziej efektywnych w ytw órców, sprze

dających n a jtan ie j, oraz najbardziej efektywnych odbiorców, skłonnych do kupow ania n a j

drożej. W  rezu ltacie  transakcje  rynkowe um ożliw iają o p tym alną  alokację zasobów  (towa

rów) pom iędzy podm ioty  charak teryzujące się m aksym alną efektyw nością ekonom iczną. 

P onad to  odchylenia od punk tu  równowagi ekonomicznej stw arza ją  bodźce ekonom iczne, 

zachęcające do podążan ia  w kierunku s tan u  równowagi. C ena w yższa od ceny równowagi 

prowadzi do nadw yżki podaży, n a to m ias t cena niższa od ceny rów nowagi prow adzi do 

nadw yżki popytu . Z perspek tyw y pojedynczego uczestnika ceny ksz ta łtow ane n a  rynku 

w yznaczają  jasne  i p ro s te  zasady selekcji efektywnych ofert - w ygryw ającym  je s t zawsze 

ten , k to  oferuje lepszą cenę n a  dany  tow ar. W arunki ob ro tu  zbliżone do w ym agań rynku 

doskonałego są  oferowane n a  giełdach towarowych.

Niestety, powyżej opisane teoretyczne właściwości klasycznego m odelu  o b ro tu  ryn

kowego są  osiągane w w arunkach idealnego rynku, w kórym  nie w y stęp u ją  ograniczenia 

zasobowe. Nie m ogą one być zatem  w ystarczająco  silnym  narzędziem  do w ykorzystyw a

n ia  w w ieloagentow ych system ach zarządzan ia  w sy tuacjach , gdy poszczególne podm ioty  

- agenci konkuru ją  pom iędzy sobą o dostęp  do wielu ograniczonych zasobów .

W  kontekście zastosow ań w pewnej klasie w ieloagentowych, rozproszonych system ów  

zarządzan ia  w niniejszej p racy zaproponow ano oryginalny m odel o b ro tu  w ielotowarowego 

w ykorzystujący w łaściwości program ow ania liniowego [1], w k tó rym  przedm io tem  obro tu  

na  rynku  je s t pew ien p ro d u k t zagregowany, zaw ierający wiele cech i a try b u tó w  użytko
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wych, będących przedm iotem  zainteresow ania wielu uczestników  gry rynkow ej. P ro d u k t 

ten je s t zatem  nośnikiem  wielu  wyspecyfikowanych zasobów /tow arów  składow ych, np. 

charakteryzujących p a ram etry  jakościowe nośnika lub zużycie pew nego ograniczonego za

sobu. Zaproponow any m odel je s t uogólnieniem  klasycznego m odelu  o b ro tu  i może być 

w ykorzystany przy projektow aniu  rozproszonych system ów  zarządzan ia  d la  pew nych no

wych, pow stających obecnie klas system ów  ograniczonych zasobowo i funkcjonujących w 

warunkach rynkow ych. P rzyk łady  możliwych zastosow ań obejm ują  tak ie  dziedziny, ja k  za

rządzanie ograniczonym i zasobam i system u teleinform atycznego, np. efektyw ne w ykorzy

styw anie kanału  przesyłu inform acji o ograniczonej przepustow ości dzielonego pom iędzy 

różnorodne klasy usług (przesyłanie pakietów  inform acji, rozmowy, video n a  żądanie, itp .) 

św iadczonych klientom  konkurującym  pom iędzy sobą o dostęp  i jakość usług  przesyłow ych 

poprzez różnicowanie ofert zakupu.

W  pracy pokazano, że d la  zaproponow anego m odelu rynku  pojedynczego d o b ra  będą

cego niejednorodnym  tow arem , czyli nośnikiem  wielu innych towarów składow ych, rozw ią

zanie op tym alne, m aksym alizujące globalny efekt ekonomiczny, je s t jednocześn ie  punktem  

równowagi rynkowej, w k tó rym  usta la  się w ektor cen równowagi w tak i sposób, aby ilość 

nośnika oraz składow ych towarów, k tó rą  przy danych cenach wszyscy kupu jący  chcą ku

pić, by ła  rów na ilości, k tó rą  wszyscy sprzedający  chcą sprzedać. Z asady w yboru  ofert są 

sprawiedliwe z p u n k tu  w idzenia indyw idualnych uczestników  rynku , gdyż każda oferta  

kupna z ceną ofertow ą w yższą od sum arycznej ceny rynkowej oferowanych tow arów  jes t 

realizow ana, podobnie ja k  każda oferta  sprzedaży z ceną ofertow ą niższą od  ceny rynkowej.

M odel obro tu  wielotowarowego na nośniku

Rozważam y m odel obro tu  wielotowarowego, w k tórym  przedm iotem  o b ro tu  je s t po je

dynczy p ro d u k t (dobro), będący nośnikiem  wielu wyspecyfikowanych zasobów /tow arów  

składow ych T it i =  1, . . . , m ,  będących obiektam i konkurencji i charak teryzu jących  w 

szczególności pa ram etry  jakościowe nośnika, w ym agania zasobowe, itp .
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O znaczmy:

D j - wielkość zakupionego nośnika w edług j -tej oferty kupna,

Pj - wielkość sprzedanego nośnika w edług j- te j  oferty sprzedaży,

Cj - cena ofertow a zakupu  wg y-tej oferty kupna,

aij - p o żąd an a  jednostkow a zaw artość ¿-tego tow aru w jednostce  nośnika w ¿-tej

ofercie zakupu, 

dj - cena ofertow a sprzedaży wg ¿-tej oferty zakupu,

a ij - jednostkow a zaw artość i-tego tow aru w jednostce nośnika w y-tej ofercie 

sprzedaży.
Poniżej sform ułujem y podstaw ow y w arian t P r o b le m u  O N W T  (O b ro tu  N ośnika W ie

lu Towarów), czyli zadan ie  optym alizacji ob ro tu  rynku  pojedynczego d o b ra  będącego no

śnikiem  wielu towarów:

P r o b le m  O N W T

przy ograniczeniach

Q  =  m ax
D ,P Q=Y,cjDj-j:djPj

j e n  je s
(1 )

¿ L  aijDj jPj i = 1, .., . , m
j e N j e s

0 s: Dj D 'nax j  e N

0 ś P j < p ; nax j e s

Aby is tn ia ły  niezerowe rozw iązania optym alne powyższego zadan ia , na jd roższa  o fe rta  kup

na  nie może być niższa niż n a jtań sza  oferta  sprzedaży, czyli m aXje^i Cj ^  m inje s  dj.

R ozw iązanie powyższego zadan ia  prow adzi do przyjęcia najlepszych ofert i odrzucenia 

pozostałych w tak i sposób, że m aksym alizow any je s t globalny dob roby t ekonom iczny Q 

w ynikający z pokrycia  najdroższych ofert popy tu  n a  poszczególne tow ary  składow e za 

pom ocą najtańszych  ofert podaży. W ielkość dobrobytu  je s t dochodem  będącym  różni

cą pom iędzy przychodem  zw iązanym  z realizacją najlepszych ofert k u p n a  oraz kosztam i 

realizacji najlepszych ofert sprzedaży, przy założeniu rozliczeń w edług cen ofertowych.

Analogicznie do klasycznego m odelu o b ro tu  towarowego, d la  uogólnionego m odelu ob

ro tu  rynkowego pojedynczego dobra  będącego n iejednorodnym  tow arem , czyli nośnikiem  

wielu innych towarów składow ych, jesteśm y zainteresow ani tym , aby rozw iązanie op tym al

ne, m aksym alizujące globalny efekt ekonomiczny, było jednocześnie p u nk tem  równowagi
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rynkowej, w k tó rym  u sta la  się w ektor cen równowagi w tak i sposób, że ilość dobra , będą

cego nośnikiem  składow ych towarów, k tó rą  kupujący  chcą kupić po danej cenie ofertowej 

lub wyższej, je s t rów na wielkości, k tó rą  sprzedający  chcą sprzedać po tej cenie lub taniej. 

Poniżej pokażem y, że m odel O N W T  rynku nośnika wielu towarów po siad a  tak ą  w łaści

wość.

R ozw iązanie zadan ia  optym alizacji O N W T  um ożliw ia w szczególności w yznaczenie 

d la  poszczególnych towarów T ,  i =  1, . . . ,  m  ich cen rynkow ych n  =  (7̂ , . . .  7t;. . . ,  n m)T 

um ożliw iających wycenę i porów nanie w szystkich ofert kupna i sprzedaży. Ceny te  po

zw alają n a  uszeregowanie w szystkich ofert kupna i sprzedaży w n astępu jący  sposób.

D la oferty kupna  j  S N  wielkość irTa} oznacza jednostkow ą w artość rynkow ą tow a

rów zam aw ianych w ram ach oferty (przypadających n a  jednostkę kupow anego nośnika). 

W ielkość Cj - i r Ta.j oznacza nadw yżkę w artości ceny ofertowej p onad  w artość jednostkow ą 

kupow anych tow arów , czyli je s t m iarą  korzyści ekonom icznych zw iązanych z przyjęciem  

j- te j  oferty do realizacji. Jeżeli zatem  c} >  7rr a ;-, to  w w arunkach rynkow ych j - t a  ofer

ta  kupna pow inna być zrealizow ana w całości, n a to m ias t jeżeli c;  <  ^ ' a j ,  to  o fe rta  nie 

pow inna być realizow ana.

A nalogicznie, d la  oferty sprzedaży j e S  wielkość 7rr  er,- oznacza jednostkow ą w artość 

rynkową towarów oferowanych w ram ach oferty p rzypadających  n a  jednostkę  sprzeda

wanego nośnika. W ielkość irTa j  — dj oznacza jednostkow ą nadw yżkę w artości rynkowej 

oferowanych towarów ponad  w artość ceny ofertowej, czyli je s t m ia rą  korzyści ekonom icz

nych zw iązanych z przyjęciem  j- te j  oferty sprzedaży do realizacji. Jeżeli za tem  7rTQ; >  dj, 

to  j - t a  o fe rta  sprzedaży je s t realizow ana w całości, n a to m ias t jeżeli n T a.j < d j, to  jes t 

odrzucana.

R easum ując, rozw iązaniem  optym alnym  zadan ia  O N W T  je s t w ektor w ybranych do 

realizacji ofert kupna D  =  ( Dj ) j €N, w ektor ofert sprzedaży P  — ( Ą ) JgS oraz w ektor cen 

dualnych 7r =  ( n ą , . . .  ną . . . ,  7rm)r , będących rozw iązaniem  zadan ia  dualnego, o następu 

jących właściwościach:

•  oferty k u p n a  takie, że " r aj < Cj, są  realizowane w całości, tzn . =  D™**,

•  oferty k u p n a  takie, że irTcij =  Cj, są  realizowane częściowo, tzn. 0 ^  D j ^  D J1**,

•  oferty k upna  takie, że irTa.j > Cj, są  odrzucane w całości, tzn . D j =  0,
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•  oferty sprzedaży takie, że n r Qj >  d j, są  realizow ane w całości, tzn . Pj — Pj"**,

•  oferty kupna takie, że 7rr QJ =  d j, są  realizow ane częściowo, tzn. 0 <  Pj ^  P )max,

•  oferty k upna  takie, że 7rr a j  <  d j, są  odrzucane w całości, tzn. Pj =  0.

W  szczególnych przypadkach może istnieć wiele rozw iązań op tym alnych  zadania 

O N W T  spełn ia jących  powyższe w arunki, gdyż m oże istnieć pew na niejednoznaczność 

sto p n ia  realizacji tych ofert, których ceny ofertowe odpow iada ją  cenom  rynkow ym . P a

m ięta jąc , że podstaw ow ym  w arunkiem  je s t w ybór wielkości ofertow ych um ożliw iających 

osiągnięcie p u n k tu  równowagi, w k tórym  je s t w ym agane spełnienie nierównościw ych ogra

niczeń zadan ia , w przypadku  niejednoznaczności m ożna zastosow ać dodatkow e k ry te ria  

w yboru s to p n ia  realizacji ofert, uw zględniając np. m aksym alizację o b ro tu  giełdowego oraz 

stosu jąc redukcję kupna  lub sprzedaży w przypadku w ystępow ania nadw yżki po  stronie 

kupna lub sprzedaży.

W  zależności od przyjętych m echanizm ów  aukcyjnych, w tym  reguł rozliczania tran s

akcji, przyjm ow ane do realizacji oferty kupna i sprzedaży m ogą być rozliczane n a  różne 

sposoby. W  szczególności na jbardziej są  znane dw a podstaw ow e sposoby rozliczeń:

•  w edług cen ofertow ych, czyli cen (c,) d la  ofert kupna oraz cen (dj)  d la  o fert sprze

daży,

•  w edług jednolitych, ustalonych n a  giełdzie cen n  dotyczących w szystkich towarów 

n a  nośniku, czyli jednakow ych cen obow iązujących na  zasadach równości w szystkich 

uczestników  giełdy.

W  przypadku  rozliczeń w edług jednolitych cen giełdowych j - t a  o fe r ta  k u p n a  je s t roz

liczana w edług w artości n Ta.j, a  o fe rta  sprzedaży w edług nT a j.  Pom iędzy tym i dw om a 

skrajnym i sposobam i rozliczeń m ożna też zdefiniować pośrednie, um ożliw iające tylko czę

ściowy podział nadw yżek, np. uogólnioną regułę drugiej ceny, tzn. po uszeregow aniu nie- 

rosnąco ofert k u p n a  w edług w artości nadw yżki Cj -  n Taj p rzy ję ta  o fe rta  z k-te j pozycji 

je s t rozliczana po  cenie ofertowej obniżonej o w artość nadw yżki oferty  z pozycji k  +  1.

Zbadam y te raz  właściwości wielotowarowego m odelu rynku d la  dw óch w ariantów  roz

liczeń transakcji: w edług cen ofertowych oraz w edług jednolitych  cen giełdowych.
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(2)

Oznaczm y:

Cj —  Tcr a .j  d la  j  S N , C j > n T a j  

TiT c t j  — d j  d la  j  e  S , d j  < i r r c t j

0 w przeciwnym  przypadku .

W ła s n o ś ć  1. Jeżeli zadanie O N W T p o sia d a  niezerowe rozwiązanie optym alne, to w przy

padku rozliczania transakcji według cen ofertowych sum aryczny m aksym alizow any globalny 

w ynik ekonom iczny Q je s t równy

j e N  j e s

W ła s n o ś ć  2. Jeżeli zadanie O N W T  posiada niezerowe rozwiązanie optym alne, to su m a 

ryczny m aksym alizow any globalny w ynik ekonom iczny

jeN  je s

m oże być całkowicie podzielony pom iędzy przyjęte do realizacji o ferty kupna i sprzedaży, 

jeżeli rozliczanie transakcji następuje według jednolitych, m arginalnych cen giełdowych, 

czyli:

•  cena każdej zrealizowanej transakcji kupna zostanie obniżona z ceny o fertow ej Cj do 

wartości rynkow ej irT aj ,

•  cena każdej zrealizowanej transakcji sprzedaży zostanie podniesiona z  ceny ofertow ej 

dj do w artości rynkow ej sprzedaży irT oij.

R e a liz o w a ln o ś ć  o fe r t

G dy przedm iotem  obro tu  n a  giełdzie je s t pew ne dobro, będące n iejednorodnym  no

śnikiem  wielu  wyspecyfikowanych zasobów /tow arów  składow ych, pochodzących od wielu 

sprzedających i pobieranych przez wielu nabywców, należy przeanalizow ać w arunki, przy 

których o trzym any w w yniku rozw iązania zadan ia  O N W T  p u n k t rów nowagi m oże być 

fizycznie realizow alny w tym  znaczeniu, że d la  każdej p rzyjętej oferty  k u p n a  istn ieje do

puszczalna alokacja przyjętych ofert sprzedawców, spe łn ia jąca  w ym agania  nabyw ców  oraz 

możliwości sprzedawców.
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W  ogólnym  przypadku  obro tu  pewnego niejednorodnego dobra , będącego nośnikiem  

wielu tow arów , m ożna wyróżnić trzy  szczególne sy tuacje:

(A) każda z ofert sprzedaży dotyczy jednorodnego, dowolnie podzielnego dob ra , będą

cego hom ogenicznym  nośnikiem  towarów składowych nieseparowałnych, w takim  

znaczeniu, że je s t m ożliwy jedynie  rozdział w olum enu hom ogenicznego nośnika, po

przez dostarczan ie  do różnych nabywców porcji nośnika o tych sam ych p aram etrach

(a ó')>

(B) oferty sprzedaży m ogą dotyczyć sprzedaży n iejednorodnego dob ra , będąc agregatem  

ofert rodza ju  (A),

(C) każda z o fert dotyczy jednorodnego, dowolnie podzielnego dob ra , będącego nośni

kiem tow arów  składow ych separowalnych, w tak im  znaczeniu, że je s t m ożliw y dowol

ny rozdział składow ych towarów poprzez dostarczan ie  do różnych nabyw ców  porcji 

nośnika o dowolnych, wym aganych przez nabywcę p aram etrach  (% ) .

W  przypadku  (A) skojarzenie ofert sprzedaży i ofert kupna  m oże być zrealizow ane w 

wyniku znalezienia rozw iązania dopuszczalnego [xjk] spełn iającego  w arunki:

£  Xjk =  i j  e s
k£N

Y ^ { a jP j)x jk =  akD k k  e  N  
jes

0 < x jk sj 1 j  e S , k e  N

przy czym  x jk  je s t po rc ją  j- te j  oferty sprzedaży przeznaczoną do realizacji A:-tej ofer

ty  kupna. W  szczególnych przypadkach rozw iązanie dopuszczalne może nic istn ieć (przy 

w ystępow aniu zby t dużej dywersyfikacji ofert k upna  w porów naniu  z dyw ersyfikacją ofert 

sprzedaży). W  przypadku  (B) problem  dezagregacji ofert je s t bardziej złożony i nie będzie 

tu ta j  omawiany. W  przypadku  (C) problem  fizycznej realizow alności o fert je s t n ie is to t

ny- gdyż p a ram etry  ofert są  spełn iane w sposób bezpośredni, z n a tu ry  separow alności 

wyspecyfikowanych towarów.
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Uwagi końcowe

O pracow any m odel ob ro tu  wielotowarowego w idziany z perspektyw y konkurujących 

m iędzy sobą indyw idualnych uczestników  posiada  w szystkie dobre w łaściwości m ode

lu klasycznego dotyczącego o b ro tu  pojedynczego tow aru w w arunkach bez ograniczeń. 

Z p u nk tu  w idzenia w yznaczania p u n k tu  równowagi m aksym alizującego wielkość dobroby

tu  społecznego, opracow any m odel je s t bardziej złożony od klasycznego, ale w dalszym  cią

gu je s t stosunkow o łatw y do rozw iązyw ania, gdyż przybiera  on postać  typow ego zadan ia  

program ow ania liniowego. Poniew aż w m odelu ty m  łatw o w prow adzać różnorodne w arun

ki opisujące w ystępujące w danym  system ie ograniczenia, zaproponow any m odel ob ro tu  

w ielotowarowego m oże.stanow ić atrakcy jny  m odel rynkowy do p ro jek tow an ia  w ieloagen- 

towych rozproszonych system ów  zarządzania  um ożliw iających rozstrzyganie  konfliktów 

pom iędzy w ielom a uczestn ikam i konkurującym i m iędzy sobą  o dostęp  do ograniczonych 

zasobów.
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A bstract

T rad ing  m any com m odities am ong various individual p a rtic ip an ts  in  th e  presence of 
the lim ited  resourse constra in ts dem ands for a  new  m arket m odel w hich is m ore general 
th an  th e  classical one. We proposed a m arket m odel w hich is in th e  L P form  and  has 
all positive features of the  classical single-com m odity m arket m odel, y e t i t  allows us to 
handle m ore realistic  constra in ts  if they  are available in th e  system . T he  m odel m ay be 
applied for design of th e  m ulti-agent d is trib u ted  m anagem ent s tru c tu re s  in th e  system s, 
where conflicts for lim ited  resource allocation am ong com peting  ind iv iduals u nder m arket 
rules should be decided.


