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W ZLOZONYCH ~ ELEMENTACH MASZYN CIEPLNYCH

Streszczenie: Rozpatrzono zagadnienie wyznaczenia rozktadu napre-
zen i odksztatcen w elementach maszyn cieplnych przy nieustalonym
przewodzeniu ciepta. Podano metode analizy naprezen termicznych z u-
wzglednieniem rzeczywistej zaleznosci wtasnosci fizycznych materiatu
od tem peratur?/. Uktad réwnan réwnowagi rozwigzano metodg réznic skon-
czonych. Wcelu sprawdzenia otrzyman{ch zalezno$ci przeprowadzono ob-
liczenia rozktadu naprezen w walcu, ktérego przekrdj poprzeczny ogra-
niczony jest dwoma wspotogniskowymi elipsami. Uzyskane wyniki porow-
nano z rozwigzaniem doktadnym.

1. Wstep

Rozwdj maszyn i urzadzen energetycznych jest nierozerwalnie zwigzany z
doskonaleniem metod ich projektowania, jak réwniez wprowadzeniem nowych te-
chnologii wytwarzania. Uwaga ta odnosi sie w szczegdlnosci do obliczen wy-
trzymatosSciowych, ktérych wynik decyduje w gtéwnej mierze o wyborze  cech
konstrukcyjnych projektowanej maszyny. Dokladna analiza stanu naprezenia i
odksztatcenia w elementach maszyn cieplnych jest znacznie utrudniona z uwa-
gi na skomplikowany ksztatt i ztozone warunki brzegowe.Uwzglednienie zmien-
noéci wtasnosci fizycznych badanego ciata jeszcze bardziej komplikuje za-
gadnienie. Wzwiagzku z tym do analizy warunkéw pracy elementdw maszyn cie-
plnych stosuje sie rozne metody przyblizone.

Whniniejszej pracy zostanie przedstawiona numeryczna metoda rozwigzania
dwuwymiarowego zagadnienia termosprezystosci, dla ktérego sktadowe stanu
naprezenia i odksztatcenia nie zmieniajag sie w kierunku jednej z osi ukta-
du wspo6trzednych. Podana metoda pozwala wyznaczyd naprezenia i odksztatce-
nia w ztozonych elementach maszyn wywotane obcigzeniami mechanicznymi oraz
nierbwnomiernym nagrzaniem. Mozliwe jest przy tym uwzglednienie zaleznosci
statych materiatowych od temperatury.

2. Zatozenia problemu

Rozpatrzmy ciato, ktérego wymiar w kierunku osi x-j jest znacznie wiek-
szy niz pozostate (rys. 1). Obcigzenie powierzchniowe i pole temperatur nie
zmienia sie w kierunku osi z”. Przyktadem takiego ciata moze by¢ np.topat-
ka kierownicza wzglednie robocza turbin cieplnych, ozebrowana rura odparo-
wnika (rura z ptetwa).

Przeprowadzone rozwazania stuszne sg dla nastepujagcyoh zatozen:

a) przekréj poprzeczny - uksztattowany dowolnie - nie zmienia sie w Kkie-
runku osi
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b)

c)

d)

e)
Rys. 1. Model topatki tur-
biny cieplnej
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powierzchnia boczna jest obcigzona sita-
mi statymi na diugosci i prostopadtymi do
tego kierunku;

pole temperatury nie zalezy od wspotrzed-
nej

zmiana temperatury w czasie jak rowniez
stopien nierbwnomierno$ci nagrzania cia-
ta sag tak duze, ze powodujg istotne
zmiany statych materiatowych. Przyjmuje-
my wiec, ze state te zalezg od temperatu-
ry, a tym samym sg funkcjami miejsca;
przekroje poprzeczne pozostajg po od-
ksztatceniu ptaskie, a wydtuzenie jedno-
stkowe w kierunku osiowym jest wielkoscig
statag: Cj = const. Zalézmy na wstepie,
ze ij » 0, a nastepnie wprowadzimy odpo-
wiednie poprawki.

Problem wyznaczenia rozktadu temperatur T(x1, x2, t) omodwiono szczeg6to-
wo w pracach [3,4] . Prace te zawieraja szczeg6towe wzory obliczeniowe dla
szczegO6lnie przydatnych w obliczeniach uktadow wspo6trzednych tagcznie z kon-
kretnymi przyktadami zastosowan. Wzwigzku z tym w dalszych rozwazaniach
przyjmiemy, ze rozkiad temperatury jest znany.

3. numeryczne wyznaczenie pola naprezen i odksztatcen

Do wyznaczenia stanu naprezenia z uwzglednieniem zaleznos$ci statych ma-
teriatowych od temperatury zastosujemy metode siatek (r6znic skornczonych).
Wmetodzie tej funkcje zmiennej x nie sg podawane dla kazdego punktu bada-
nego obszaru, ale tylko dla pewnych jego punktéw 5% (k =1,2,...) zwanych
weztami i tworzacych siatke. Wecelu skonstruowania odpowiedniej siatki na-
lezy badane ciato podzieli¢ na elementarne wielo$ciany. Podziat ztozonych
elementow maszyn przy uzyciu elementarnych prostopadto$cian6w nie zapewnia
dostatecznej doktadnosci szukanego rozwigzania. Problem zwiekszenia doktad-
noséci moze byd rozwigzany dwoma sposobami: przez wprowadzanie nowych ukta-
dow wspotrzednych gwarantujgcych doktadniejszy podziat rozpatrywanej bryty
lub przez wprowadzenie odpowiednich poprawek do wzoréw obliczeniowych. Roz-
patrzmy pierwszy sposéb postepowania. Wzwiagzku z tym wprowadzmy specjalne
uktady wspoétrzednych krzywoliniowych ql, g2, g* [€] o powierzchniach odpo-

wiadajgcych ksztattom bryty.

Badang bryte dzielimy na elementarne wielosciany za pomoca:

- ptaszczyzn = const.
- powierzchni
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lim = *10 +m "' A

*2n = *20 + n * A2

Powierzchnie $rodkowe g”Q 1 g2Q mozna przyja¢ dowolnie.

Punkty obliczeniowe obieramy w $rodkach $cian bocznych. Rozpatrywane za-
gadnienie sprowadza sie do wyznaczenia przemieszczen w punktach obliczenio-
wych Unn w kierunku osi oraz w punktach n w kierunkach osi g2 [7]
(rys. 25. Po wyznaczeniu przemieszczen mozna w prosty sposob wyznaczy¢ od-
ksztatcenia a nastepnie naprezenia.

4. RoOznicowe réwnania rownowagi

Odpowiednie zaleznos$ci miedzy prze-
mieszczeniami w punktach sgsiednich
uzyskamy z réwnan réwnowagi.Réwnania
te we wspotrzednych krzywoliniowych
sprowadzajg sie w badanym przypadku
(H- =1,9/9qg, =0, v =0) do posta-
c i[5.2]

Rys. 2. Podziat réznicowy obszaru
ptaskiego

i,j =1,2j i*S
Przyjmujemy, ze réwnanie réwnowagi w kierunku osi ql bedzie spetnione w
weztach (I n natomiast rownanie drugie w weztach ffm n* Rozpatrzmy réwnanie
rbwnowagi w kierunku osi g2 w punkcie WQ g (rys. 2). Zastepujac pochodne
r6znicami skonczonymi otrzymujemy
Aa.ll., A A +AQiA~(©g -6.) +AagHg A "~ + 2AQq2612A1H2 =0. (2)

Wrownaniu tym zastosowano nastepujace oznaczenia []]

F(m,n) a p<<IiBt<I2n>,

A”im.n) a F(m+l,n) - F(m-1,n).
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Dodatkowo przyjmujemy, ze wartosci dowolnej funkcji P w badanym punkcie
(m=01i n =0) podawane beda bez dodatkowych oznaczen, wiec

P = F(0,0),
AjP = AiP(0,0). i =1,2
Naprezenia w réownaniu (2) mozna wyrazi¢ przez odksztatcenia nastepujaco
Q@ = (2fk +fc )Et + fcéj -cjT i,j =12» i*)
= X(¢1 + ¢g) -uT

«2 - 2;1612

gdzie
nT =-—-—"11__, Mt , EM2M____ (M=
2 +v(T)] [i+ o(M)] [i - 20(T)] 1 - 27T)

Uwzgledniajac zwigzki miedzy odksztatceniami i przemieszczeniami [5] otrzy-
muj emy

6 ,Su *w 3H1> Xfow . u 9H2v

G = (3q7 +rq + + te 557* - wT*

9H
®8 - x(*7 ~ + + n R (4)
°12 “ 27 [hJ (H7) + h; .

Zalezno$¢ naprezenia 5" od przemieszczen uzyskamy z pierwszego z row-
nan (4) postugujac sie regutg przemiany cyklicznej. Zastepujac w zalezno-
§ciach (4) pochodne czastkowe réznicami skonczonymi mozna np. naprezenie
©1 przedstawi¢ w formie
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W podobny spos6b mozna wyrazié pozostate naprezenia wystepujagce w réwnaniu
(2). Otrzymamy wtedy r6znicowe réwnanie réwnowagi wyrazone przez przemiesz-
czenia

[d3 + E3(1,0M'W2>0 + [-d3 + E4(-i.0o)]w_2f0 + [al1(0,1) - c3wOf2 +
+ [a2(0,-1) + c3]w0+ 2 - 2(0,1) + A%o.-D +c4 + D4 + E4(1,0) +
+ E3(-1,0)]w0>0 + [a3(0,1) - CL + DL + £,(1,0)]*~ -[ a4(0,1> - Cy +
- D] + EL1(-1,0)Ju_1>1 + [a4(0,-1) + C2 - @ + E2(1,0)] Un-1 +
- [a3(0,-1) + 0, + D2 + E2(1,0)]uit_1 = - Tq™_1) (6a)

Wspotczynniki wystepujagce w ostatnim réwnaniu zestawiono w tablicy 1.
Podstawiajac do tych zaleznos$ci odpowiednie wartosci wspotczynnikéw Lamego
otrzymamy wzory szczeg6towe dla elementdw prostokatnych, walcowych i innych.

Tablica 1
Wspoétczynniki rownan przemieszczeniowych
- Zagadnienie ptaskie -
Wspékmzynni- Dowolny element ptaski Element Element walcowy
i . . rosto- r,
Uktad wspdtrzednych: q.,, 92 Eatny 1y
Wspétczynniki Lamego: , Hp  X1* x2
1. 1
1 2 3 4
Ag,. X v Aqg, AX.
AlL,2 (2(, +X) u2 AQ2 - jfle Ag2 AgH1 (27 H)SEr <N
KtIAzh . AL
A3,4 X A A
o1 % j(2r+X) i ~M"H gj 0 0
XA2H1 Aq., 0 0
C3
(A -H.)2 Aqg

ca @ +A) -5 0 0
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c.d. tablicy 1

1 2 3 4
n 1'*2 - A2H1', 0
D1.2 -'2H2 1 ST
Aq2
q 0 (E£¢0
>3 M, A
V- Ag2 ,a, )2 0 "AOAr
D A ( 12 r
R A .
*1.2
Ax2
_ ; AO0f  — Ar»
K- Al T A AT
F1 coHMAq1 wAXx1 CcOAT
*2 IAL h, 0 0

Dla punktéw obliczeniowych zewnetrznych (rys. 2) odpowiednie zaleznosci
miedzy pomieszczeniami w punktach sasiednich otrzymamy w podobny sposéb wy-
chodzac z réwnan warunkéw brzegowych. Po przeksztatceniach mamy

[- D3 + E4(-1,0)]w_2F0 + [a, (0,1) - C3JwOf2 + [a2(0,-1) + C3JwOf 2 +

-[a2(0,1) + A"0.-O + C4 - [B + D4 + E3(-1,0)0] WQ>0 + [a3(0,1> - C1 +

+ DAuM, - [a4(0,1) - C2 - Dn + E, (-1,0)JU_471 + |a4(0,-1) + C2 - Dg +

+ - [a3(0,-D + O, + - TOf-1)

<6b)
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Dla punktdw na powierzchni ciata otrzymujemy

iA2(0,-1) + c3w0>_2 - [a.,(0,-1) + 03 +\ C4 wof0o +
(6¢)

Rownania (6) dotycza punktéow n potozonych na $ciankach prostopadtych
do osi q,. F\;éwr}ania rownowagi dla punktow Umn otrzymamy przez cykliczng
zmiane wskaznikow. '

Rozwigzujac uktad réwnan dla wszystkich punktow obliczeniowych otrzymu-
jemy stan przemieszczenia. Naprezenia otrzymujemy z rownan (4) zastepujac
w podanych wzorach pochodne czastkowe réznicami skonczonymi.

5. Wyznaczenie naprezen osiowych
Obliczony wyzej stan naprezenia odpowiada zatozeniu ¢3 = 0. Jezeli cia-
to posiada konce swobodne, to do otrzymanego rozwigzania nalezy dodad jed-
nowymiarowy stan naprezenia
(7)
Stad na podstawie zatozenia e, ozrzymujemy
63 = a + bi® + cxg. (S)
State a,b,c nalezy wyznaczy¢ z warunkéw rownowagi sit i momentéw. Wypad-
kowa sita osiowa oraz wypadkowe momeny wzgledem osi i *2 musza by¢ row-

ne zeru. Otrzymujemy wiec zaleznosci

JFmM3 ¢<$>«. 0

9)

lub po uwzglednieniu (8)
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J| (0~ +a + bx1l + cXg)x2dS = O

S
Rozwigzujagc podany uktad réwnan mamy

b _ . B26J11 - Bl|J12 (10)
J11322 " J12

B*5J22 “ B2§J 12

c = . BTolez 7 Bl 1l
J11322 " J12
gdzie:
% = iisds* Jij - 1 Kxjds
(11)
Bi6 - i63dS

Naprezenia ©L, 6g oraz 6,2 nie ulegajag zmianie. Znajac nowy, wypadkowy
stan naprezenia mozna wyznaczy¢ stan odksztatcenia, a nastepnie rzeczywi-
ste przemieszczenia.

6. Rozkiad naprezen w walcu

Woparciu o przedstawiony algorytm obliczen przeprowadzono analize pola
temperatur i naprezen w walcu, ktérego przekrdj poprzeczny ograniczony jest
dwoma wspétogniskowymi elipsami. Obliczenia wykonano dla nastepujacych wa-
runkéw jednoznacznosci:

a) powierzchnia zewnetrzna

X2
stic + oyrass' =1

b) powierzchnia wewnetrzna

X2 X3

0,1075 + 075T = 1

c) temperatury na powierzchni wewnetrznej i zewnetrznej

Tw = 150°C Tz - 20°C
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d) wtasnos$ci fizyczne materiatu walca
1 5
E = 2,06 . 105jjf, <X= 13,6 . 10 6(1 w=0,3

Ze wzgledu na rodzaj przyjetych warunkéw brzegowych wystarczy rozpatry-
waé jedynie ¢wiartke elementu. Uwzgledniajac ksztatt przekroju poprzeczne-
go walca wygodnie jest zastosowa¢ do jego podziatu na elementarne wielo-
§ciany wspoétrzedne eliptyczne x,y o powierzchniach okreslonych réwnaniami

2

« 1
czcoszy ¢Zsm y

gdzie w naszym przypadku ¢ = 0,3125 m.

Pierwsze z réwnan przedstawia rodzine elips wspdtogniskowych. Na kazdej
z tych elips x ma warto$¢ stata, a zmienia sie y. Drugie réwnanie dla sta-
tej wartosci y przedstawia hiperbole, ktora ma te same ogniska co elipsa.
Tak wiec réwnanie to przedstawia rodzine wspo6togniskowych hiperbol, na kaz-
dej z ktédrych y Jest state, a x zmienne.

Wcelu rozwigzania sformutowanego zadania opisang metode numeryczng po-
dzielono badany przekrdj na elementarne wycinki (4 w kierunku osi x oraz 8
w kierunku osi y). Punkty obliczeniowe obrano w Srodkach $cian bocznych. W
oparciu o podane wyzej zalezno$ci mozna dla kazdego punktu obliczeniowego
wypisa¢ réwnanie réwnowagi wyrazajgce zalezno$¢ miedzy przemieszczeniami w
punktach sgsiednich. Uzyskano w ten sposéb 76 réwnan 0 76 niewiadomych. E-
lementy macierzy przy niewiadomych sa jedynie funkcjami wymiaréw siatki o-
raz potozenia punktu obliczeniowego. Elementy kolumny wyrazéw wolnych  sg

Rys. 3. Rozktad naprezen obwodowych i osiowych w walcu



28 Gerard Kosman

dodatkowo zalezne od temperatury. Wrozpatrywanej metodzie macierz przy
niewiadomych jest macierzag pasmowg, tzn. niezerowe elementy sg zgrupowane
wokdt gtéwnej przekatnej. Szeroko$é pasma i jego potozenie zalezy od nume-
racji punktéw obliczeniowych.

Do rozwigzania podanego uktadu zastosowano metode optymalnego eliminowa-
nia bedaca pewng modyfikacjag metody Gaussa. Celem uzyskania mozliwie du-
zej doktadnosci wykonania obliczen zastosowano sposéb eliminacji z wyborem
maksymalnego co do bezwzglednej warto$ci elementu w rozpatrywanym wierszu.

Wyniki obliczen pola naprezen przedstawiono na rys. 3. Ustalony rozktad
temperatur w walcu, niezbedny do okre$lenia naprezen, wyznaczono metodg bi-
lanséw elementarnych [4] oraz przyblizong metodg analityczng [3] .

Sformutowany problem rozwigzat w odmienny sposéb Bazenow [8], wykorzy-
stujac metody odwzorowania konforemnego. Z poréwnania obu wynikéw obliczen
wynika, ze naprezenia wyznaczone numerycznie mato réznig sie od rezultatow
podanych w [8]. Roé6znice pomiedzy obu warto$ciami naprezen osiowych i obwo-
dowych we wszystkich punktach przekroju nie przekraczajg 2%. Wieksze od-
chytki wystepujg przy wyznaczeniu naprezen promieniowych i w ekstremalnych
punktach dochodzg do ok. 5”~. Nalezy jednak doda¢, ze bezwzgledna warto$¢
naprezen promieniowych jest mata, a wiec jej wptyw na warto$¢ naprezenia za-
stepczego znikomy.

Zestawienie wazniejszych oznaczen

» X2% 43 « wspotrzedne prostokatne

* A2Q y3 wspoOtrzedne krzywoliniowe

u, w - przemieszczenia w kierunku osi q.j, q2
U, w - przyblizone warto$ci przemieszczen u,
H1f H2 - wspoétczynniki Lamego
r, 0 - wspoétrzedne walcowe
y - wspoltrzedne eliptyczne
6 - naprezenie
¢ - odksztatcenie
T - temperatura

- modu} Younga

- wspotczynnik Poissona
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HHCJIEHHOE MOfIEJIHPOBAHKE HAUPffIKEHHOrO COCTOHHHH
B CIBBKHHX  3JIEMEHTAX MAMMH

Pe3tome

Padoia cokep*HT HeKOTopne pe3yjrBiam accjieAOBaHHfi TepMHiecxnx Hanpaae-
hh8 b caoihhi 3JieMeHTax MamHH. IlpeAOTaBJseu MeTOA onpeAejieHHu HanpaaeHuit ajik
npoH3BOJitHoit 3aBHCHIiioCTH MexaHHiecKHX napaMeipoB Maiepnajia ot TeMnepaTypa,
ypaBHeHHH paBHOBecHH pemeHhi mctoaom KOHeMHHX pa3HOdea. noApoSnue pac”em
CAgjiaHH AIM TOJICTOCTeHHOii EHAHHApHHeCKOa OOQIIO™KH.  110Jiy>ieHHiie  pe3yjlbTaTH
CpaBHeHU C TOHHHWMH.

A NUMERICAL MODELING OP THE STATE OP STRESS
IN COMPLICATED MACHINE PARTS

Summary

In this paper a method for determination of the thermal stress in machi-
ne parts of complicated form for real temperature function of coefficients
of elasticity has been presented. Equations of equilibrium by way of fini-
te differences have been solved.

In order to confront the results obtained by means of the present met-
hod and analytical solutions the one-dimensional thermal stress distribu-
tion is computed in a thick-walled cylindrical shell.



