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WYZNACZENIE FUNKCYJNEJ ZMIENNOSCI WSPOLCZYNNIKA
PRZEWODZENIA CIEPLA OD TEMPERATURY

Streszczenie: W pracy przedstawiono sposob doboru postaci funkcji
okreslajacej zmiane wspodczynnika przewodzenia ciepta od temperatury
na podstawie wynikow pomiaréw uzyskanych przy ustalonym przewodzeniu

ciepta.

Oznaczenia:
Xt " - wsp6tczynnik przewodzenia ciepta, W/mK
Xea - Srednia wartos¢ WPC,,
t, - temperatura, K,
Q - strumien ciepta, W, 5
qA - jednostkowy strumien ciepta, W/m ,

NX - wspédczynniki temperaturowe WPC,

LYy), (X,Y)~ wspotrzedne ukdadu pierwotnego i przeksztalconego.

1. Uwagi wstepne

Pomiary wspédczynnika przewodzenia ciepta - podobnie jak wiele innych
wielkosci fizycznych - dokonuje sie posrednio, to znaczy mierzy aie inne
wielkosci, a dopiero na ich podstawie z réwnania definicyjnego oblicza
sie wartos¢ X . Jest to jednak Srednia wartos¢ wspoédczynnika przewodzenia
ciepta dla mierzonego zakresu temperatur At™ ™ = 7 7 Hi*

Jezeli roéznica temperatury jest niewielka, to te wielkos¢ WPC mozne uznacé

za "'rzeczywisty" dla Sredniej arytmetycznej temperatury tfill = - (t» + tj).

W réznych podrecznikach z miernictwa cieplnego zaleca sie wiec tak postepo-
wac¢, aby At byto mate. W wielu przypadkach jest to jednak prawie aiemozli

we, gdyz pomiar temperatur w pobliskich punktach obszaru powoduje znaczne

zakdo6cenie pola temperatur przez miernik. Stosujac odpowiednie metody opra-
cowywania wynikéw pomiarowych mozna wyznaczyé¢ funkcyjng zaleznos$¢ WPC od

temperatury bez tego typu zatozen.

2. Dobér postaci funkcji x(t) dla wynikéw pomiaru WPC

Ze wzgledu na to, ze dla nieustalonego przewodzenia ciepta przy funkcyj-
nej zaleznosci WPC od temperatury réwnanie roézniczkowe opisujace pole tem-
peratur jest nieliniowe, wiec do dalszych rozwazan przyjmuje sie, ze dane
doswiadczalne otrzymane bedg z metod opartych na ustalonym przewodzeniu.
Dla tego typu przeptywu ciepta pole temperatur w rozpatrywanym obszarze c-
pisuje nastepujace roéwnanie:
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div (X(t) grad (©)) =0 D)

¥ przypadku przegrody kulistej 1 przewodzenia ciepta w kierunku promienio-
wym ma ono nastepujaca postac

t? <Wt) r28) =0 @

Po pierwszym catkowaniu tego réwnania otrzymuje sie zaleznosé

gdzie:

Stad po podstawieniu C1 otrzymuje sie nowe réwnanie

X(t)dt = — ®)
ktére po scatkowaniu w granicach (i - i+l) mozna przedstawi¢ nastepujaco:
li+1
3 X(t)dt

__________ = 2 J - ®
ti+l ~ ki 4% (ti+l “ Vv 1+1 1

W réwnaniu (6) po lewej stronie wystepuje wielko$¢ majaca charakter Sre-
dniego wspétczynnika przewodzenia ciepta, ktdéra wyrazona wzorem
Ji+l
3 X(t)dt

*mi - i+l =

7

+1 - 1. <?>

obliczana jest z zaleznosci wystepujacej po prawej stronie réwnania(6),
przy pomocy wielkosci wyznaczonych w czasie pomiaru

Xmi “ i+l = - t) <rili * ®

W przypadku innej geometrii zmienitaby sie jedynie posta¢ wzoru (8)-Ma-
jac obliczone wartosci z (8), przy pomocy wielkosci pomiarowych dla réz-
nych zakreséw temperatur, mozna przy pomocy (7) poszukiwa¢ zaleznosci funk-
cyjnej X(t), po uprzednim zatozeniu matematycznej postaci tej Ffunk-
cji. tlajczesciej dla WPC przyjmowana jest liniowa zalezno$¢ od temperatury
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X() =XQ @ + &BH ®

Po wstawieniu (9) do (7) otrzymuje sie réowniez liniowg zaleznos¢

\ni - i+l =V 1 =V 1+< W ©>

dla S$rednich wartosci WPC, gdzie t  jest Srednig arytmetyczng temperatur
na powierzcnni warstwy. Sporzadzajac wiec wykres Xm = km(tm) lub oblicza-
jac ilorazy réznicowe pierwszego rzedu mozna sie przekona¢ o poprawnosci
zatozenia postaci X(t).Jezeli odchytki od przebiegu prostej sa niewielkie,
to mozna przystapi¢ do okreslenia wspotczynnikéw Xo ¥ |5 stosujac  jedng
z metod aproksymacyjnych (np. metode najmniejszych kwadratéw). W przeciw-
nym przypadku nalezy przyja¢ nowg posta¢ funkcji. Jezeli bedzie to zalez-
nos¢ paraboliczna

X(CO) =XO(1 + ﬂht + ijt2) 10
to z (7) otrzymuje sie
t. A+t t. A+t, Mt. &t
Xmi - i+l = X (1 + X 2 X 3_ ____________ (11)

Gdy Xm (dla n-tej warstwy) bedzie sie liczy¢ od ustalonego punktu (p,
i=l), to XMl 1-i+l zg°dnie z (11) jest réwniez funkcja kwadratowag

Najprostszy sposéb sprawdzenia, czy dla wyznaczonych wielkosci zachodzi
zalezno$¢ paraboliczna

y:axp+bx+c a2
polega na zastosowaniu metody wyréwnawczej: przeksztatcenie krzywej do ta-
kiego uktadu, w ktoérym ona jest prosta. W tym celu obiera sie jeden punkt
(x0, y0), dla ktérego
y0 = ax2 + bxQ + c (€))
Odejmujac stronami (12) i (13) otrzymuje sie zaleznosé
y - y0O = a(x2 - x2) + b(x - xQ)

ktérag w uktadzie

as
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mozna przedstawi¢ w nostaci prostej
Y =aX + b @a5)

Poprawnos¢ przyjecia zaleznosci parabolicznej mozna réwniez sprawdzic
sporzadzajac tablice ilorazéw rzedu drugiego, ktére w tym przypadku powin-
ny mie¢ stalg wartos¢. Stosujac podobne przeksztatcenie dla zaleznosci (1)
jak dla (12) otrzymuje sie nastepujace wyrazenie:

ktére w uktadzie

142

Xij 27 (14b)

mozna przedstawi¢ w postaci prostej (15).

Podobnie mozna sprawdzi¢ poprawnos¢ przyjecia innych postaci funkcji dla
WPC, mimo Zze czasami metoda wyrdéwnywania wymaga zmudnych przeksztatcen. Wy-
nika to stad, ze dla WPC w czasie pomiaru wyznacza sie nie rzeczywistg war-
tos¢ funkcji, a jej wartos¢ Srednig w pewnym zakresie zmiany argumentu.Jed-
nak przy pomocy zaleznosci (7) mozna jednoznacznie okresli¢ zwigzek miedzy
obliczonymi $rednimi wartosciami WPC, a pomierzonym polem temperatur. Z te-
go zwigzku mozna ustali¢ posta¢ funkcji X(t). Dla potwierdzenia tego poda-
ny zostanie jeszcze jeden przykdad dla czesto spotykanej zaleznosci funk-
cyjnej WPC od temperatury, w postaci

X = exp((O™D), @6)

dla ktérej po zastosowaniu (7) otrzymuje sie wyrazenie

Mi-jg - v = E*P i *V -1 exP (&, ti)" an
Po przyjeciu statej wartosci 1 logarytmowaniu obu strcn
réwnosci (17), otrzymuje sie réwnanie prostej
Y=a+ t 8)
gdzie:

Y= In(X )
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a =1In exp (ftA (tj - ti_) - 1)} /(tJ'_ti)

Znacznie datwiejsza jest sytuacja w przypadku, gdy wyznaczone wartosci
WPC mozna uzna¢ za wartosci rzeczywiste. Przyjetg posta¢ funkcji nie trze-
ba juz transformowac¢ przy pomocy zaleznosci (7), a jedynie przeksztalcic ja
do ukdtadu (X,Y) w celu wyréwnania.

Tablica 1
Przeksztatcenie liniowe w metodzie wyrownania
dla rzeczywistych wartosci WPC
Posta¢ wzoru empirycznego Metoda wyréwnywania Y = a + bx
X- X.
X=XQ@ + ("t + t2) Y t- t=* X=-x=-x1
a=Mx b=\A
Y = IgX X = 1lg(t/tQ)
a = Ig XQ b =\
y = a+ bt

x= x0@"™ +
Y=1IgXx, a=1gX0, bpph «a«

X — A0+ ( xo i;X°o>t0 v = xt X =t
%0 7 AQD = a= (XQ —Xw) i b =X
~0 Y = £ X =t
1 + <\ - >V
X= ———— r Y -1 *
1+<v- a = — b =
\ \
X =lg(f-) + XQ Y =X X = Ig(l)
*0
a=x0 b

Poprawnos¢ przyjecia tej funkcji mozna sprawdzi¢ graficznie lub analitycz-
nie po wyznaczeniu zbioru (X*,Y?) (ha podstawie danych pomiarowych). Kryte-
rium analitycznym w tym przypadku jest statos¢ ilorazéw réznicowych AyIﬂch'
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/AXN_ N W tablicy 1 podano dla kilku najczesciej spotykanych funkcji fc,(®
spos6b transformacji w metodzie wyréwnywania dla rzeczywistych wartosci
WPG.

3. Przyk#ad obliczeniowy

W charakterze przyktadu podana zostanie préba poszukiwania funkcji WPC
dla wynikéw pomiaréw uzyskanych w Instytucie Techniki Cieplnej Pol. SI., w
przypadku monohydratu sody - KagCOj . HgO, w zakresie temperatur od 30 do
250°C. W zwigzku z tym, ze dla temperatur ponizej 100°C i powyzej 180°C
obserwowano wzrost Xm, a pomiedzy tymi zakresami mniej wiecej stata jego
wartos¢, zatozono dla A(t) zaleznos¢ paraboliczna (10). Sprawdzenie popra-
wnosci zatozenia tej funkcji postanowiono wykona¢ przy pomocy oméwionej me-
tody wyréwnywania. W tym celu obliczono S$rednie wartosci WPC ( w za-
kresie temperatur At/~A"N = (T - ™).

Wyniki obliczen zamieszczono w ponizszej tablicy.

Tablica 2
Srednie wartoéci WPC dla NagCO™ . HgO

(= - t~c

*«1-1 W/mK
57+32 0,417
84+32 0,368
110+32 0,309
140+32 0,283
175+32 0,268
217+32 0,272
260+32 0,294

Obliczenia sprawdzajace znajduja sie w tablicy 3-
Ze statosci ilorazu roéznicowego pierwszego rzedu widaé, ze przyjecie zalez-
nosci parabolicznej nalezy uzna¢ za poprawne.

W zwigzku z tym mozna przysta¢ do wyznaczenia statych hQ, i {".Uczy-
niono to droga aproksymacji, stosujac metode najmniejszych kwadratéw. W
wyniku tego otrzymano nastepujaca zaleznosé

Mt) =0,572(1 - 9,079 . 10-3 t + 3,249 . 10-5 t2) W/mK
Wzrost A ponizej 100°C mozna  wytdumaczy¢ wptywem dodatkowego zawilze-

nia, w wyniku wydzielania sie wody z NagCO” . HgO, powyzej 180°C - wpdywem
promieniowania i powstawaniem NagCO” (sody kalcynowanej ciezkiej).
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Tablica 3
Sprawdzenie zachodzenia zaleznosci parabolicznej
dla WPC monohydratu sody
- 10> Yi-j i 107AY wxi-j  POSA S
2-3 -1,628 70,5
0,366 26,5 1,38
3-4 -1,262 97,0 0,382 28,0 1,36
4-5 -0,880 125,0
0,454 32,5 1,39
5-6 -0,426 157,5
0,525 38,5 1,36
6-7 0,099 196,0
0,585 42,5 1,38
7-8 0,684 238,5

4. Wnioski korncowe

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze dla wyznaczonego zbioru ~ zaréw-
no Srednich jak i rzeczywistych wartosci WPC - w czasie pomiaru mozna dro-
ga proéb ustali¢ jednoznacznie postac¢ funkcji okreslajacej zaleznis¢ WPC od
temperatury. Do tego celu szczegdélnie nadaje sie metoda wyréwnywania, to
znaczy przeksztakcenia funkcji do takiego ukdadu wspotrzednych (X,Y), wktd
rym ona jest prosta. W tym ukkadzie poprawnos¢ przyjecia postaci funkcji
jest datwo sprawdzalna przy pomocy kryterium analitycznego (statos¢ ilora-
z6w réznicowych pierwszego rzedu) lub graficznie.
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DETERMINING OP THE FUNCTION DEPENDENCE OF THE THERMAL
CONDUCTIVITY COEFFICIENT ON THE TEMPERATURE

Summary

The paper presents the selection method of the form of a function de-
scribing the dependence of the thermal - conductivity coefficient on tempe-
rature.

Considerations have been carried out on the ground of the measurement re-
suits obtained for a steady conduction of heat.



