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BADANIA NAD STABILNOSCIA 1 ZBIEZNOSCIA METODY WARSTWICOWEJ
MODELOWANIA POLA TEMPERATURY W CIALACH STALYCH

Streszczenie: W artykule oméwiono problemy stabilnosci _wzgledem
czasu _oraz wyniki badan nad zbieznoscig metody warstwicowej [% > [21
w odniesieniu do réwnan parabolicznych.

1. Wstep

W pracach [i] 1 [2] przedstawiono metode numerycznego modelowania sta-
cjonarmych i niestacjonarnych pél temperatury w obszarze ciakla stakego.l-
stotg metody nazwanej metodag warstwicowg jest opis funkcji U(P) spehiaja-,
cgj rownanie rozniczkowe i warunki graniczne zadania, rodzinami wielomia-
néw algebraicznych funkcji jednej zmiennej, bedacych przyblizeniem prze-
krojow warstwicowych szukanego pola temperatur.

Warstwicg funkcji U nazwano linie krzywg o rdwnaniu:

uun = uy® 4 v C - ty <)
gdzie X°, Xx]--- - ustalone wartosci k-1 z k argumentéw funkcji U.
Wspokczynniki liczbowe wielomiandw:
n1

U -2 aim &)

dobiera sie wykorzystujac warunki cigglosci funkcji w wezdach siatki krzy-
woliniowej, warunki wynikajgce z rownania rozniczkowego i warunkow brzego-
wych zadania. Problem sprowadza sie do rozwiagzania ukdadu réwnan algebra-
icznych liniowych wzgledem wspékczynnikéw a” a w dalszej kolejnosci wy-
znaczeniu z wielomianéw (2) wartosci funkcji U w wezdach rozpatrywanego
obszaru.

Do rozwigzywania probleméw nieustalonego przewodzenia ciepka zapropono-
wano pewng odmiane ogolnej metody warstwicowej, polegajaca na liniowej a-
proksymacji zmiany temperatury w wezdach P siatki przestrzennej w kierun-
ku osi czasu, przy czym wyrazy wolne réwnan:

UpQ°, XE...,t) =UpQ(", XN, t-At) + WAt ®3)

wynikaja kazdorazowo 2z rozk¥adu temperatur w chwili poprzedniej. Tematem
niniejszego artykulu sg problemy zwigzane ze stabilnoscig i dokdadnoscig
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metody warstwie. Obliczenia przedstawione w dalszej czesci pracy wykonano
na maszynie cyfrowej ZAM 41.

2. Stabilnos¢ metody warstwicowej do zagadnien niestacjonarnych

Problem stabilnosci metody numerycznej w przypadku klasycznych  metod
siatkowych wigze sie z doborem pewnej siatki przestrzenno-czasowej zapew-
niajacej korzystny schemat rozszerzania sie bledu. W schematach  jawnych
dla réwnan parabolicznych operowanie dowolnym krokiem siatki czasowej pro-
wadzi przy wartosciach nadkrytycznych tego kroku do szybkiego rozprze-
strzenienia sie zaburzen wywoktanych bledami przypadkowymi i metoda okazu-
je sie niezdatna (niestabilna). W niektérych pracach zwraca sie rdwniez
uwvage na Fizyczng interpretacje tego zjawiska.

Aby dowies¢ stabilnosci metody warstwicowej dla siatek przestrzenno-cza-
sowych rozpatrzner przypadek nieustalonego przewodzenia ciepka w nieskoriczo-
nej plaskiej phycie. Dla takiego przypadku funkcja U(X,T) spelnia wew-
natrz obszar, roéwnanie:

13 a2u
- @
a ax2
przy warunkach brzegowych typu:
A +BU=C ®
i warunku poczatkowym:
ux,0) = QO ©)

Jezeli w obszarze plyty wyrézniono n wezddéw przestrzennych (w tym dwa
brzegowe oznaczone wskaznikami m-1 1 m=n), to funkcje opisujacg ! rozkiad
temperatur w chwili i m przybliza sie wielomianem w postaci:

n-" n1

UCX,TK) = _ aixl = % +ailX +15 ~ )
I.

zas zmiane temperatury w weztach wewnetrznych w czasie At aproksymuje sie
liniowo:

UQ(m, ©) = UQm, t-At) +damAl; m=2,3,...(n-1) ®)

Dla rozpatrywanego przypadku warunek cigglosci funkcji U w wewnetrz-
nych wezdach siatki przyjmuje postac:
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Dla tych samych wezkéw wykorzystujac rownanie (4) dochodzimy do zalez-
nosci :
n-1
ay; i(i-1) el m=2,3*-e (n-1) 0)
i=2

Podstawiajac (10) do (9) otrzymuje sie

a + alXm + 2 aiXm~2 [xX? - a i(i-DAtl = U(X,t. -At); m=2,3-.-(n-1)
=2 L'm j T k

Dwa ostatnie réownania wynikaja z warunkoéw na brzegu obszaruj;

n-1
R g7 7 aixl * Bmz _ aixl = % 12)
-1=0 X=Xm 1=0 X=Xm
m=1 ,n
czyli:
nr.l i.!
BlaQ+ (Al+BlXl)al + > h A <.,1+B~,)=Cl @)
i=2
n-1
Ba, + (AtB X Daj+/ aXii(A4 +Bl) = C, s
1=2

Bo rozwigzania uktadu réownan (10) (13) (14) zastosujemy wzory Cramera.
Zamazmy®, zewspokczynniki liczbowe liniowego wzgledem a; ukdadurdwnan
sg poczawszy od trzeciej kolumny (z  wyjatkiem dwéch ostatnich wierss)
(14%) liniowymi funkcjami skoku siatki At. Wyznacznik ghowny ukbadu  be-
dzie wiec wzgledem At wielomianem algebraicznym takiego rzedu., jak to wy-
nika z iloczynu elementéw na ghdwnej przekatnej macierzy ukdadu. Wprowa-
dzenie w miejsce kolejnych kolumn wyznacznika gféwnego kolumny wyrazéw wol-
nych prowadzi po rozwinieciu otrzymanych wyznacznikéw do wielomianéw badz
togo samego stopnia wzgledem At (kolumna I 1 11), badz do wielomianéw sto-
pnia o jeden nizszego (pozostate kolumny).

Tak wiec obliczone w oparciu o wzory Cramera wartosci wspékczynnikéwa™
przy At-«-00bedg zerami dla 1> 2, zasS wspodczynniki aQ i & daza do
pewnych skonczonych granicznych wartosci. Rozkkad temperatury dazy do roz-
k#adu liniowego charakterystycznego dla stanu ustalonego przy %= idem,co
Swiadczy o stabilnosci metody.
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Jezeli np. rozwigzujemy zadanie nieustalonego przewodzenia ciepta w ply-
cie przy skokowej zmianie temperatury na brzegu, tzn.; U(X,0) =0,
=1, (8 )X=O = 0, to réwnania warunkowe przyjmuja postad:

al =0 €5)
n1
8+ / @ Xi2§f - a iG-DAITk= 0 @6)
1=2
n-1
ao +z ai Xn an
1=2

PoniewaiAl_im a = Odlai> 2, zaS5 a = 1wiec UX,0°) = 1.

I— 00 o]

3- Analiza numerycznego rozwigzania problemu rozk¥adu temperatur w phycie
przy skokowej zmianie temperatury na powierzchni

Tematem niniejszego rozdziatu jest analiza wynikéw uzyskanych przy roz-
wigzaniu metoda warstwie zagadnienia typu ''skok temperatury na powierzch-
ni"". Jest to zadanie szczeg6lnie niekorzystne z punktu widzenia mozliwos-
ci metody warstwicowej gdyz pola temperatury, ghownie w interwakach czasu
nastepujacych bezposrednio po zaburzeniu, maja przebiegi zle opisujace sie”
wielomianami algebraicznymi - szczegblnie nizszych rzedéw. Tak wiec zbie-
znos¢ i1 dokfadnos¢é metody whasnie w tym przypadku moze by¢ najbardziej wat-
pliwa.

Obliczenia sprawdzajace przeprowadzono dla przypadku jednowymiarowego
nieustalonego przewodzenia w plaskiej phycie (postugujac sie wielosciami
zredukowanymi) przyjmujac w kierunku zmiennej przestrzennej aproksymacje”
wielomianem rzedu czwartego (w przypadku wspodrzednych geometrycznych pod-
wyzszenia stopnia wielomianu jest oczywiscie zawsze korzystne - pomijajac
problemy zwigzane z uwarunkowaniem ukdadu réwnan i ich realizacja na ma-
szynie cyfronej o danej dokladnosci), zas zmiennoS¢ temperatury w = wez-
dach siatki w kierunku czasu przyblizono liniowo dla interwaldw poczawszy
od APo = 0,01 doAPo = 0,31, zwiekszajac kazdorazowo interwak czasu o
0,02 (rys. 1).

Wyniki obliczen poréwnywano z rozwigzaniem analitycznym, ktore dla roz-
patrywanego przypadku posiada stosunkowo prostg posta¢. Rozwigzania niek-
torych wariantéw zadania zebrano w tablicy 1. Wyniki obliczen dla AFo=0,01
(©,02) 0,07 skonfrontowano tu z rozwigzaniem analitycznym.

Na rysunku 2 przedstawiono w siatce semilogarytmicznej zmiany tempe-
ratury w osi plyty (najwiekszy bkad zwigzany z najstabszym uwarunkowaniem
brzegu) dla interwaldéw czasu APo = 0,01 £0,15. Jak wida¢ z pordwnania
wykresow zbieznos¢ metody w tym przypadku nie budzi watpliwosci, zas du-



Rozwigzanie analityczna 1 numeryczne Tablica 1
dla skokowej 61émlany tempgatury na p()\%erzchni phyty

100 Rozw. z dokk. 10"2 A?0 = 0.01 AFO - 0.03 AFO = 0-05 AFq = 0.07
A B o D E , A B C D E A B C D E A B C D E A B C D E
1 0.00 0.00 0.00 0.10 1.00 -0.08 -0.01 0.01 0.12 1.00
3 0.00 0.00 0.04 0.30 1.00 -0.04 -0.01 0.05 0.28 1.00 ~0.04 0.00 0.06 0.25 1.00 001 0.02 041 038 1.00
5 0.00 0.0 0.10 0.41 1.00 0.0l 0.01 0.11 0.40 1.00 0.02 0.06 0.15 0.49 1.00
7 0.0l 0.04 0.17 0.49 1.00 0.02 0.04 0.17 0.47 1.00 0.01 0.03 0.13 0.41 1.00 0.07 Lo
9 0.03 0.07 0.23 0.55 1.00 0.06 0.08 0.22 0.53 1.00 -07.0.10 0.23 0.51 L
11 0.06 0.11 0.28 0.59 1.00 0.08 0.12 0.27 0.57 1.00 0.05 0.08 0.21 0.50 1.00 0.13 0.17 0.30 0.57 1.00
13 0.09 0.15 0.32 0.62 1.00 0.12 0.16 0.32 0.61 1.00 0.15 0.19 0.33 0.62 1.00
15 0.13 0.19 0.36 0.65 1.00 0.15 0.20 0.36 0.64 1.00 010 0.14 0.28 0.58 1.00
17 0.17 0.22 0.40 0.67 1.00 0.18 0.23 0.38 0.66 1.00 0.23 0.27 0.42 0.67 1.00 0.26 0.28 0.42 0.57 1.00
19 0.21 0.26 0.43 0.69 1.00 0.22 0.27 0.43 0.68 1.00 0.15 0.19 0-34 0.63 1.00
21 0.24 0.30 0.46 0.70 1.00 0.25 0.30 0.46 0.70 1.00 0.45 0.72 100
23 0.27 0.33 0.48 0.72 1.00 0.28 0.33 0.48 0.72 1.00 0.20 0.24 0.40 0.66 1.00 0.31 0.35 0.49 ©.72 -
25  0.31 0.36 0.51 0.73 1.00 0.32 0.37 0.51 0.73 1.00 0.34 0.39 0.52 0.73 1.00
27 0.34 0.39 0.53 0.75 1.00 0.35 0.40 0.53 0.75 1.00 0.25 0.29 0.45 0.69 1.00 0.38 0.42 0.55 0.75 1.00
29 0.37 0.42 0.56 0.76 1.00 0.38 0.42 0.56 0.76 1.00 0.30 0.34 0.49 0.72 1.00
3l 0.40 0.45 0.58 0.77 1.00 0.41 0.45 0.58 0.77 1.00 078 1.00
33 0.43 0,47 0.60 0.78 1.00 0.44 0.48 0.60 0.78 1.00 0.34 0.39 0.52 0.74 1.00 0.44 0.48 0.60 0.78 1.00 0.43 0.47 0.59 0. -
% 0.46 0.50 0.62 0.79 1.00 0.46 0.50 0.62 0.79 1.00
0.38 0.43 0.56 0.76 1.00
37 0.49 0.53 0.64 0.80 1.00 0.49 0.53 0.64 0.80 1.00 0.50 0.54 0.65 0.81 1.00
2 0.51 0.55 0.65 0.81 1.00 0.51 0.55 0.65 0.81 1.00 0.43 0.47 0.59 0.78 1.00 0.52 0.55 0.65 0.8L. 1.00
4 0.53 0.57 0.67 0.82 1.00 0.53 0.57 0.67 0.82 1.00
0.46 0.50 0.62 0.79 1.00
43 0.55 0.59 0.69 0.83 1.00 0.56 0.59 0.69 0.83 1.00 0.56 0.59 0.69 0.83 1.00
45 0.58 0.61 0.70 0.84 1.00 0.58 0.61 0.70 0.84 1.00 0.50 0.54 0.65 0.81 1.00
47 0.60 0.63 0.72 0.85 1.00 0.60 0,63 0.72 0.85 1.00 0.53 0.57 0.67 0.82 1.00 0.60 0.63 0.72 0.85 1.00 0.59 0.62 0.72 0.84 1.00
49 0.62 0.65 0.73 0.85 1.00 0.62 0.65 0.73 0.85 1.00 : -00 .63 -
0.57 0.60 0.69 0.83 1.00
51 0.63 0.66 0.74 0.86 1.00 0.63 70.66 0.74 0.86 1.00
53 0.65 0.68 0.75 0.87 1.00 0.65 0.68 0.75 0.87 1.00 0.60 0.63 0.72 0.85 1.00 0.65 068 0.76 0.88 1.00
5% 0.67 0.69 0.77 0.87 1.00 0.67 0.69 0.77 0.87 1.00 0.62 0.65 0.73 0.86 1.00 0.65 0.67 0.75 0.87 1.00
5/ 0.68 0.71 0.78 0.88 1.00 0.68 0.71 0.78 0.88 1.00
0.65 0.68 0.75 0.87 1.00
59 0.70 0.72 0.79 0.89 1.00 0.70 0.72 0.79 0.89 1.00 87 0.69 0.71 0.78 0.88 1.00
6l 0.71 0.74 0.80 0.89 1,00 0.7 0.74 0.80 0.89 1.00 0.67 0.70 0.77 0.88 1.00
63 0.73 0.75 0.81 0.90 1.00 0.73 0.75 0.81 0.90 1.00 0.70 0-72 0.79 0.89 1.00 0.72 0.74 0.80 0.89 1.00 0.71 0.72 0.79 0.88 1.00
6 0.74 0.76 0.82 0.90 1.00 0.74 0.76 0.82 0.90 1.00 0.72 0.74 0.80 0.89 1.00 -fe -
67 0.75 0.77 0.83 0.91 1.00 0.75 0.77 0.82 0.90 1.00 - ) ) - '
6@ 0.76 0.78 0.83 0.91 1.00 0.76 0.78 0.83 0.91 1.00 0.74 0.76 0.81 0.90 1.00 0.75 0.77 0-82 0.90 1.00
71 0.78 0.79 0.84 0.91 1.00 0.77 0.79 0.84 0.91 1.00 0.75 0.77 0.33 0.91 1.00 0.74 0.76 0.82 0.90 1.00
73 0.79 0.81 0.85 0.92 1.00 0.79 0.80 0.85 0.92 1.00
0.77 0.79 0.84 0.91 1.00
75 0.80 0.8l 0.86 0.92 1.00 0.80 0.81 0.86 0.92 1.00 o5 0.91 0.78 0.80 0.84 0.92 1.00
0.79 0.80 0.85 0.92 1.00
77 8-81 0.82 0.86 0.93 1.00 0.81 0.82 0.86 0.93 1.00 0.78 0.80 0.84 0.92 1.00
;? .82 0.83 0.87 0.93 1.00 0.8l 0.83 0.87 0.93 1.00 0.80 0.82 0.86 0.93 1.00 0.80 0.82 0.86 0.92 1.00
0.83 0.84 0.88 0.93 1.00 0.8 0.84 0.88 0.93 1.00
& 0.83 0.85 0.88 0.94 1.00 0.83 0.84 0.88 0.94 1.00 0.81 8'51 ?,‘%E 0.93 1.00
85 0.84 0.85 0.89 0.94 1.00 0.84 0.85 0.89 0.94 1.00 0.83 Vo U-5 0.94 100 0.83 0.84 0.88 0.93 1.00  0-81 0.33 0.87 0.93 3 gg
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Rys". 1. Rozmieszczenie wezddéw 1 krzywe temperatury dla AFo = 0,05

73 dok¥adnos¢ uzyskuje sie juz dla AFo < 0,07, nawet przy niskim stopniu
interpolacji w kierunku przestrzennym, czyli przy makej liczbie wezdow
siatki.

Interesujacy jest tez fakt, ze z ne, a wynikajace z niskiego stopnia
wielomianu U(X) bledy na brzegu gj = O i w wezkach potozonych w poblizu
osi plyty w dalszych interwatach czasu zanikajg i1 krzywa rozk¥adu tempera-
tur w czasie biegnie blisko krzywej analitycznej.

W przypadku zagadnien brzegowych 111 rodzaju, ktérych przyblizone roz-
wigzania przedstawiono w Pi] i [2] duza dokd#adnos¢ uzyskiwano przy duzo
wiekszych (rzedu 0,25) interwalach AFo. Wynika to z wiekszej regularnos-
ci pol temperatury, ktore lepiej opisuja sie wielomianami algebraicznymi.
Przedstawiony wyzej i1 w pracach [i] 21 materiat obliczeniowy  pozwala
stwierdzi¢, ze metoda warstwie w klasycznych zagadnieniach przewodnictwa
jest zbiezna i stabilna wzgledem czasu.

Oczywiscie sprawdzenie numeryczne zbieznosci metody nie moze w  pekni
zastapi¢ dowodu analitycznego tej zbieznosci (cho¢ takg procedure stosuje
sie czesto w praktyce).

Wydaje sie jednak, ze zbieznos¢ metody warstwie (przynajmniej w odniesie-
niu do siatek o stalym skoku) wynika bezposrednio ze zbieznosci metod réz-
nicowych wielopunktowych. Istotg tych metod jest bowiem przyblizanie po-
chodnych w réwnaniach rézniczkowych wyrazeniami, roznicowymi, otrzymanymi
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przez rézniczkowanie wzoréw interpolacyjnych dla funkcji stabelaryzowanych
przy stabym kroku tabeli. Jezeli np. jako baze przyjmiemy wzér interpola-
cyjny Newtona, pominiemy réznice rzedéw wyzszych niz A U, to po dwukrot-
nym rézniczkowaniu otrzymamy znane wyrazenie przyblizone:

(ui+l + U1 " 2 Ui>"

Tak wiec przyjecie takiego operatora réznicowego jest rownoznaczne z zako-
zeniem, ze miedzy trzema kolejnymi wezdami funkcja U ma rozk#ad parabo-

liczny. Przyjecie z kolei, ze réznice rzedow wyzszych sg rézne od zera,

prowvadzi do operatoréw réznicowych wielopunktowych, czyli do opisu wielo-

mianowego stopnia n dla zbioru n+l wezkdéw. Posta¢ tych operatoréw poda-

Je wiekszos¢ monografii z dziedziny przyblizonego rozwiazywania réownan réz-
nicowych. Wyrazenia réznicowe w metodach siatkowych sg funkcjami wartos-

ci w wezdach obszaru siatkowego.

W metodzie warstwie pochodne wyraza sie w sposéb jawny przez wspodczynni-

ki liczbove wielomiandéw, przez co omija sie powazne trudnosci zwigzane

z zapisem operatorow w siatkach o zmiennym skoku, a tym bardziej w siat-

kach krzywoliniowych. Z drugiej strony opis szukanego rozwigzania rodzina-
mi funkcji k-parametrowych zbliza metode warstwie do metod typu kollokacyj-
nego, lub szerzej metod minimalizacyjnych.
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INVESTIGATIONS OP STABILITY AND CONVERGENCE OP METHOD OP COUNTER
LINES FOR MODELLING A TEMPERATURE FIELD IN SOLID BODIES

Summary

The paper discusses the problems of time stability and investigations!
results concerning the convergence of the presented method in relation to
the parabolic eguations.



