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ROWNANIA PRZEPLYWU PLYNU NIESCISLIWEGO W KANALACH LOPATKOWYCH
MASZYN WIRNIKOWYCH

Streszczenie: W pracy wyprowadzono réwnania przepdywu pdynu ide-
alnego, niescisliwego w kanatach topatkowych maszyn wirnikowych o do-
wolnej geometrii. ROwnania dotycza pierwszego dwuwymiarowego zagad-
nienia w guasi-tréjwymiarowym przeptywie ptynu. Oddziatywanie +opa-
tek modelowane jest odpowiednig sitg masowa. Dla przyblizonego uwz-
glednienia rzeczywistego charakteru przeptywu wprowadzono site tar-
cia.

1. Wstep

Przeptyw ptynu w kanatach Hdopatkowych maszyn wirnikowych jest niewgt-
pliwie przestrzenny i nieustalony. Teoretyczna jego analiza mozliwa jest
wiec tylko przy odpowiednich zakozeniach upraszczajacych. Znaczne trudno-
Sci matematyczne, bardzo skomplikowane i nieefektywne procedury rozwigzan
proponowanych w podstawowych pracach [6], [F] ., EL6] oraz odbiegajace od
rzeczywistosci modele przeptywu powodujg, ze metody analizy teoretycznej
nie znajduja jeszcze szerszego zastosowania. W dalszym ciggu jest wiec ak-
tualne zagadnienie opracowania doktadnych i szybkich w praktyce oblicze-
niowej metod analizy, uwzgledniajacych czynniki charakterystyczne dla prze-
pdtywu rzeczywistego. W niniejszym artykule, opartym na pracy [8 w znacz-
nej mierze starano sie uwzgledni¢ powyzsze postulaty.

Obecnie najwieksze zastosowanie znajduja metody dajace rozwigzanie tzw.
zagadnienia guasi-tréojwymiarowego [3] , [O0], 02] , E31. [4] . [15] , kto-
re w duzym stopniu spedniaja wymagania efektywnosci. Rozwazania prowadzo-
ne w niniejszej pracy dotycza jednego z zadan rozwigazywanych w teorii agu-
asi-tréojwymiarowego przeptywu, to jest osiowo-symetrycznego przepdywu na
powierzchni Sg, za ktorg moze by¢ przyjeta pewna Srednia powierzchnia ka-
natu miedzytopatkowego.

Ze wzgledu na zatozenie niescisliwosci, zakres zastosowania niniejszej
teorii ograniczony jest do maszyn hydraulicznych i wentylatoréw.

2. Sformutowanie zagadnienia osiowo-symetrycznego przepdywu przez wience

+opatkowe

Najbardziej ogélnym réwnaniem ruchu pdynu idealnego jest réwnanie Bule-
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W analizie przeptywu w kanatach dopatkowych wptyw zewnetrznych sit ma-
sowych zwykle mozna poming¢ jako nieistotny (F = 0).

Réwnanie (1) dla uktadu wspétrzednych obracajacych sie z predkosciag ka-
towg 00, przy zatozeniu stacjonamosci przeptywu, przedstawia sie nastepu-

Jaco [18]

w ,V)w 2coxw- 0217 7 == 1 grad p (@)

Catkujac powyzsze réwnanie wzdduz linii pradu uzyskuje sie nastepujace

rozwigzanie
Jjw2 - u2) = hfo) A

gdzie funkcja hi*(V9 w og6lnym przypadku zmienia sie tylko przy przejsciu z
jednej linii pradu V na druga.
Dla ptynu niescisliwego wyrazenie (3) przyjmie postac

VP A wz“ u% R

h=| +2 “9? (4)
Przyjmujac co= 0 wuzyskuje sie, wyrazajace zasade zachowania energii,row-
nanie Bemoulliego dla ruchubezwzglednego

i*- ®

Czesto stosowana w analizie przeptywu wielkos¢ h jest wiec entalpia cat-
kowitag w ruchu wzglednym. W skrypcie [2] okreslono ja jako uogélniong en-
talpie catkowita w uktadzie unoszonym i oznaczono przez h”, natomiast Wu
7] celem skrécenia zaproponowat termin "rotalpia catkowita™, co tez zo-
stato przyjete w niniejszej pracy.

Kolejnym réwnaniem opisujacym ruch ptynu jest rownanie ciggtosci

divw =0 (©)

Przedstawione wyzej roéwnania opisuja zagadnienie przestrzenne. Przej-
Scie do zagadnienia osiowo-symetrycznego uzyskuje sie przez operacje usre-
dnienia wszystkich funkcji wzgledem czasu i wsp64rzednej obwodowej[12] =
Otrzymuje sie w ten spos6b réwnania osiowo-symetrycznego przeptywu na pew-
nej Sredniej powierzchni kanatu +opatkowego.

W wyniku operacji usrednienia oddziatywanie H4opatek na strumiehn plynu za-
mienia sie na jednorodne wzdfuz obwodu pole masowych sit+ Fg.
Wprowadza sie takze usredniong site tarcia f, dziatajacagna jednostke ma-

sy ptynu.
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USrednione réwnanie ruchu pktynu (1) przyjmie postac

dé=_1Vp + F2 + F ©)

Lorenz [5] by+ pierwszym, ktéry site oddziatywania dopatek zamienit na
réwnowazne sity masowe, natomiast mozliwosci uwzgdednienia sit+ tarcia w
zagadnieniach przeptywu przestrzennego rozpatrzono w pracy Stiepanowa [2]
a nastepnie rozwinieto w pracach Sirotkina [lo] , [1] i Bammerta [1] .

USrednione réwnanie ciggtosci (6) zapisuje sie teraz nastepujaco:

div(?w) = 0 ®

gdzie t jest wielkosScig charakteryzujaca zwezenie kanatu przeptywowego wy-
wotane gruboscia #topatek.

Przyblizone uwzglednienie rzeczywistych wkasnosci ptynéw w ramach mode-
lu ptynu idealnego sprowadza sie do okreslenia w kanatach #topatkowych u-
Srednionych efektéw lepkosci.

Charakterystyczna dla ruchu ptynu rzeczywistego jest dysypacja ener-
gii spowodowana jego lepkosScig. Efekt dysypacji uwzgledniono wprowadzajac
tzw. wspodczynnik strat przeptywowych

~d4-1 - A) ©

«1-1
ktéry w ogoélnosci jest funkcja potozenia: 5= 5(r, m).

Uog6lInione roéwnanie Bernouliego dla danej linii pradu wyrazi sie teraz
nastepujgaco:

h* = h*+ ? wN = const, 0)
gdzie h* jest rotalpig w punkcie poczatkowym, tzn. na wlocie do wienca.

Wektor sity tarcia skierowany jest przeciwnie do wektora predkosci w i
okreslony jest nastepujaco 8]

Jezeli wektor normalny do powierzchni S2 oznaczymy przez n, to warunek
ortogonalnosci sity F2 wzgledem tej powierzchni mozna zapisac wektorowo

5x F2=0 (12)
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Powierzchnia S2 jest powierzchnig pradu, czyli musi zachodzié
w .n =0 aa3)

Réwnania (7), (8), (12)i (13) tworza w warunkach pierwotnego (proste-
go) zagadnienie hydrodynamiki (zadanajest geometria powierzchni Sg) zam-
kniety uktad réwnan z siedmioma niewiadomymi (w, F2, p).

Jezeli przyjac¢, ze réwnanie powierzchni S2 przedstawia sie nastepujaco:

i>= f(r, 2), as

to przyjmujac kolejno z = const oraz r = const
okresli¢ mozna katy na dwéch wzajemnie prostopadtych powierzchniach (rys.

1).
tg« =rg 1 @as)

ctg " mrii (16)

Te same katy wyrazone przez skia-
dowe wektora n(nr, nu, n0O) nor-
malnego do powierzchni S2 okre-
Sla sie nastepujaco:

tg5 =~ an

Rys. 1. Przekr6j merydionalny kanatu
przeptywowego 1 geometria +opatek

Przestrzenne usytuowanie sktadowych wektoréw predkosci przedstawiono na
rys. 2. Kat nachylenia linii pradu oraz katy strumienia na osiowo-symetry-
cznej powierzchni pradu i na powierzchni cylindrycznej opisane sg zwigzka-
mi

= ~ ctgi>=~ ctg (6= a9)
z m z

Wykorzystujgc te zaleznos$ci po rozpisaniu réwnania (13) otrzymuje sie wy-
razenie

Wu =wr . tg« + w2 . ctg &, 0)

po przeksztatceniu ktérego dochodzi sie do wzoréw
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otg @% = tg<5tgtf + ctgft b @D
otg|& = tgdé sin?f + otg i>p cos”™ (22)

Z warunku ortogonalnesci (12) uzy-
skuje sie zwigzki pomiedzy skitadowy
mi sidty ..masowej a geometrig po-
wierzchni

For = Fo, &5
(23)

P2z = " P2uctS »

Rys. 2. Przestrzenne usytuowanie Ze wzgledu na osiowg symetrie powierz-
sktadowych wektoréw predkosci chni pradu, w dalszym ciggu rozpatrywa-

ne beda tylko ich przekroje ptaszczyz-

na merydionalng (przekréj merydionalny)L

Otrzymane w ten sposo6b linie przeciecia tych powierzchni nazywane beda
merydionalnymi liniami pradu. Jezeli wspodrzedng wzddfuz merydionalnej li-
nii pradu oznaczy sie przez m (rys. 1), to stuszne sa nastepujace zalezno-

Sci:

dm :dr :dz =c  :c. -G, 24)
°r s cm sin< e = Cmcosy (25
a sin# -2- + coeJ® @6)
Ora or 9z
4~ @n
ar =¢C 5, 9z 3m

3. Roéwnania osiowo-symetrycznego przeptywu przez wience +4opatkowe

Przedstawione w niniejszej pracy réwnania przeptywu osiowo-symetryczne-
go wyprowadzono w formie opartej na pojeciu "krzywizny linii pradu” [t].1-
naliza przeptywu w maszynach wirnikowych metodg krzywizny linii pradu na-
lezy do najdoktadniejszych [] -

Charakterystyczng cecha tej metody jest konieczno$¢ odpowiednio dokdad-
nego wyznaczenia promienia krzywizny merydionalnej linii pradu.Definicyj.
nie wielko$¢ krzywizny opisuje wyrazenie
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Dos¢ istotnym problemem w metodach analizy przeptywu jest wybdér odpo-
wiedniego ukdtadu wspoétrzednych, pozwalajacego na ujecie ostatecznych roéw-
nan w mozliwie najprostszy sposéb. Majac to na uwadze, ponizej przedsta-
wiono réwnania w formie stosownej do analizy przeptywu w maszynach wirni-
kowych o réznym stopniu diagonalnosci przeptywu - od maszyn 'czysto" osio-
wych do maszyn o przeptywie promieniowym.

Przez zapisanie réwnan w uktadzie wspo64rzednych krzywoliniowych uwzgle-
dniono wszystkie przypadki geometrii ukdtadéw przeptywowych.

Celem skroécenia zastosowano nastepujacy jednolity zapis roéwnan osiowo-
symetrycznego przeptywu w kanatach +opatkowych:

dcm

—" + Ac. +Bc. +C 29
9n m Liid

Réwnolegle podawane beda takze odpowiedniki tych réwnan w postaci:

w§E+Pw2+qw + T=0 (30)
on

W powyzszym zapisie przez A, B, C oraz P, Q, T o0znaczono wyrazenia
funkcyjne, zgrupowane przy poszczegélnych niewiadomych.

Jezeli wprowadzi sie ortogonalny uktad wspétrzednych krzywoliniowych
m-n (rys. 3) zorientowany w ten spos6b, ze siatke uktadu tworzg merydio-
nalne linie pradu oraz linie ortogonalne do nich, to pomiedzy sk#adowymi
pewnego wektora e w uktadzie wspétrzednych walcowych (er, eu, ez) i krzy-
woliniowych zachodza nastepujace zaleznosci:

GD

= ini + i
en e, sinif e, cosjf

Spednione sa takze roéwnosci:

dr
3K = c03" » a8 = sin”®

Biorac powyzsze pod uwage oraz uwzgledniajac,ze

Rys. 3- Siatka uktadu cn = 0, réwnanie Eulera (7) w ukkadzie  wspo¥-

wspotrzednych natural-

nych utworzona przez rzednych krzywoliniowych przedstawia sie naste-
merydionalne linie pra- A .
du i linie do nich or-  PUaco:
togonalne
c2 c2
<1?l 8r£1 " r,‘s\ + JrL C08I\1;+ P%n
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c 9(rc ?
2 HI = PS + f 32)
T ¥31 u u
elIm =" °m ~8TE + ~ 8in™ + P2m + fm
Na podstawie (31) obowigzuje rownosc:
P2n = P2rcos” ~ P2zsin®

co wraz z rownaniami (23) pozwala wyprowadzi¢ zwigzek pomiedzy sitami

P2n = P2u(ctg tS5 cosif) (34>

Pamietajac, ze zachodzi cm = w sinjé6 oraz °u = w cosg> + cor,po przeksztat-
ceniach réwnania (32.1) otrzymamy:

%on = w2 (sift + gQB Fr’.—£22j£) + 2cnw cos(i> cos™ + co2r costf + F~
Eliminujac z powyzszego cisnienie przy pomocy réwnania rotalpii catkowitej
(4) oraz réwnania Bernoulliego (10), otrzymujemy dalej:

2 2 oati* 9($ w2)
wliln + w2(yn - + 008 fic03™) + 200w cos<bcos* - + % SS°~ +

+P2n =0 (35)

Sktadowa obwodowa sity masowej na podstawie réwnania (32.2) z uwzgled-
nieniem (11) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

w2
F2u = w sin(2> |(2co+ w 303A sin™ +~ (w cos(b)] + sin& cosE> jy° (36)

Wykorzystujac zaleznos¢ (34), z réwnan (36) i (35) otrzymamy ostatecz-
nie:
3w 2 [sin2ft cos ft coatf.+ sin(S (ct g, sintf _ tgd coaf ) *
" 9n [ rt r p

X (gosj™_sinfE + 3oos(b)j + w]2co[cos(i> cos™ + (ctg gp sin™l- tgScos”sinp sl

+ (ctgft sintf'- tgScosisin(b cos?) Y

L] a 2
[-"E +g°( + (ctg(Spsin”- tg &cos(f)sin(b cosfi>" ||] =0 (37)
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Jezeli w réwnaniu tym przyja¢ zatozenia upraszczajace, dotyczace roz-
k#adu parametréow na wlocie do wiennca i charakteru przeptywu, to uzyskuje
sie réwnanie typu:

+ pw+Q =0

ktére przedstawiono w pracach [B] , [I38, [h] -
Zapis roéwnania (37) mozna uprosci¢, zauwazajac, ze przy uwzglednieniu

zaleznosci (22) spetniona jest tozsamosé
cos”™> cos i+ (ctg (@pSintf - tg<5cos ) sin @sini$ct@pSin(t>

Stosujac teraz przyjeta forme zapisu (30), wspétczynniki funkcyjne roéw-
nania (37) przyjmg postac:

n ~L.g t ~ _ tg5 io>if)>Ins ~
Qasin ®£20 ctgfop + (ctgfPpSin® - tg0 cos”cosi» (38)
9h* 1 0(?WA) wA g*
l= + 2 - + (ctg(»psini - tg5 cosrfOsini» cos(?» n

Odpowiednie rownanie ze wzgledu na niewiadomg c”®, zapisane wedtug (29)
przedstawia sie nastepujaco:

. _ sin2¢ , ctgftpsin(i>c03(S 3 In alng>
r r “ 5"n “

- (ctg ® —ini"- tgdcosiD) ™

Bs sin(bjaoct”gi»p sini» + (ctgRpSini’ - tgd cos#cos(P ] (39)

2 T 9ho 1

Cs sin"p + (cg(Mp sin” - tg<bcosi)sini»cosi) ﬂ’% di 1

Réwnaniem zamykajacym jest rownanie ciagtosci w Fformie catkowej:
nl
m = 2.t"-f-cdn = const, (40)

wazne dla kazdej ortogonalnej.
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Réwnania (38) i (40), wzglednie (39) i1 (40) tworza uktad réwnan roz-
niczkowych typu eliptycznego. Jest on wazny w catym obszarze przeptywu, z
tym ze w przestrzeniach miedzywiencowych nalezy przyjaé: Fg = °> #:= 1le
W przypadku wiencéw statych (stojanowych) nalezy przyja¢ oo= 0 oraz u-
wzgledni¢ zmiane oznaczen: ¢~ «, (p— ap, w—c, h*—

Warunki brzegowe dla tych uktadéw dla obszaru ABCD (rys, 3) sa nastepu-
jace:
a) Wzdduz AB zadane sa wszystkie parametry pdynu.

Muszg one sped#niac¢ warunek:

nio
2*¢j Co T dn “41)
o
b) Powierzchnie AC i BD sa powierzchniami pradu.
c) Wzdduz CD zadany jest rozkitad katéw in .
d) Znane sa funkcje @,S,t ,e w calym obszarze przepdywu.

e) Dana jest predkos¢ katowa co oraz strumien masy m.

Sciste okreslenie warunkéw brzegowych przed i za wiencem (wiencami) #4o-
patkowymi mozliwe jest tylko w nieskonczonosci, z wykorzystaniem warunku
r cu = const wzdtuz linii pradu.

W réwnaniach (38) i (39) wystepuja pochodne 9w/0m i 9cm/ 9m, wyrazaja-
ce wptyw zmiany predkosci w kierunku merydionalnym. Wielkosci te moga
by¢ okreslone z réwnania ciggtosci, ktore w krzywoliniowym uktadzie wspot-
rzednych zapisuje sie nastepujaco:

S(rfc ) sj-
&m '+ °m5n ° 0 (42)
stad Otrzymujemy:
°-k - -«. *AN > <«>
jak roéwniez:
Jutfls ,Jjli, i44)

Po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci, uzyskuje sie ostateczng postac réw-
nan osiowo-symetrycznego przeptywu zapisanych w uktadzie wspétrzednych na-
turalnych. Wyrazenia funkcyjne tych réwnan, zgodnie z formudami (29) i ()
okreslone sa nastepujaco:
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Ae + eos2@ cosf _ alnsinfb _ (ctg nj,_ tg¢c08f ) x
™ r Qu p
[ain (bcos(1> + 18
. Y
i20cctgP>p ain (b (45)
or . 9(Ew2) wrgil

sin  (i>—-j-jj- + %— 5-J5- + (ctglbpSintf - tg < cosi>sin(b cosfb 5 -

P * 2isjE + cosacos;,- _ (etg ™ sln” _ tg3o0o0s”) [3in(!>cOsfl> (g7 + «Si)*
* dm J
Q a 2coctg @p sin(i> (46)
Oh* . a{?wn) o R 7.2
Ts - n + (ctg @ aini - tg5 eos tf0sin cosi> n

Jakkolwiek wspodrzedne krzywoliniowe (naturalne) aa bardzo wygodne do pro-
wadzenia rozwazan og6lnych, to jednak w procedurze obliczeniowej wykazuja
sie istotng wadg, a mianowicie - siatka wsp6d#rzednych nie jest umiejsco-
wiona (Jest niestata) i w trakcie obliczeh wezty siatki doznaja przemiesz-
czen, co jest przyczynag znacznych trudnosci [5].

Dlatego tez przy uktadaniu programu obliczen proponuje sie zastosowan wspok-
rzedne auaai-ortogonalne, co przedstawiono w pracy [8]-

1. Uwagi koncowe

Przedstawione w niniejszej pracy roéwnania osiowc-symetrycznego przepty-
wu rozwigzuja zagadnienie jego analizy tak w kanatach #topatkowych jak i w
przestrzeniach beztopatkowych maszyn wirnikowych o dowolnej geometrii ka-
natow. Réwnania te w ramach modelu pdtynu idealnego i niescisliwego sa naj-
bardziej og6lnymi. Uwzgledniono w nich najbardziej ogélng strukture stru-
mienia na wlocie do wienca topatkowego. Zgodnie z tym przepdyw jest wiro-
wy, charakteryzujacy sie w ptaszczyznie wlotowej gradientami cisnienia i
predkosci. W sposéb posredni uwzgledniono takze efekt lepkosci pdynu,wpro-
wadzajac wspotczynnik strat przeptywu i wynikajaca stad usredniong site
tarcia.
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Przy tak ogélnym ujeciu zagadnienia analizy teoretycznej, oprécz mate-
matycznych napotyka sie réwniez na trudnosci natury czysto fizycznej .zwig-
zane z okres$leniem warunkéw brzegowych wymagajacych odpowiednich danych
do Swiadc zalnych.

Szczegb6lng trudnos¢ stanowi przyjecie gradientu strat w wienhcu. Nie
mozna ich bowiem przyjmowa¢ takich samych jak otrzymane z doswiadczen,
gdyz ptyny rzeczywiste dopuszczaja znacznie wieksze gradienty strat. Ze

wzgledu wiec na konieczno$¢ ich ograniczenia, proponuje sie przyjmowac¢ roz-
ktady wynikajace ze strat profilowych.

Zagadnienie rozwigzania przedstawionych réwnan przeptywu zostato roz-
patrzone w nieopublikowanej pracy autora [8] - W najblizszym czasie proble-
mowi temu poswigcony bedzie osobny artykut.

Autor pragnie w tym miejscu podziekowa¢ profesorowi Kazimierzowi Kutan-
bie i docentowi Ryszardowi Grybosiowi za pomoc i wskazéwki przy realiza-
cji niniejszej pracy.

Wazniej82e oznaczenia

A, B, C -wyrazenia funkcyjne (réwanie 29)
22 - sita masowa oddziatywania *opatek
P, Q, T -wyrazenia funkcyjne (réwnanie 30)

c - predkos¢ bezwzgledna
f - usredniona sita tarcia
h* - rotalpia catkowita (réwnanie 4)
i* - entalpia catkowita
n, m - wspo6trzedne ortogonalnego ukd#adu krzywoliniowego
m - strumien masy
p - cisnienie
r~ - promien krzywizny merydionalnej linii pradu
t - czas
u - predkos¢ obwodowa, wspédrzedna obwodowa
w - predkos¢ wzgledna
- katy potozenia wektora predkosci bezwzglednych i wzglednych w
ptaszczyznie stycznej do powierzchni pradu
- katy Htopatkowe (na powierzchni r = const)
(3 - kat nachylenia merydionalnej linii pradu do osi z
& - kat nachylenia powierzchni #opatki do kierunku promieniowego
1 - wspétczynnik zwezenia przekroju przeptywowego
$ - wspotczynnik strat przeptywu
\" - operator gradientu (grad)
] - gestosc.
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Indeksy

i - dotyczy kolejnego punktu na linii pradu

m - dotyczy kierunku wzdduz merydionalnej linii pradu

o — dotyczy wielkosci na wlocie do wierica dopatkowego

r, u, z - dotyczy sktadowych w uktadzie wspotrzednych walcowych*
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yUPABHEHHii TEHEHHfl HECIKHMAEMOH JUffIKOCTH
B TyPBOMAHMHAX

Pe3» ¥e

B oiaTie npKBosaicH ypaBHeHHH oosoHMMeipa®ieoKoro oiamtoHapHoro leveuM
HeBHSKoll h HeosHMaewoS xhakoctk «lepes lypfiouamHHH c 1iipoh3bojTi>hhm npo$«jieu
npoTO»iHoa iaoiH h npocTaHCTBBHHO nocinoeHHHMH flonaTKaME.PaooMaipHBaa nepsyio
AByxMepHyx aa”aiy b KBa3HTpexpa3KepHOMTe<jeHHK, npeAnoaaraeioa, ~tq hoiok sbh-
jiaeioa oceoHMMeipH"THiai. Rua yteia B03,ne8cTBH« aonacieS bboahtob Maootsaa oh-
jia, a Aza npuSjinxeHHoro y~eia peaxtHHx cbo8ctb noioica noHBjiHeica onaa “m-

Haa.

THE PLOW EQUATIONS FOR INCOMPRESSIBLE FLUID IN TURBOMACHINES

Summary

An equation for analysis of the nonviscous, incompressible steady axi
-symmetric fluid flow in turbomachines having arbitrary hub and casing,
and with blades of arbitrary spatial shapes has been presented. In the pa-
per the equation for calculation of the first twodimensional solution in
quasi-three-dimensional flows has been presented in detail.



